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Tmité élémentaire  des  Machines,  i  To].ia*4«y  avec  35  plandiea  in-folio.  4*  édition;  Paris,  annét  x8a8. 

Correspondance  sur  r École  royale  poîjtechniquej  années  x8o4  -x8i5,  3  vol.  in-8o,  4a  plancfaea. 

Programme  â^un  Cours  de  Physique,  i  voL  în-8«;  Paris ,  année  1809. 

Supplément  à  la  Géométrie  descriptive  de  Monge,  contenant,  i^  nne  Méthode  synlbëliqne  ponr  nftner  les 
tangentes  anx  conrbes  planes  et  à  double  courbure  ;  a*  la  Consiraction  géométrique  des  rayons  de  opnrbare 
et  des  plans  oscnlatenrs  des  conrbes  à  double  oonrbnre  ;  S»  TAnalyse  géométrique  de  M.  John  LesUr, 
traduite -de  Tanglais;  z  toI.  in-4%  8  planchea,  impr.  de  Firmin  Didot;  Paris,  année  18x8. 

Élémens  de  Géométrie  à  trois  dimensions^  suItIs  d'un  Traité  analytique  des  surfaces  du  second  degré;  x  vol. 

xn-8^  avec  5  planchés;  Paris,  année  x8i7. 

Ce  Traité  est  le  premier  ouvrage  d'Analyse  appliquée  k  la  Géométrie,  dans  lequel  on  a  établi  la  division 
des  surfaces  du  second  degré  en  cinq  genres,  savoir  ï  l'ellipsoïde,  les  deux  hyperboloïdes  à  uim,  à  deux 
nappes,  et  les  deux  parabololdf s ,  elliptique ,  hyperbolique. 

Collection  des  Epures  de  Géométrie  descriptive,  à  l'asage  de  l'École  royale  polytechnique,  année  1817; 
I  vol.  in-folio  de  91  leoilles;  présenté  à  l'Académie  royale  des  sdences,  en  septembre  t8x8.  (Fo^r.  ^s  pro- 
cès-verbaux de  cette  Académie  des  ai  septembre  1818  et  ix  septembre  18 ao.) 

Nota.  Cette  Collection  se  compose  des  Epures  de  Géométiie  descriptive,  de  coope  de  pierres,  de  charpente, 
d*ombres  et  de  perspective  linéaires,  £iites  en  comman  par  MM.  Monge  et  Hachette,  en  X794  1  année  de  la 
fondation  de  l'Ecole  Polytechniqoe.  En  1797,  M.  Hachette  fut  seul  chargé  da  Cours  de  Géométrie  descrip- 
tive, et  refit  presque  en  totalité  le  preiaier  travail  graphique,  peu  différent  de  celoi  qui  avait  été  recueilli  k 
l'ancienne  école  du  génie  de  Mézières ,  ponr  servir  de  type  dans  la  nouvelle  école.  Les  planches  qn^il  a  ajou- 
tées, et  dont  le  tirage  s'est  fait  avant  l'année  18x6,  ont  ponr  titre  :  Cours  de  Géométrie  descriptive,  par 
M.  Hachette. 

Programme  du  Cours  élémentaire  Machines ^  fiiit  k  l'Ecole  polytechnique  en  iSoS  ,  par  M.  Hachetle, 
ti  Essai  sur  la  composition  des  Ma./ineSf  par  MM.  Lantz  et  Betanconrt  ;  x  vol.  in-4*',  avec  Z3  planches  ; 
Paris,  impr.  royale,  année  z8o8. 

La  planche  jointe  au  programme,  est  le  tableau  des  Machines  géométriques  ou  élémeniaires  divisées  en 
dix  séries  ;  ce  mode  de  division  a  ét^  proposé  par  M.  Hachette. 
Mémoire  sur  la  Théorie  du  numérotage  des  fils,  et  sur  les  valeurs  diverses  des  num ci  os  employés  dans  le 

commerce  ponr  les  fils  des  tissus  et  des  toiles  métalliques,  pour  les  cordes  des  instmmens  de  mnsiqne. 

{Bulletin  de  la  Société  d'Encouragement,  cahier  de  décembre  K8a4*  ) 

Description  géométrique  delà  partie  d'une  charme  q\i'on  nomme  versoiron  oreille, {Mémoires  de  la  Société 
royale  et  centrale  d'agriculture,  année  x8ai.) 
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La.  géométrie  descriptive  a  pour  base  la  méthode  des  projections  ; 
elle  embrasse  diverses  connaissances,  tdles  que  la  stéréotomie,  la  coupe 
des  pierres,  la  charpente,  le  tracé  des  cartes  et  des  cadrans,  etc.  Les 
plus  anci^ens  monumens  d'architecture  attestent  que  la  méthode  des 
projections  était  d^jà  connue  et  pratiquée  aux  époques  où  ils  furent 
ccmstruits  ;  qu'on  fit  usage  de  cette  méthode  pour  représenter  sur  des 
feuilles  de  dessin,  la  forme  des  corps,  leurs  dimensions  et  leurs  positions 
respectives.  L'application  plus  moderne  de  la  stéréotomie  ou  de  Fart  du 
trait  à  la  construction  des  voûtes  pleines  et  de  diverses  formes,  paraît 
n'avoir  été  inventée  et  perfectionnée  que  dans  les  derniers  siècles.  Quel- 
ques procédés  de  cet  art  ont  été  décrits  sur  la  fin  du  seizième  siècle,  dans 
un  traité  d'architecture  de  Philibert  de  l'Orme,  aumônier  de  Henri  II, 
roi  de  France.  En  164^^ ,  Jonsse  publia  un  traité  de  coupe  de  pierres, 
sous  le  titre  de  Secrets  de  F  architecture.  11  est  probable  qu'à  cette 
époque,  la  pratique  de  l'art  du  trait  n'était  connue  que  d'un  petit 
nombre  d'initiés,  qui  suivaient  quelques  écoles  particulières.  En  1649, 
François  Derand,  jésuite,  et  Desargue,  architecte  de  Lyon ,  mirent  au 
jour  des  traités  plus  étendus  de  coupe  de  pierres.  Néanmoins  les  des- 
sus joints  à  ces  ouvrages,  qui  en  auraient  fait  le  mérite  principal ,  étaient 
fofrt  incorrects.  Heureusement,  les  arts  du  dessin  et  de  la  gravure  se  sont 
perfectionnés,  et  en  1728,  de  La  Bue  a  enrichi  l'art  des  constructions 
d'une  collection  d'épurés  de  coupe  des  pierres  la  plupart  fort  exactes, 
et  d'ailleurs  très^bi^d  gravées. 

Ces  divers  traités  pratiques  laissaient  beaucoup  à  désirer  sous  le  rap- 
port de  la  clarté  et  de  la  méthode  :  le  texte  ne  contenant  que  l'indi- 
cation d'une  siite  d'opérations  graphiques  qui  variaient  pour  chaque 
voiite,  et.  qui  ne  s'appuyaient  sur  aucune  théorie,  la  lecture  en  était 
difficile  et  fatigante.  Frezier,  officier  supérieur  du  génie  militaire  (né  à 
Cliambéry  en  1682),  qui  joignait  à  des  connaissances  théoriques  fort 
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étendues,  la  pratique  de  Tart  de  Tingénieur,  essaya  d'expliquer  par  les 
principes  de  la  géométrie  lés  diverses  combhiiiisons  de  lignés  et  dé  sur- 
faces qui  constituent  la  coupe  des  pierres  et  celle  des  bois  :  il  publia 
en  1 789  un  ouvrage  qui  est  encore  fort  estimé,  sous  le  titre  de  Théorie 
et  pratique  de  la  coupe  des  pierres ^  en  trois  volumes  in-4°.  Encou- 
ragé par  le  succès  de  cet  ouvrage ^  il  mit  au  jour,  en  1760,  des  clémens 
de  stéréotomie,  à  Fusage  de  l'architecture  (i*  volumes  in-8^). 

Vers  le  même  temps,  en  1748,  sous  le  ministère  de  M.  d'Argenso», 
on  avait  formé  à  Mézièresun  établissemen  l  pour  Tinstruclion  de  MM.  les 
élèves  du  corps  royal  du  génie  militaire.  C'est  aux  chefs,  aux  profes- 
seurs de  cet  établissement,  qu'appartient  véritablement  rhonneur  d  a*- 
voir  amené  la  science  des  projections  au  degré  de  perfection  où  elle  se 
trouvait  en  1 794 ,  époque  de  la  fondation  de  TÉcole  iK>ly technique.  La 
question  du  déJUement  des  ouvrages  de  fortification  [voyez  note  vu, 
page  296),  paraît  avoir  été  le  motif  des  recherches  qui  firent  découvrir 
les  vrais  élémens  de  la  géométrie  descriptive.  Chatillon,  qui  fut  le  pre- 
mier commandant  de  VÉcole  du  génie,  d'autres  officiers  du  génie,  Millet 
de  Mureau  en  1749,  Dubuat  en  1768,  Meusnier  en  1777,  ont  succes- 
sivement traité  cette  questipn,  dont  la  solution  comprend  une  grande 
partie  de  la  géométrie  descriptive.  Gaspard  Mongc  (*),  qu'un  heureux 
hasard  avait  amené  en  1764  de  Beaune  sa  ville  natale,  à  Mézières,  prit 
une  part  très-active  à  ces  recherches;  son  génie  f  éleva  bientôt  à  des 
considérations  plus  abstraites,  et  la  partie  rationnelle  de  la  géométrie 
aux  trois  dimensions  devint  l'objet  spécial  de  ses  études.  En  1784,  épo- 
que à  laquelle  il  cessa  de  professer  à  l'Ecole  du  génie,  il  avait  publié 
dix-sept  mémoires  d'analyse  appliquée  à  la  géométrie  aux  trois  dimen- 
sions. Trois  de  ces  mémoires  sont  remarquables  par  le  nombre  et  la 
beauté  des  propositions  nouvelles  qu'ils  renferment.  Le  premier,  de 
1771,  traite  des  courbes  à  double  courbure,  de  leurs  rayons  de  cour»- 
bure,  et  de  leurs  développées.  Le  second,  de  1774,  contient  la  théorie 
des  surfaces  développables,  et  lapplication  de  cette  théorie  à  la  solution 
la  plus  générale  du  problème  des  ombres,  dans  Thypothèse  d'un  corps 


'•^ 


«Éi 


(*)  Avant  Mongc,  l'École  royale  du  génie  ayait  eu  popr  examinateur  Camus,  et  pour 
professeurs  les  abbcs  Nollet  et  Bossut,  tous  trois  membres  de  TAçadémic  royale de«  sciences. 
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lumineux  et  d'un  corps  opaque  étendus  aux  trois  dimensions*  Un  troi* 
sième  mémoire,  de  1 781,  faisant  suite  à  celui  d'Euler,  imprimé  en  1 760, 
et  au  mémoire  de  Meusnier,  publié  en  1776,  renferme  la  théorie  des 
lignes  de  courbure  des  surfaces.  Les  autres  mémoires,  relatifs  aux  sur- 
faces courbes,  contiennent  les  expressions  analytiques  des  divers  modes 
de  génération  de  ces  surfaces,  et  de  leurs  propriétés  principales.  Ces 
considérations  générales  sur  l'étendue  aux  trois  dimensions  amenèrent 
bientôt  la  comparaison  et  le  rapprochement  des  méthodes  graphiques, 
que  l'on  avait  jusqu'alors  regardées  comme  très-distinctes,  parce  qu'on 
les  appliquait  de  diverses  manières  à  des  arts  difïërens,  tels  que  la  for- 
tification, le  tracé  des  routes  et  deswnaux,  l'appareil  des  ouvrages  en 
]>ierres  et  en  bois  j  et  c'est  de  cette  époque  que  la  stéréotomie  fut  géné- 
ralisée j  ses  opérations  furent  réduites  à  des  combinaisons  très-simples  de 
lignes  droites,  combinaisons  qui  forment  maintenant  les  préliminaires 
de  la  géométrie  descriptive.  Celte  science  prit  un  nouvel  essor  en  x  794, 
époque  à  laquelle  on  établit  une  locale  centrale  de  tras^aujc  publics  y 
nommée  postérieurement  École  polytechnique.  Monge,  consulté  par 
le*gouvernemcnt  sur  son  organisation,  proposa  pour  modèle  de  celte 
grande  et  belle  institution,  l'École  du  génie  de  Mézières  (*).  Plusieurs 
personnes  qui  avaient  été  ou  élèves  ou  professeurs  de  cette  école  furent 
appelées  à  Paris,  pour  enseigner  à  l'École  polytechnique,  les  unes  la 
géométrie  aux  trois  dimensions,  les  autres  l'application  de  celte  géo-  • 
métriç  à  l'art  de  fortifier  les  j)laces. 


(*)  Cotte  école  fut  dirigée  à  répoque  de. sa  formaiioD  par  de  sarans  et  laborieox  officiers  du 
gcoie,  MM.  Duvigoau  et  Chatillon,  qui  enrent  pour  successeurs  d'autres  officiers  du  corps  non 
moins  recommabdables^  MM.  de  Ramsault,  le  comte  de  Jaubcrt,  etc« 

Un  décret  du  i%  février  1794  transféra  l'École  du  génie  de  Mézières  à  Metz;  par  un  aulre 
décret  du  x  i  mars  suivant,  une  commission  a  été  chargée  |)ar  le  gouvernement  de  préparer  ré- 
•tabUssemeiH  de  r&cole  centrale  des  travaux  publics  Vers  le  milieu  de  novembre,  même  année, 
on  ouvrit  TÉcole  préparatoire  des  chefs  de  brigade,  et  le  11  mars  1798,  TÉcolc  centrale  des  tra- 
vaux publics  fut  mise  en  activité,  (Voyez  la  Notice  historique,  1. 1  de  la  Correspondance,  p.  SaS.) 
Quelques  mois  après,  on  changea  son  nom  en  celui  d'École  polytechnique,  en  lui  conservant  sa 
première  destination,  de  donner  aux  élèves  des  services  publics  civils  et  militaires,  le  pn^miiT 
degré  d'instruction.  £n  iSo3,  un  décret  a  rendu  l'École  de  Metz  commune  aux  élèves  dé  TÉcolc 
polytechniqae  qui  sont  admis  dans  les  services  militaires  de  rartilleiie  ei  du  génie.  £n  iSai,  eMc 
eut  pour  com^nandanl  en  chef,  M.  le  baron  Berge,  lieutenant-génér«il  d'artillerie,  l'un  des  vingt- 
cinq  élèves  de  l'École  pn'paratoire  polytechnique,  cites  dans  la  note  de  la  p.  viii  de  cette  ptéCacc. 
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Le  projet  d'organisation  de  celte  ëcole  portait  que  les  élèves,  au 
nombre  de  <juatre  cents,  seraient  repartis  par  vingt  dans  des  salles  d'é* 
tudej  que  chaque  salle  serait  présidée  par  un  chef  choisi  entre  les  élèves; 
que  ce  chef  répéterait  les  leçons  des  divers  professeurs.  Cette  disposi* 
tion  n'aurait  pas  été  praticable  pour  la  géométrie  descriptive,  qui  n'était 
encore  connue  que  par  tradition.  Il  eût  été  impossible  de  trouver 
parmi  les  élèves  des  écoles  de  Paris,  des  chefs  d'étude  capables  d'ex- 
pliquer la  géométrie  descriptive,  et  de  diriger  le  travail  graphique  cjui 
devait  faire  partie  de  l'enseignement  de  cette  science;  on  sentit  la  né* 
ccssité  d'une  école  préparatoire ,  pour  y  former  ces  che&  d'étude. 

Des  jeunes  gens  (*),  dont  la  plupart  s'étaient  distingués,  ou  à  l'École 
du  génie  de  Mézières,  ou  à  l'École  des  ponts  et  chaussées  de  Paris, 
furent  rappelés  des  armées  ;  on  fit  pour  eux  un  cours  de  géométrie  des- 
criptive, et  pour  la  première  fois  à  Paris,  la  méthode  des  projections 
fut  enseignée  et  mise  en  pratique,  comme  elle  l'était  à  l'ancienne  École 
du  génie  de  Mézières.  Monge  expliquait  dans  cette  école  préparatoire 
ses  feuilles  d'analyse,  et  j'étais  principalement  chargé  de  l'enseignement 
de  la  géométrie  descriptive.  Cette  instruction  préliminaire  s'est  donnée 
pendant  les  derniers  mois  de  1 794  ;  les  cours  de  l'École  polytechnique 
ont  été  ouverts  au  commencement  de  l'année  1 795.  Monge  fit,  pendant 
les  trois  premiers  mois,  vingt-quatre  leçons  sur  la  géométrie  descrip* 
tive  ;  il  a  rendu  un  compte  sommaire  de  ce  cours,  dans  le  premier  cahier 
du  Journal  de  l'École  polytechnique  (pag.  6,  année  1795);  le  pro- 
gramme suivant,  qu'il  a  rédigé  et  publié  à  la  même  époque,  ùat  con- 
naître le  sujet  des  vingt-quatre  leçons  : 

i^«  Leçon.  Exposition  de  la  méthode  des  projections;  procédés  qui 
en  facilitent  l'usage. 

12^  Leçon.  Détermination  des  plans  tangens  et  des  normales  aux  sur- 
faces courbes;  des  tangentes  et  des  plans  normaux  aux  courbes  à 
double  courbure. 


(*)  Noms  des  élèves ^  premiers  chrfs  d'étui  de  tÉecle polytechnique.  —  MM.  AnseiÎDy  Berge, 
Biot,  Bouvet,  Broohaat,  Brusié,  Cailler^  Cavenne,  Choron,  Debaudre,  Donop,  DapoU,  Eadel, 
Fayollesy  Francœar,  Gkiîgnet|  Hauterre^  Hesse,  Lancret.,  t  ahure,  Malus^  Pattii,  PatoraV  Befi 
SaÎQt-^Ienis. 
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3  Leçon.  Construction  des  intersections  des  surfaces  courbes  j 
exemples  du  genre  de  questions  à  la  solution  desquelles  celte  méthode 
est  principalement  propre. 

4^  Leçon.  Génération,  propriétés  et  constructions  des  surfaces  déve- 
loppables,  et  de  toutes  celles  qui  sont  engendrées  par  le  mouvement 
d'une  ligne  droite. 

5^  Leçon.  Examen  des  deux  courbures  "d'une  surface  courbe  en 
général  ;  de^la  manière  dont  elle  est  divisée  par  les  deux  systèmes  de 
ses  lignes  de  courbure  ;  de  la  position  des  deux  surfaces  qui  passent  par 
ses  centres  de  courbure. 

6®  et  7©  Leçons.  Application  de  la  géométrie  descriptive  à  la  coiv- 
struction  rigoureuse  du  contour  de  Tombre  d'un  corps  quelconque 
portée  sur  une  surface  quelconque,  et  à  celle  die  la  ligne  qui  sépare  > 
sur  la  surface  du  corps  qui  porte  ombre,  la  partie  éclairée  de  la  partie 
obscure ,  soit  que  l'objet  lumineux  fût  un  point  unique ,  soit  qu'il  eût 
des  dimensions  finies. 

8®  Leçon.  Principes  de  la  perspective  aérienne.  Dégradation  des 
teintes,  soit  dans  l'ombre,  soit  dans  le  jour,  suivant  la  position  des 
parties  de  la  surface  des, corps ,  et  par  rapport  à  l'objet  lumineux,  et  par 
rapport  à  l'observateur.  Altérations  qu'elles  paraissent  éprouver  dans 
leurs  couleurs  propres,  d'après  la  nature  des  corps  lumineux,  et  d'après 
les  jugemens  que  nous  sommes  induits  à  porter,  par  les  circonstances 
environnantes. 

9«  Leçon.  Application  de  la  géométrie  descriptive  aux  constructions 
de  la  perspective  linéaire. 

10%  11^  et  12*  Leçons.  De  la  coupe  des  pierres.  Ordonnance  des 
voûtes  et  voussures.  Convenances  auxquelles  elles  doivent  satisfaire. 
Décomposition  des  voûtes  en  voussoirs.  Procédés  par  lesqu^  on  donne 
à  chacune  des  pierres  qui  entrent  dans  laf  composition  d'un  édifiée  la 
forme  qu'elle  doit  avoir.  Usage  deia  géométrie  descriptive  pour  cet  objet. 

i3%  i4*,  i5*e*  i&  Leçons.  De  l'art  delà  charpenterie.  Ordonnance 
générale  des  ouvrages  de  charpenterie.  Procédés  par  lesquels  on  donne 
à  chaque  pièce  la  figure  qu'elle  doit  avoir,  i»  lorsque  la  pièce  est  droite, 
a"*  lorsqu'elle  doit  être  terminée  par  des  surfaces  dourbes.  Usage  de  la 
géométrie  descriptive  pour  cet  objet. 
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17*,  i8',  l9^e<  20*  Leçons.  De  la  topographie.  Méthodes  par  les- 
quelles on  détermine  avec  précision  la  position  des  principaux  points 
d'une  grande  carte.  Moyens  par  lesquels  on  exécute  les  remplissages. 

Les  difierens  procédés  de  nivellement.  De  lart  de  figurer  sur  les  cartes 
les  formes  et  les  accidens  du  terrain. 

!2i%  22%  23  et  il^""  Leçons.  Exposition  des  divers  mécanismes  au 
moyen  desquels  on  peut  convertir,  les  uns  dans  les  autres,  les  difFérens 
genres  de  mouvement.  Mécanismes  par  lesquels  on  facilite  les  mouve- 
mens  de  tous  genres.  Description  des  principales  machines  connues 
dans  les  arts,  et  mues  par  des  animaux,  ou  par  des  forces  prises  dans 
la  nature.  {Fin  du  programme.) 

A  peine  le  premier  cours  de  Monge  à  TLcole  polytechnique  fut-il 
terminé,  qu'une  réunien  de  douze  cents  élèves  fut  conçue  et  effectuée 
en  quelques  semaines;  elle  avait  pour  objet  de  former  des  professeurs 
pour  tous  les  genres  d'instruction  scientifiques  et  littéraires.  Monge  fut 
chargé  d'enseigner  la  géométrie  descriptive  dans  ces^  premières  écoles 
normales;  M*  Lacroix  et  moi  y  fûmes  appelés  comme  professeurs 
adjoints  (*).  Les  leçons  de  Monge,  recueillies  par  des  sténographes, 
revues  par  lui-même^  ont  été  imprimées  en  1 795,  dans  le  Journal  des 
Écoles  normales^  et  réunies  quatre  ans  après  en  un  seul  corps  d'ou- 
vrage. Le  recueil  de  ces  leçons  est  le  premier  traité  de  géométrie  des- 
criptive dans  lequel  on  a  considéré  cette  science  d'une  manière  abstraite, 
et  indépendamment  de  ses  applications. 

Les  Mémoires  d'analyse  appliqujee  à  la  géométrie,  avaient  déjà  placé 
Monge  au  rang  des  géomètres  les  plus  distingués  ;  son  traité  de  géomé- 
trie descriptive,  quoique  dégagé  de  tout  calcul,  ne  porte  pas  moins 
l'empreinte  du  génie  dont  la  nature  lavait  doué.  On  y  reconnaît  cette 
faculté  d'imagination  qui  lui  faisait  découvrir .  les  propriétés  de  l'éten- 
due figurée  :  un  style  clair  et  précis,. une  rédaction  soignée,  ont  placé 
cet  ouvrage  au  rang  des  livres  classiques  de  premier  ordre.  Plusieurs 


(*)  Les  autre»  professeurs  pour  les  sciences  étaient  :  MM.  Laplace,  Lagraoge,  pour  les  noa- 
thématiques;  M.  Haîiy,  pour  la  physique;  M.  fiertholct,  pour  la  chimie >  MM.  Thouin  etDau- 
benton,  pour  i'histoîre  nat|irelle  et  Tagricukure. 

M.  Lacroix  avait  déjà  composé  à  cette  époque  fa  plus  grande  partie  de  ses  Essais  sur  la 
géométrie  à  trois  dimensions,  qu'il  a  publiés  la  même  année  1 7g5. 
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éditions  se  sont  succédé  sans  aucun  changement.  La  dernière.,  faite 
de  son  vivant,  parut  en  i8ii,avec  un  supplément  qu'il  avait  jugé 
digne  d'être  placé  à  la  suite  de  son  ouvrage  j  le  nouveau  traité  que  je 
publie  maintenant  contient  ce  supplément^  et  déplus,  les  additions 
qui  m'ont  paru  nécessaires  pour  en  fiaire  un  ouvrage  plus  complet. 


DIVISION  DE  UOUVRAGE. 

Ce  traité  est  divisé  en  deux  livres  :  le  premier  contient  la  géométrie 
descriptive  pure;  le  second  renferme  deux  chapitres  qui  ont  pour 
titres  :  i**  Lieux  géométriques  ;  a*"  Ombres  et  perspectwes  linéaires. 

L'ouvrage  est  terminé  par  un  appendice  dans  lequel  j'expose  les 
principes  de  la  stéréotomie,  et  les  procédés  généraux  de  cet  art,  appli- 
qués à  la  coupe  des  pierres. 

Livre  premier.  —  Géométrie  descriptive  pure. 

La  géométrie  descriptive ,  telle  qu'on  la  considère  dans  ce.  premier 
livre,  contient  deux  parties,  l'une  rationnelle  (*),  et  l'autre  technique. 

La  première^  purement  théorique,  se  rattache  à  une  branche  im- 
portante des  mathématiques,  qui  embrasse  toutes  les  propriétés  de 
l'étendue  figurée ,  et  que  les  plus  grands  géomètres  ont  traitée  ou  par 
l'analyse  ou  par  la  synthèse.  ^ 

La  partie  technique  de  la  géométrie  descriptive  est  Fart  de  repré- 
senter sur  des  feuilles  àk  dessin,  les  points  et  les  lignes  de  l'espace;  elle 
a  pour  base  la  méthode  des  projections  ;  la  pratique  de  cette  méthode 
exige  un  coup  d'oeil  assuré,  une  main  exercée,  qui  sajche  employer  avec 
adresse  la  règle,  le  compas  et  l'équerre, 

La  géométrie  descriptive  est  un  art,  lorsqu'elle  a  pour  objet  la  des- 
cription des  solides  et  des  sur&ces  données  ;  elle  doit  être  regardée 


(*)  Les  propositions  phDcipales  de  la  partie  rationnelle  de  la  géométrie  descriptive  ont  été 
réunies  dans  nn  ouvrage  que  j'ai  publié  en  1S17,  sous  le  titre  di  Élément  de  géçmétrîe  h  trois 
dimensions  (i  vol.  in-8^,  Firmin  Didot).  Plusieurs  questions  de  géométrie  descriptive  ont  été 
Tobjet  de  nouvelles  recherches  sur  les  courbures  des  lignes  et  des  surfaces;  j'en  ai  exposé  les 
résultats  dans  un  Second  Supplément  à  la  géométrie  de  Monge  (i  vol.  in-4®|  Firmin  Didot|  18  x8). 
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comme  un  complément  des  méthodes  géométriques,  lorsqu'on  rem- 
ploie pour  déterminer  des  formes  secondaires  inconnues,  qui  résultent 
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Le  tableau  des  constructions  graphiques  d  une  épure  -quelconque  de 

géométrie  descriptive,  n offre  jamais  que  la  répétition  des  opérations 

élémentaires  qui  donnent  la  solution  des  deux  questions  précédentes. 

Ghap.  il  —  Des  plans  tangens  auao  surfaces  courbes. 

On  admet  en  géométrie  qu  un  plan  tangent  en  un  point  donné  d  une 
surface,  est  déterminé  par  les  tangentes  à  deux  lignes  de  la  surface,  qui 
passent  par  ce  point.  Monge  n'avait  considéré  dans  sa  Géométtie  que 
les  plans  tangens  aux  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure"  en  un  point 
de  ces  surfaces,  sont  dirigés  dans  le  même  sens  ;  mais  les  surfaces  qui  ne 
satisfont  pas  à  cette  condition,  sont  remarquables  en  ce  que  leurs  plans 
tangens  sont  en  même  temps  tangens  et  sécans.  J  ai  donné  pour  exem- 
ples de  cette  seconde  espèce  de  plans  tangens,  ceux  qui  sont  tangens 
aux  surfaces  à  élémens  gauches,  et  à  la  surface  annulaire  connue  en  ar- 
chitecture sous  le  nom  de  Tore  [Voyez  art»  121,   liv.  i"  de  ce  traité). 

On  a  appelé  jusqu'à  présent  surface  gauche^  toute  surface  engendj:ée 
par  une  droite  mobile,  quelle  que  soit  la  loi  du  mouvement  de  cette 
droite,  pourvu  néanmoins  que  deux  droites  consécutives,  qui  compren- 
nent un  élément  de  la  surface,  ne  se  rencontrent  pas.  Chaque  élément 
est  un  petit  plan  gauche  j  mais  l'ensemble  de  ces  élémens  forme  sou- 
vent des  surfaces  très-régulières,  qui  ne  conservent  aucune  apparence 
de  difformité.  Nous  étions  convenus  avec  Monge  de  les  appeler  sur^ 
faces  réglées/  ce  qui  motive  cette  dénomination,  c'est  qu'on  peut  ap- 
pliquer une  règle  sur  les  droites  de  la  surface,  et  s'assurer  ainsi  qu'elle 
est  exécutée  rigoureusement. 

Après  avoir  établi  par  unç  discussion  plus  complète  que  celle  d'Euler, 
la  division  des  surfaces  du  second  degré  en  cinq  espèces  que  j'ai  nom- 
mées ellipsoïde^  hyperholoide  à  une  nappe,  hyperboloïdé  à  dewv 
nappes,  paraboloïde  elliptique,  paraboloïde  hyperbolique,  je  me 
suis  principlemerit  occupé  de  la  recherche  des  propriétés  géométriques 
des  deux  surfaces  réglées  du  second  degré,  rhypcrboloîde  à  une  nappe, 
et  le  paraboloïde  hyperbolique  on  plan  gauche. 

Les  propriétés  les  plus  remarquables  de  ces  surfaces,  sont,  i®  que 
toute  surface  réglée  a  pour  surface  normale  suivant  une  droite,  un  hy- 
perholoide. à  une  nappe,  ou  un  plan  gauche  dont  les  paramètres 
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varient  pour  -chaque  droite;  20  que  toute  surÊice  réglée  a  pour 
surface  osculatrice  suivant  une  droite,  un  hyperboloïde  à  une  nappe 
déterminé,  dont  les  paramètres  varient  pour  chaqîie  droite;  3®  que 
toute  surface  réglée  a  pour  surfaces  tangentes  suivant  une  droite, 
une  infinité  d'hyperboloïdés  à  une  nappe;  4o  que  deux  surfaces  réglées 
qui  ont  une  droite  commune  et  trois  plans  tangens  communs  en  trois 
points  diiférens  de  cette  droite,  sont  tangentes  lune  à  Vautre  dans  tous 
les  points  de  la  droite  qui  leur  est  commune^ 

J'ai  déduit  de  ces  propriétés  une  méthode  graphique  pour  mener  les 
plans  tangens  à  une  surface  quelconque  engendrée  par  la  ligne  droite, 
ainsi  que  pour  construire  la  tangente  en  un  point  d'une  courbe,  lorsque 
cette  courbe  est  donnée  en  relief  ou  par  ses  projections.  J  ai  appliqué 
cette  méthode  à  plusieurs  surfaces  réglées,  employées  pour  la  construc*- 
tion  des  voûtes* 

Ghap.  IIL  —  Des  intersections  de  surfaces. 

Une  surface  est  définie,  lorsque  pour  chacun  de  ses  points,  on  assigne 
la  forme  et  la  position  d'une  ligne  mobile,  géi^ératrice  de  la  surface.  Pour 
trouver  Tintersection  d'une  surface  par  un  plan,  on  cherche  les  points 
d'intersection  de  ce  plan  et  de  la  génératrice  considérée  dans  ses  posi- 
tions successives  ;  la  ligne  qui  joint  tous  ces  points  est  l'intersection  de 
la  surface  par  le  plan  donné.  La  tangente  en  un  point  quelconque  de  la 
section  plane  de  la  surÊice  est  la  droite,  intersection  du  plan  tangent  à 
la  surface  en  ce  point,  et  du  plan  de  la  section.  Lorsque  le  contour  de 
la  section  est  une  courbe  à  une  ou  plusieurs  branches  infinies,  les  tan- 
gentcjs  aux  points  situés  à  Tinfini,  placées  à  une  distance  finie  d*un 
point  de  la  courbe,  se  nomment  asymptotes.  J'ai  fait  voir  comment 
on  déterminait  les  asymptotes ,  dans  le  cas  où  la  surface  proposée  est 
un  cône  du  second  degré,  ou  un  hyperbojoïde  à  une  nappe,  Oju  un  para- 
boloïde  hyperbolique. 

On  obtient  en  général  là  ligne  d'intersection  de  deu^L  surfaces ,  en 
les  coupant  par  un  système  de  plans.  Les  sections  de  Tune  et  de  Tautre 
surface,  qui  sont  contenues  dans  un  même  plan,  et  dont  les  contours 
se  rencontrent,  déterminent  les  points  communs  aux  deux  surfaces. 
Non-seulement  il  importe,  dans  chaque  cas  particulier,  de  choisir  le  sys- 
tème de  plans  coupans,  qui  donné  les  constructions  les  plus  simples  ; 
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mais  il  n  est  pas  moins  utile  de  connaître  les  plans  coupans  limites,  entre 
lesquels  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  est  comprise.  J'ai  fait 
voir  comment  on  déterminait  les  plans  limites  pour  plusieurs  cas  par- 
ticuliers, et  notamment  pour  deux  cylindres  et  deux  cônes.  Les  lignes 
d'intersection  de  ces- surfaces  ont  des  branches  fermées  ou  infinies  5  j  ai 
indiqué  un  moyen  pour  .reconnaître  a  priori  Texistence  des  branchés 
infinies,  et  pour  construire  leurs  asymptotes.  La  solution  de  ces  ques- 
tions a  complété  ce  que  Monge  avait  écrit  sur  Tintersection  de  ces  sur- 
faces. 

J'ai  ajouté  un  article  sur  lusage  qu'on  peut  faire,  dans  quelques  cas 
particuliers,  des  projections  obliques,  pour  trouver  l'intersection  des 
deux  surfaces,  plus  simplement  que  par  la  méthode  des  projections  or- 
thogonales. D  autres  additions  que  j'ai  faites  à  la  géométrie  de  Monge 
appartiennent  au  livre  suivant  des  applications. 

Livre  II. — Des  applications. — Chap^I. — Des  lieux  géométriques . 

On  appelle  lieu  géométrique  d'un  point ^  la  ligne  ou  la  surface  qui 
contient  ce  point.  Lorsque,  d'après  l'énoncé  d'un  problème ,  un  point 
doit  se  trouver  sur  trois  surfaces  connues,  ces  surfaces  et  leurs  lignes  d'in- 
tersection sont  des  lieux  géométriques  du  point  demandé;  on  trouve 
les  projections  de  ce  point,  en  construisant  les  intersections  des  trois  sur- 
faces prises  deux  à  deux.  J'ai  considéré  le  cas  où  l'une  seulement  des 
trois  surfaces  est  de  révolution;  )'ai  fiait  voir  que  dans  ce  cas  il  suffisait 
de  construire  la  courbe  à  double  courbure,  intersection  de?  deux  sur- 
faces non  de  révolution  j  qu'on  en  déduisait  une  seconde  courbe  située 
dans  un  plan  méridien  de  la  surface  de  révolution,  et  que  les  points 
communs  aux  trois  surfaces  proposées  étaient  déterminés  par  la  ren- 
contre de  la  seconde  courbe,  et  du  contour  de  la  section  méridienne  de 
la  surface  de  révolution. 

Ce  mode  de  solution,  que  fai  appliqué  à  plusieurs  problèmes  de  la 
Géométrie  de  Monge,  a  lavantage  de  faire  connaître  les  données  d'après 
lesqueHes  on  trouve  le  plus  grand  nombre  de  points  qui  satisfont  aux 
conditions  de  ces  problèmes. 

Le  chapitre  suivant,  et  l'appendice  qui  termine  ce  traité,  contiennent 
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des  applications  de  la  géométrie  descriptive,  qui  n'ont  pas  été  écrites 
par  Monge, 

Chap.  II.  —  Des  ombres  et  de  la  perspectwe. 

Une  théorie  complète  des  ombres,  celle  qui  serait  nécessaire  aux  ar- 
tistes, peintres  et  dessinateurs,  comprendrait  Texamen  de  tous  les  phé- 
nomènes de  la  lumière ,  tant  sur  les  corps  que  dans  les  milieux  que  le 
fluide  traverse.  Il  faudrait  avoir  égard  à  la  forme  et  aux  dimensions  du 
corps  lumineux,  à  laction  de  la  lumière  directe,  aux,  effets  de  la  lu- 
mière réfléchie  ou  par  le  milieu  ou  par  les  corps  eux-mêmes;  enfin,  on 
considérerait  les  couleurs  et  leurs  diverses  nuances.  L'ingénieur  con-. 
structeur  n'empruDte  aux  arts  du  dessin  d'imitation  que  des  résultats 
démontrés,  qui  ont  pour  objet  de  faciliter  Fintelligence  du  dessin  géo- 
métrai.  On  fait  abstraction  pour  ce  dernier  genre  de  dessin,  de  la  forme" 
du  corps  lumineux  et  de  la  couleur  des  objets  éclairés  ;  on  n'admet 
qu'un  seul  point  lumineux  à  ime  distance  finie  ou  infinie  des  corps 
éclairés  ;  on  n'a  point  égard  à  la  faculté  qu'ont  tous  les  corps  de  réflé- 
chir la  lumière  directe  en  plus  ou  moins  grande  quantité  ;  ce  qui  les 
rend  eux-mêmes  des  corps  lumineux.  Il  résulte  de  ces  diverses  supposi- 
tions, que  les  espaces  ombrés  ont  pour  enveloppes  des  surfaces  coniques 
ou  cylindriques  ;  qj^  ces  enveloppes  sont  tangentes  aux  surfaces  des 
corps  éclairés,  suivant  les  lignes  qui  séparent  l'ombre  de  la  lumière,  et 
qu'on  nomme,  par  cette  raison,  lignes  de  séparation  d^ ombre  et  de 
lumière. 

Les  surlâces  des  ombres,  prolongées  au-delà  des  lignes  de  séparation 
d'ombre  et  de  lumière,  coupent  ou  les  surfaces  des  corps  éclairés,  ou  les 
surfaces/  d'autres  corps  environnans  ;  les  lignes  d'intersection  de  ces  sur- 
faces forment  les  contours  des  ombres  portées.  Je  nomme  ces  contours, 
et  les  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  ombres  linéaires^ 
pour  les  distinguer  des  surfaces  auxquelles  elles  appartiennent* 

La  détermination  des  ombres  linéaires  sç  réduit  à  deux  problèmes 
de  géométrie  ;  le  premier  consiste  à  trouver  sûr  un  corps  donné,  la  li- 
gne de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  ;  le  second,  à  construire  l'inter- 
section d'un  cône  ou  d'un  cylindre  qui  a  pour  base  cette  ligne,  par  une 
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surface  donnée  :  f  ai  fait  voir  qije  dans  Thypothèse  ou  les  rayons  lurni* 
neux  partent  d'un  seul  point^  la  théorie  des  ombres  linéaires  comprend 
la  perspective  linéaire. 

Après  avoir  exposé  les  méthodes  générales  connues,  qui  sont  appli- 
cables au  tracé  des  ombres  et  des  perspectives  linéaires,  j  ai  considéré 
les  trois  familles  de  surfaces  qu  on  emploie  le  plus  souvent  dans  les  arts, 
savoir  :  les  surfaces  développables,  les  surfaces  de  révolution,  et  les  sur- 
faces à  élémeos  gauches,  autrement  surfaces  réglées.  J'ai  montré  com- 
ment, pour  ces  deux  derniers  genres  de  surfaces,  les  problèmes  d'ombres 
et  de  perspectives  pouvaient  se  résoudre  par  une  méthode  particulière, 
plus  simple  et  plus  exacte  dans  la  pratique  que  la  méthode  générale  ;  elle 
consiste  à  déterminer  la  Kgne  de  contact  d'une  surface  enveloppe  et 
d'un  cône  dont  le  sommet  est  donné. 

Pour  comprendre  le  principe  sur  lequel  cette  méthode  particulière 
est  fondée,  il  faut  considérer  sur  une  enveloppée  mobile,  deux  lignes, 
la  caractéristique^  qui  est  l'iotersection  de  deux  enveloppées  consécu- 
tives, et  la  courbe  de  contact  de  la  première  enveloppée  avec  un  cône 
tangent  à  cette  enveloppée,  qui  a  même  sommet  que  le  cône  tangent  à 
Tenveloppe.  Si  ces  deux  hgnes  se  coupent,  le  point  d'intersection  ap- 
partient à  la  courba  de  <;ontact  de  Tenveloppe  et  du  cône  tangent  à 
cette  enveloppe,  qui  a  son  sommejt  en  un  point  donné. 

Çest  d'après  cette  considération  qu'on  trouve  les  lignes  de  sépara- 
tion d'ombre  et  de  lumière,  sur  les  surfaces  ou  réglées,  ou  derévolution. 
Les  premières  ont  pour  enveloppées  des  hyperboloïdes  à  une  nappe, 
ou  des  paraboloïdes  hyperboliques  ;  les  secondes  des  cônes  droits,  des 
sphères  ou  des  cylindres;  ces  enveloppées,  d'une  génération  plus  simple 
que  celle  de  leurs  enveloppes,  ont  pour  caractéristiques  des  droites  et 
des  cercles. 

Après  avoir  indiqué  un  moyen  pouf  trouver  les  points  limites  des 
op:}Lbres  linéaires  et  des  contours  apparens,  pur  des  portions  de  surfaces 
renfermées  dans  des  courbes  données,  j'ai  considéré  les  points  les  plus 
apparens  des  surfaces  qu'on  r\omjnt  points  hrillans.l^t  point  brillant 
est  sur  un  corps  parfaitement  poli,  le  seul  point  visible  de  ce  corps,  qui 
ré^échit  un  rayon  de  lumière  vers  l'œil  du  spectateur.  En  supposant 
que  le  corps  soit  mat  et  néanmoins  visible,  le  point  brillant  devient  le 
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plus  apparent.  J'ai  fait  voir  comment  on  détermine  géométriquement 
ce  point  sur  une  surface  quelconque  définie,  et  de  quelle  manière  on 
simplifie  cette  solution  générale  pour  le  cas  particulier  des  surfaces  de 
révolution.  Plusieurs  questions  relatives  aux  points  brillans  et  aux  L'gnes 
àe  pénombres ^  sont  suivies  de  la  construction  des  perspectives  linéaires, 
parlaméthode  la  plus  usitée  et  connue  depuis  long-temps,  qu'on  nomme 
Méthode  par  les  points  de  concours. 

J'ai  ajouté  au  livre  des  ombres  et  de  la  perspective,  i**  l'explication 
des  anamorphoses  vues  directement  ou  par  réflexion,  sur  des  miroirs 
cylindriques  ou  coniques  ;  2^  la  construction  des  mappemondes  par  la 
projection  stéréographique. 

L'appendice  qui  termine  ce  traité  contient  les  principes  de  la  stéréo- 
tomie, et  des  notices  explicatives  sur  les  épures  de  coupe  de  pierres 
jointes  à  cet  appendice  (*)• 

Le  travail  de  Monge  sur  la  géométrie  descriptive  est  connu  par  les  le- 
çons qu'il  a  données  aux  Écoles  normales  de  1 795,  et  par  la  première 
collection  d  épures  que  nous  fîmes  graver  la  même  année,  pour  l'usage 
de  l'École  polytechnique  (**).  Ce  nouveau  traité,  et  les  dessins  qui  s'y 


C^)  Immédiatement  après  la  leçoa  de  géométrie  descriptive,  les  élèves  de  l'École  polytechni-* 
que  dessinent  l'épure  que  le  professeur  a  expliquée;  ils  sont  aidés  dans  ce  travail  graphique 
par  l'épure  gravée  qu'on  a  distribuée  à  chacun  d'eux,  et  par  un  ou  plusieurs  modèles  placés 
dans  chaque  salle  d'études  ;  ces  modèles  sont  en  bob  pour  la  charpente,  et  coulés  en  plâtre 
pour  la  coupe  des  pierres.  La  personne  qui  distribue  les  épures  aux  élèves  est  en  mcme  temps 
chargée  de  la  conservation  et  de  la  construction  des  modèle^.  Cette  place  d'artiste  conservateur 
est  depuis  long'-temps  remplie  avec  distinction  par  M.  Brocchi,  a  qui  Ton  peut  s'adresser  pour 
avoir  des  modèles  en  relief,  relatifs  aux  questions  de  géométrie  descriptive  pure  et  appliquée. 
On  trouve  aussi  chez  lui  des  modèles  de  charpente,  construit  d'après  les  dessins  qui  faisaient 
partie  de  la  collection  de  nos  épures  en  i8i6. 

(**)  Avant  l'ouverture  des  cours  de  l'École  polytechnique,  on  avait  formé  un  bureau  de  des* 
sinateurs,  qui  était  dirigé  par  M.  Eisenman,  actuellement  ingénieur  et  bibliothécaire  de  l*École 
des  ponts  et  chaussées.  Chaque  professeur  fit  préparer  dans  ce  bureau  le  porte-feuille  de  l'en- 
seignement dont  il  était  chargé.  Les  dessins,  mis  au  net,  furent  gravés  et  distribués  aux  élèves* 
Les  modèles  des  épures  pour  les  applications  de  la  géométrie  descriptive»  qui  servirent  à  l'ensei- 
gnement en  1795,  ont  été  extraits  de  l'ouvrage  de  1m  Rue^el  des  cahiers  manuscrits  de  l'ancienne 
École  du  génie  de  Mézières.  Plusieurs  dessinateurs  du  bureau  dirigée  par  M.  Eisenman,  furent 
attachés  à  l'École  polytechnique,  et  l'un  d'eux,  M.  Girard,  n'a  pas  cessé  d'appartenir  à  cet  éta- 
blissement. On  reconnaîtra  le  talent  de  cet  habile  professeur,  dans  les  épures  de  ce  traité  de  géo- 
métrie descriptive,  que  j'avais  fait  dessiner  pour  mes  cours  de  l'Ecole  polytechnique. 
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trouvent  joints^  constatent  Tétat  auquel  s  était  élevé,  en  1816,  rensei- 
gnement de  la  géométrie  descriptive,  dont  je  demeurai  seul  chargé  de- 
puis 1797,  deux  ans  après  rétablissement  de  TÉcole  polytechnique. 

Deux  professeurs  de  cette  École  (Monge  et  moi),  enseignions  la 
géométrie  descriptive  et  Fanalyse  appliquée  à  cette  géométrie;  Monge 
â  son  retour  d'Egypte  (en  1800),  continua  à  professer  l'analyse;  en 
1810,  il  fut  remplacé  pour  ce  cours,  par  M.  Arago,  à  qui  Ton  confia 
de  plus  renseignement  de  la  géodésie  et  de  la  géométrie  descriptive 
pure.  En  avril  1808,  M.  Binet  (J.-P.-M.),  actuellement  (1822)  in- 
specteur des  études,  avait  été  nommé  répétiteur  pour  nos  cours;  il  en 
a  rempli  les  fonctions  jusqu'en  181 5,  époque  à  laquelle  il  fut  appelé 
h  la  place  de  professeur  de  mécanique,  laissée  vacante  par  M.  Poisson, 
qui  passait  aux  fonctions  d  examinateur  permanent ,  pour  1  adniission 
dans  les  services  publics. 

A  l'avantage  d'être  secondé  par  des  collaborateurs  du  premier  mé- 
rite, se  joignait  celui  d'être,  par  les  devoirs  de  ma  place,  en  relation 
habituelle  avec  des  élèves,  dont  l'émulation  amenait,  chaque  année, 
des  perfectionnemens  dans  renseignement  de  la  géométrie  descriptive. 
Leurs  observations,  les  difficultés  résolues,  ont  été  en  partie  recueillies 
par  les  soins  des  professeurs  de  l'Écde  polytechnique  ;  ce  nouveau 
recueil  plus  compliet  contribuera ,  j'espère,  à  propager  une  doctrine 
féconde  dans  ses  applications,  qui  est  le  fruit  de  vingt  ans  de  travail 
dans  une  École,  dont  la  célébrité  atteste  les  services  qu  elle  rend  jour- 
nellement aux  arts  et  aux  sciences* 


OUVRàGrS  PnmCTPAUX   BE   STI^RIÉOTOMIE  et   de   G^OMI^TBIE  DESCRIP'rtVE. 

TJiêone  et  pratique  de  la  coupe  des  pierresy  3  vol.  în-4";  par  Frézier,  ingénieur  en  chef  à  Landau^ 
Première  édition  de  Strasbourg,  1739  ;  seconde  édition  de  Paris,  1754, 3  vol.  in-4^ 

Élémens  de  Stéréotomie,  à  l'usage  de  l'architecture  pour  la  coupe  des  pierres,  par  Frézier. 
2  vol.  in*8®.  Pari.*,  1760. 

Nouveaux  principes  de  perspective  linéaire,  par  Taylor  (auteur  du  théorème  qui  porte  son  nom; 
né  en  2685,  mort  en  173 1).  Cet  ouvrage  a  été  traduit  de  l'anglais  en  français^  en  1757. 

Leçons  de  géométrie  descriptive,  par  Gaspard  Monge  (né  le  10  mai  1746,  décédé  le  a8  juillet 
i8i8);  I  vol.  in-4®,  Paris,  1799;  extraites  Am  Journal  des  Écoles  normales.  In-8%  Paris,  1795. 

Essais  de  géométrie  sur  les  plans  et  les  surfaces  courbes,  par  M*  Lacroix  (  Sylvestre-François}. 
I  vol.  in-8?.  Première  édition,  1795;  quatrième  édition,  181  a. 

Cet  ouvrage  fait  partie  d^un  cours  complet  de  mathématiques,  qui  a  ê\À  traduit  en  anglaisj  en  alle- 
mand et  en  italiea.  (Le  cours  entier  comprend  nesf  volumes  in-S**.} 

Développemens  de  géométrie,  par  M.  CSiarles  Dnpin,  i  v.  in-4°.  Paris,  181 3. 

De  la  Richesse  minérale,  3  vol.  iii-4°;  par  M.  Héron  de  Yillefosse,  inspecteur  divisionnaire  du 
Corps  royal  des  mines  de  France.  Paris,  18 19. 

Cet  ouvrage  renferme  d'uiiles  et  nombreuses  applications  de  la  géométrie  descriptive  à  la  constrac- 
tîon  des  cartes  et  machines  employées  dans  Pexploitation  des  mines. 

Traité  théorique  et  pratique  de  l'art  de  bâtir,  par  J.  Rondelet|  architecte  du  Panthéon  français. 
Tome  n,  coupe  des  pierres,  année  i8i4- 

Traité  de  géométrie  descriptive,  par  M.  Potier,  z  vol.  in-8*»  de  gff  pag.  et  2  pi,  Paris,  1817. 

Traité  de  géométrie  descriptive,  par  M.  Vallée  (Louis-Léger),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées, 
élève  de  l'École  polytechnique  en  i8bz.  i  vol.  in-4%  avec  60  planches.  Paris,  1819. 

Traité  de  la  science  du  dessin^  1  vol.  iik-4*^,  56  planches,  par  le  même.  Paris,  septembre  i8ai. 

Études  des  ombres  y  à  l'usage  des  écoles  d'architecture;  par  M.  Lé  veillé,  ingénieur  en  chef  au 
Corps  royal  des  ponts  et  chaussées,  i  vol.  in-4^.  z5  planches.  Parb,  181  a. 

Traité  spécial  de  coupe  des  pierres, -^^div"^,  Douliot,  professeur  d'architecture  et  de  construc- 
tion à  l'École  royale  gratuite  de  mathématiques  et  de  dessin,  a  vol.  in-4^  Paris,  i8a4  et  i8a5. 

Journal  de  l'École  polytechnique,  contenant 
1^  Plusieurs  Mémoires  sur  les  fortifications,  par  MM.  Dobenheim,  Say,  officiers  du  génie.  Cahiers 

numéros  i— 4* 
*>?  Sur  la  Gnomonique,  par  M.  Le  François.  Onzième  cahier,  année  1802. 
3"*  Essais  sur  l'art  de  projeter  les  canaux  de  navigation,  par  MM.  Brisson-Huart  et  Dupuis- 

Torcy,  ingénieurs  des  ponts  et  chaussées.  Quatorzième  cahier,  année  1808. 
40  Sur  les  moyens  généraux  de  construire  des  cercles  et  des  sphères,  qui  satisfont  à  certaines 

conditions  ;  par  M.  Gaultier,  professeur  de  géométrie  descriptive  au  Conservatoire  des  arts 

et  métiers.  Seizième  cahier,  année  z8i3. 


1% 


TABLE  DES  MATIERES. 


LIVRE  PREMIER. 

Chap.  I.  —  S I.  Définition  de  la  géométrie  descriptive  et  de  la  mé- 
thode des  projections* 

S  II.  Préliminaires.' 

S  m.  Du  point  et  de  la  ligne  droite. 

S  lY.  Solutions  de  divers  problèmes  relatifs  à  la  ligne  droite  et  au 
plan. 

Du  parallélipipède  capable'  de  trois  droites. 

Cba»  il  — *  s  I.  Des  tangentes  aux  courbes^  et  des  plans  tangens 
aux  surfaces  courbes. 

S  IL  De  la  génération  des  surfaces. 

S  m.  Exemples  de  plans  tangens  aux  surfaces. 

Chap.  UL— *S  LDes  intersections  de  surfaces  courbes  par  des 
plans;  des  tangentes  aux  lignes  d'intersection. 

S  IL  Des  surfaces  développables  coupées  par  un  plan. 

Des  sections  coniques;  de  leurs  foyers;  du  développement  des  sur* 
faces.  (Foyez  note  1''%  page  %Sg,) 

§  III.  Des  surfaces  de  révolution  coupées  par  uii  plan;  du  tore;  de 
lliyperboloïde  de  révolution. 

S  rV-  Des  surfaces  réglées  coupées  par  un  plan;  de  rhjperboloïde 
à  une  nappe  ;  du  paraboloîde  hyperbolique,  ou  pian  gauche» 

Des  plans  tangens  aux  surfaces  réglées. 

Cbap.  IV.  s  L  Des  intersections  de  surfaces  courbes  qui  se  péné- 
trent. 

S  IL  Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution. 

S IIL  De  quelques  surfaces  du  second  degré,  dont  la  ligue  d'inter- 
section est  une  courbe  plane  du  même  degré. 

S IV.  Du  choix  des  plans  de  projection;  définition  et  usage  de  di- 
vers modes  de  projection. 

LIVRE  SECOND. 


PAOES.  AanCLES. 

I  —   a  I  —   a 

a  —   4  3—6 

4—6  7  —   g 

6  —  aa  ,  lo  —  38 

a3  —  a4  39  —  4a 

a5  —  a6  43  —  46 

a6  —  3o  4?  —  5a 

3o  —  40  53  —  65 

41  —  4a  76  —  68 

4a  »-  56  ^9  **  9$ 

56  —  63  95  —  lia 

63  —  74  1x3  —  i3a 

75  —  87  x33  —  148 

88  —  96  x49  —  i6a 

97  —  XII  i63  —  188 

IIX  —  X18  189  —  ftOX 

118  —  xa3  aoa  —  008 


ia3  —  x3o  ao9  — 


aao 


jippUcations  de  la  géométrie  descriptive. 


Crap.  L — Des  lieux  géométriques,  et  de  leur  usage  pour  résoudre 
diverses  questions.  TVvise  problèmes.  (  Foyez  les  notes  II -V, 
pages  a89-a940 

De  la  sphère  tangente  à  quatre  sphères  doimées.(f^ojrslanote  VI, 
page  395.) 

De  l'aire  du  triangle  sphérique. 


x3i  —  i83    X  —  76 

x83  —  197   77  —  93 
197  —  19*   94  —   •» 


XXII  TABLE  DES  MATIERES. 

CnAP.  II.  Ombres  et  perspectives  linéaires.  pages.  ailticles. 

S  !•  Introduction,  (^q/tfz  la  note  VII,  page  agô.)  199  —  9.04       95  —  102 

S  II.  Des  ombres  sur  les  dessins  de  la  géométrie  descriptive;  de  la 

perspettivc  linéaire.  20 /»  —  207     io3  —  109 

S  III.  Constructions  graphiques  relatives  aux  ombres  et  à  la  per- 
spective linéaires,  {^oyez  la  note  VIII,  page  297.)  208  —  aiG     110  —  lasi 

§  IV.  Du  tracé  des  ombres  linéaires.  216  — 240     i23  —  i53 

§  V.  Exemples  de  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière. 

(f^o^-ez  note IX,  page  298.)  240  —  i5i     i54  —  168 

§  VI.  Des  points  brillans;  des  surfaces  de  la  pénombre.  aSi  —  a58     169  —  176 

Légendes  de  deux  dessins  d'ombresj/'/»  1 5.0, 16.  0.  Notice  sur 
les  cadrans  solaires; /?/.  17.0.  qi58  —  a6a     177  —  178 

Chap.  III.  —  S I-  Du  tracé  de  la  perspective  linéaire. 

S  IL  Exemples  de  perspective  linéaire  par  la  méthode  des  points 
de  concours.  Perspective  d'un  chapiteau  dorique.  (  Foyez  la 
note  X,  page  198-300.)  a6a  —  a8i     179  —  aoa 

S III.  Des  anamorphoses»  281  —-  a83     ao3  —  2o5 

S  IV.  De  la  projection  stéréographique.  284  —  288     206  —  216 

Notes  des  premier  et  second  livres  {dis  notes).  289  —  3oo        »  k 

APPENDICE. 
Chapitre  P'.  —  Stéréotomie. 

5  I.  Définition  et  procédés  généraux  de  stéréotomie.  3oi  —  3o3         i   —      6 

S  IL  De  la  stéréotomie  appliquée  à  un  solide  quelconque  défini,        ^o3  —  3o7         7  —     14 
S III  Application  de  la  stéréotomie  à  la  coupe  des  pierres.  307  —  3 10       i5  —     20 

Chapitre  II.  — Coupe  des  pierres. 

%  I.  Des  portes.  —  §  IL  I>es  voûtes.  —  i^  III.  Des  descentes.  1  ^ 

§  IV.  Des  trompes.  —  §  V.  Des  escaliers.  i 

Du  tracé  des  épures  à  l'usage  des  appareilleurs;  sur  les  qualités 

des  pierres  employées  dans  la  construction  des  édifices.  353  —  3qi4 


TABLE  DES  PLANCHES. 


LIVRE  PREMIER,  (aapl.iu-4^)  Wudiér«deipi«ei«.. 


ifs  à  la  ) 


Cbav.  I*'.  ~  Préliminaires  et  solutions  de  divers  problèmes  relatifs 

ligne  droite  et  au  plan  (^). 
Ghap.  II.  —  Des  tangentes  aux  courbes,  et  des  plans  tangens  aux  surfaces. 
Crap.  nL  —  Des  intersecdons  de  surfaces  courbes  par  des  plans. 
Surfaces  réglées  du  second  degré» 
Plans  tangens  aux  surfaces  réglées; 

Crap.  IV.  —  Des  intersections  de  surfaces  courbes  qui  se  pénètrent. 
Intersection  d'un  cône  et  d'une  sphère  qui  a  pour  centre  le  sommet  du  cdne. 
Intersections  de  deux  cylindres  et  de  deux  cônes. 
Intersections  de  deux  surfaces  de  révolutions  dont  les  axes  se  rencontrent, 

et  de  deux  ellipsmdes  de  révolution  dont  les  axes  ne  se  rencontrent  pas. 
Méthodes  particulières  et  abrégées,  pour  trouver  les  intersections  des  sur-  ^  ^^ 

faces  courbes. 

LIVRE  DEUXIÈME. 
AppLiGATioirs  DS  L4  oioui'nxE  nZSCXIPTXVB. 


e 

— . 

8 

9 

— 

iS 

i6 

9 

ï7 

» 

iS 

W 

ï9 

— 

lo 

ax 


CflAp.  r'.  —  Des  lieux  gëoroétrîques  (9  p).  in*4%  3  pi.  in-fol.). 

Sphère  inscrite  ou  circonscrite  à  une  pjramide.  aS  » 

Solution  de  la  pyramide  triangulaire,  comprenant  la  trigonométrie  sphé-  (  .  # 
rique.  I 

Plan  tangent  mené  par  une  droite  donnée,  x«  à  une  sphère,  1*  à  une  sur-  )  a5  26 

face  de  révolution.  ) 

Tangente  à  l'hélice  et  à  l'épicycloïde  sphérique.  •  ^7  '* 

(   a8  in-4<> 

Intersection  de  trois  cylindres.  {  PI  A       '  -f^* 

Intersection  de  trois  cônes  droits,  à  axes  parallèles.  ^9  in-4<^ 

Solution  de  ce  problème  :  Étant  donnés  un  point  et  deux  droites  dans  l'es* 
pace,  mener  par  le  point,  un  plan  qui  coupe  les  droites  en  deux  autres 
poinâ,  tels  que  les  trois  points  soient  les  sommets  d'un  triangle  sem*   ^  ^       ' 

blable  à  un  triangle  donné  ?  ' 

Solution  de  ce  problème  :  Connaissant  dans  une  pyranûde  triangulaire  la 
base  et  les  angles  des  arêtes  opposés  aux  côtés  de  ta  base,  construire  le    \  PI.B  et  €  in-f». 
sommet  de  la  pyramide  ? 

Du  contact  des  sphères  par  des  plana  et  par  d'autres  sphères  ;  de  l'inter- 
section d'une  sphère  par  un  cône  oblique  du  second  degré  ;  de  la  pro-  l  3x  in^A"». 
jection  stéréographique.                                                                              1 

Planche  supplémentaire  A,  livres  I  et  II.  3a  Id, 


n  La  signature  de  Tauteur  est  au  bas  de  la  planche  n"  1  de  ce  chapitre. 


Iip 


„iv  TABLE  DES  PLANCHES. 

ovBEES  ET  PBESPBCWVES  wHiAiEES.  (i8  pî.  iii-4%  et  I  pL  in-fol.) 


NunéffM  dt«  pUndiea. 


Chap.  It  —  Ombres  de  deux  cheminées  sur  un  comble  dit  croupe  droite.  j  q      j^.^* 

Ombres  d'une  sphère.  2 . 0 

Ombres  du  puits  miliuire.  3. 0 

Ombres  d'une  niche  sphérique;  4.O 

Ombres  d'une  arche  de  pont  en  plem  cintre.  5.0 

Ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  un  ellipsoïde  de  révolution.         6  O 
Ombres  d'ime  vis  à  filets  triangulaires.  7. 0 

Pénombre  sur  la  terre,  et  points  brillons.  (Cette  planche  et  la  planche  i  o.  P,  1 

sont  gravées  sur  le  même  cuivre.)  1 
Perspective  d'un  cylindre  posé  sur  un  socle.  q.  P 

Perspective  d'un  piédouçhe*  xo.  P 

Perspectives  par  la  méthode  des/7om£f<20COisco^rj.  Anamorphoses  vues  par  )         p      /  n 

réflexion  sur  des  miroirs  courbes,  j  '' 

Ombres  sur  une  base  attique^  et  sur  un  chapiteau  dorique.  i5. 0— 16. 0 

Cidran  solaire.  17.O      iD-f>>. 

Perspective  d'un  chapiteau  dorique.  ^^r  P       io-4®* 

Solution  d'un  cas  particulier  de  perspective.  1 9-  ^         '^^^• 


APPENDICE.  (19  pL  in-4S  »  pl.  in-tol.) 


j^* 


Petites  voûtes  |<2rVex  porter  i  — -    4in-4*. 

Voûtes,  Ç  —    8 

Descentes.  9  *~  z^  ' 

Trompes.  i3  —  16 

Escaliers  à  noyau  plein  et  à  jour.  17 —     19 

Escalier  à  noyau  plein ,  dit  vis  Saint-Gilles.  ^           in-r<». 


LiveeP' ,     .  2a  planches  in-4<'. 

Lieux  géométriques.  9          Id.              3  planches  in-folio. 

V         ««    J  Planche  supplémen-^ 

LiveeII.  \       ...,.•  ,,T  7^ 

taire  A,  hv.  I  et  II.  i          Id. 

Ombres  et  perspectives.  18  Jd.              x          Id, 

Appekdxce.—  Coupe  des  pierres.  19          Jd.              x          Jd. 

N,oinbre  total  des  planches,  69  planches  in»4^.    5  planches  in-folio. 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 


LIVRE  PREMIER. 


CHAPITBE  PREMIER.  —  §  V, 

Définition  de  la  géométrie  descriptive  et  de  la  méthode  des  projections. 

1  •  La  géométrie  descriptive  se  compose  de  deux  parties  :  Tune  rationnelle, 
qui  comprend  les  solutions  synthétiques  des  problèmes  relatifs  aux  pro* 
priétés  de  Tétendue  ;  Tautre  simplement  graphique ,  qui  consiste  dans  Tart 
de  représenter  exactement  la  forme  et  la  position  des  lignes  situées  dans 
Tespace.  Cette  représentation  se  fait  sur  des  feuilles  de  dessin  qu'on  nomme 
épures. 

Un  dessin  de  géométrie  descriptive  est  le  tableau  des  lignes  et  des  surfaces 
qu'on  a  combinées  pour  arriver  à  la  solution  d'une  question  proposée. 
Après  avoir  tracé  sur  une  épure  les  données  d'un  problème ,  on  obtient,  par 
une  suite  d'opérations  graphiques,  les  points  ou  les  lignes  qui  satisfont  aux 
conditions  de  ce  problème. 

L'application  la  plus  immédiate  de  la  géométrie  descriptive  est  la  repré- 
sentation des  corps  qui  sont  dans  leur  état  naturel,  ou  dont  les  formes  sont 
susceptibles  de  définition  rigoureuse.  Les  arts  libéraux,  la  sculpture ,  l'archi- 
tecture, tous  les  arts  dits  mécaniques ,  qui  ont  pour  but  principal  de  donner 
à  la  matière  brute  des  formes  déterminées,  empruntent  à  la  géométrie  des- 
criptive des  procédés  graphiques,  à  l'aide  desquels  on  représente  fidèle- 
raexït  toutes  W  parties  d'un  objet  en  relief,  avant  que  cet  objet  soit  exécuté. 
Cette  représentation  se  fait,  pour  la  géographie,  sur  des  cartes  ou  mappe- 
mondes; pour  l'architecture,  sur  des  dessins  qu'on  nomme  plans  j  profils , 
élévations,  et  plus  généralement  dessins  géométraux.  En  considérant  deux 
points  quelconques  sur  un  relief,  la  distance  de  ces  deux  points  ne  sera  pas 
toujours  donnée  directement  par  les  dessins  géométraux  ;  mais  on  la  déduira 
des  lignes  tracées  sur  des  feuilles  de  dessin  :  cette  propriété  du  dessin  géo- 
métrai  le  distingue  des  perspectives  ordinaires. 
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Des  opérations  et  du  dessin  de  la  géométrie  descriptive. 
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pieds  de  ces  perpendiculaires,  qu'on  nomme  projections  Au  point,  en  déter- 
minent la  position.  En  effet,  un  point  est  donné  loi*squ'il  est  l'intersection  de 
deux  droites  connues  ;  or  la  perpendiculaire  à  Tun  des  deux  plans  qui  divi- 
sent l'espace,  et  qu'on  nomme  plans  de  projection ,  passe  par  le  point  que 
Ton  considère  et  par  sa  projection  sur  le  premier  plan  ;  la  perpendiculaire 
au  second  plan  de  projection  passe  aussi  par  ce  point,  et  par  sa  projection  sur 
le  second  plan;  donc  le  point  unique,  intersection  des  deux  perpendiculaires 
connues ,  est  le  point  de  l'espace  que  l'on  considère. 

On  suppose  ordinairement  que  l'un  des  deux  plans  de  pregection  est  hori- 
zontal ;  dans  cette  hypothèse ,  l'autre  plan  est  vertical ,  et  les  points  de  l'es^ 
pace  sont  déterminés  par  leurs  projections ,  qu'on  nomme  horizontales  ou 
verticales,  selon  qu'elles  appartiennent  au  plan  horizontal  ou  au  plan  vertical 
de  projection. 

Cette  convention  pour  déterminer  la  position  d'un  p<Hnt  de  l'espace  est 
analogue  à  celle  que  les  gé(»nètres  ont  adoptée  pour  déterminer  la  position 
respective  d'un  système  de  points  situés  dans  un  plan.  Ils  imaginent  sur  ce 
plan  deux  droites  rectangulaires ,  que  Ton  nomme  axes  des  abscisses  et  des 
ordonnées.  De  chaque  point  du  plan  on  abaisse  deux  perpendiculaires,  l'une 
sur  l'axe  des  abscisses,  et  l'autre  sur  l'axe  des  ordonnées.  Les  parties  des  axes 
rectangulaires  comprises  entre  le  point  où  ces  axes  se  coupent,  et  les  pro- 
jections  d'un  point  du  plan  sur  ces  mêmes  axes,  se  nomment  abscisses  et  or- 
données  de  ce  dernier  point.  Les  abscisses  et  les  ordonnées  se  comptent  res- 
pectivement sur  les  axes  des  abscisses  et  des  ordonnées.  Les  longueurs  de 
l'abscisse  et  de  l'ordonnée  d'un  point  du  plan,  le  sens  dans  lequel  on  doit 
prendre  ces  longueurs  sur  les  axes,  déterminent  les  projections  du  point  du 
plan  sur  les  axes,  et  par  conséquent  la  position  de  ce  point.  On  nomme  aussi 
coordonnées  d'un  point,  l'abscisse  et  l'ordonnée  de  ce  point,  et  axes  des  coor- 
données, les  droites  rectangulaires  sur  lesquelles  on  compte  les  abscisses  et 
les  ordonnées. 

4-  Une  ligne  droite  située  dans  l'espace  a,  comme  l'un  quelconque  de  ses 
points ,  deux  projections.  Si  Fon  conçoit  par  cette  droite  des  plans  perpen- 
diculaires aux  deux  plans  de  projection,  les  droites  intersections  de  ces  plans 
sont  les  projections  de  la  droite  donnée.  Généralement  la  projection  d'une 
droite  sur  un  plan  quelconque  est  l'intersection  commune  de  ce  plan  et  d'un 
second  plan  mené  par  la  droite  perp^idiculairement  au  premier. 

^  effet,  une  ikaite  quelconque  menée  sur  l'un  des  plans  de  projection, 
peut  être  considérée  ou  comme  la  trace  d'un  plan  qui  passerait  par  cette 
droite  et  qui  serait  perpendiculaire  au  plan  de  projection,  ou  comme  la  pro- 
jection de  toutes  les  droites  cpntenues  dans  ce  plan;  donc,  réciproquement 
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une  droite  donnée  dans  l'espace  a  pour  projection,  sur  l'un  des  plans  de 
projection,  l'intersection  de  ce  plan  par  un  autre  plan  qui  lui  serait  per- 
pendiculaire ,  et  qui  passerait  par  la  droite  donnée  ;  car  cette  intersection 
contient  les  pieds  de  toutes  les  perpendiculaires  abaissées  de  la  droite  dans 
l'espace  sur  le  plan  de  projection;  donc  elle  est  la  projection  de  cette 
droite. 

5.  Quel  que  soit  le  nombre  des  côtés  d'un  polygone  continu  ou  discontinu-, 
situés  ou  non  dans  le  même  plan,  les  projections  des  cotés  de  ce  polygone 
sur  les  deux  plans  de  projection,  forment  sur  ces  plans  deux  autres  polygones 
qui  déterminent  la  forme  et  la  position  du  premier. 

6.  Une  courbe  n'étant  qu'une  suite  de  points  liés  entre  eux  par  une  loi  de 
continuité,  sa  forme  et  sa  position,  à  l'égard  des  plans  de  projection,  seront 
déterminées  par  les  projections  des  points  pris  sur  cette  courbe  à  des  dis- 
tances très-rapprochées.  Plus  ces  distances  seront  petites,  moins  le  poly-- 
gone  formé  des  petites  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  points  consécutifs 
de  la  courbe,  différera  de  cette  courbe-  Mais  les  deux  projections  d'un  po- 
lygone (art.  5)  en  déterminent  la  forme  et  la  position;  donc  elles  déterminent 
également  la  courbe  dont  ce  polygone  est  la  limite. 

Si  la  loi  de  continuité  qui  lie  les  points  d'une  ligne  courbe,  les  assujétit  à 
être  dans  un  même  plan  ,.la  courbe  est  plane;  dans  le  cas  contraire ,  la  courbe 
est  du  genre  de  celles  qu'on  nomme  courbes  à  double  courbure, 

§,  III.   nu   POINT  ET  DE   LÀ.  LIGJSTE  nEOITE. 

Dessin  et  explication  des  figures  de  la  première  épure. 

7.  On  prépare  la  feuille  de  dessin,  ou  l'épure,  de  la  manière  suivante  : 
Ayant  rapproché  les  deux  bords  parallèles  les  plus  longs,  on  comprime  lé- 
gèrement les  milieux  des  bords  opposés  de  la  feuille  ;  on  mène  par  ces  mi- 
lieux une  droite  telle  que  ZZ\  et  on  élève  avec  la  règle  et  le  compas,  sans 
le  secours  de  l'équerre ,  la  perpendiculaire  XYy  de  manière  que  la  feuille 
de  dessin  soit  divisée  en  quatre  parties  à  peu  près  égales.  L'angle  droit 
formé  par  les  deux  droites  ZZ\  XY  se  nomme,  dans  les  arts  graphiques, 
trait  carré. 

Lorsque  l'épure  contient  plusieurs  figures ,  on  fait  pour  chaque  figure  le 
trait  carré  5  plusieurs  traits  carrés  d'une  même  épure  peuvent  avoir  un  côté 
commun  et  d'autres  côtés  parallèles,  ainsi  qu'on  le  voit  pi.  i^"*.  Soit  XY,  le  côté 
du  trait  carré  de  lay?^.  i^pl.i^  qu'on  prend  pour  l'intersection  des  deux  plans 
de  projection  ;  quoique  ces  deux  plans  soient  perpendiculaires  entre  eux ,  il 
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Êiutles  concevoir  réunis  sur  la  même  feuille  de  dessin.  On  suppose  que  l'un 
des  deux  plans,  Thorizontal  par  exemple,  étant  fixe,  le  plan  vertical  a  tourné 
autour  de  la  commune  intersection  X Y  comme  charnière ,  pour  s'abattre  sur 
le  plan  horizontal.  Il  suit  de  cette  hypothèse  que  les  deux  projections  d'un 
point  quelconque  de  l'espace  sont  situées  suf  une  droite  perpendiculaire  à 
la  commune  intersection  des  deux  plans  de  projection.  En  effets  ces  projec- 
tions sont  des  points  du  plan,  qui  est  mené  par  le  point  de  l'espace  perpendi- 
culairement à  la  commune  intersection  XY;  elles  sont  par  conséquent  sur  les 
droites  intersections  de  ce  plan  et  des  plans  de  projection.  Mais  ces  droites, 
perpendiculaires  entre  elles ,  passent  par  le  même  point  de  la  commune  in- 
tersection des  deux  plans  de  projection,  et  sont  aussi  perpendiculaires  à 
cette  intersection  ;  donc  elles  ne  formeront  qu'une  seule  et  même  droite , 
lorsque  les  deux  plans  de  projection  seront  réunis  sur  la  même  feuille  de 
dessin.  Ainsi  la  droite  ka  (Jîg.  i,/>/.  i  )  qui  joint  les  projections  A  et  a  d'un 
point  de  l'espace,  est  perpendiculaire  à  la  droite  XY,  intersection  des  deux 
plans  de  projection  réunis  en  un  seul.  Quoique  les  deux  parties  AB,  Bâ  de 
la  droite  ABa  ne  forment  qu'une  seule  droite  qui  coupe  l'intersection  com- 
mune XY  au  point  B,  il  faut  concevoir  que  ces  deux  parties  sont  les  cotés 
d'un  angle  droit,  dont  le  point  B  est  le  sommet;  que  l'un  de  ces  côtés  BA 
est  sur  le  plan  horizontal ,  et  l'autre  côté  Ba  sur  le  plan  vertical.  Ces  côtés  AB, 
tfB  mesurent  les  distances  respectives  du  point  de  l'espace  aux  plans  de  pro- 
jection, l'un^  vertical  et  l'autre  horizontal. 

8.  Il  est  important  de  remarquer,  lo  que  la  droite  XY  est  l'intersection 
des  deux  plans  de  projection,  et  n'en  est  pas  la  limite.  Ces  plans  se  prolon- 
gent indéfiniment ,  et  deux  points  placés  d'une  manière  quelconque  sur  une 
droite  perpendiculaire  à  XY  correspondent  nécessairement  à  un  point  dé- 
terminé de  l'espace;  de  même  deux  droites  quelconques  AC,  acy  menées  sur 
les  plans  de  projection,  sont  nécessairement  les  projections  d'une  droite 
dont  la  position  dans  l'espace  est  déterminée. 

a^  Que  tous  les  points  et  toutes  les  lignes  situées  sur  l'un  des  plans  de  pro* 
jection  se  projettent  sur  l'autre  plan ,  suivant  la  ligne  d'intersection  de  ces 
deux  plans  ;  ce  qui  résulte  de  ce  que  ces  plans  de  projection  sont  perpendi- 
culaires entre  eux  ; 

S""  Que  lorsqu'une  ligne  droite  ou  courbe  rencontre  un  plan  de  projection, 
ce  point  et  sa  projection  coïncident  ;  ou ,  que  le  point  d'intersection  d'une 
ligne  et  d'un  plan  de  projection ,  appartient  à  la  projection  de  la  ligne  sur  ce 
plan. 
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Commentions  pour  r explication  des  figures  de  Géométrie  descriptive. 

g.  Pour  désigner  un  point  dans  l'espace ,  nous  écrirons  en  parenthèse  les 
deux  lettres  qui  correspondent  à  ses  projections*  Soient  par  exemple  A  et  a 
les  deux  projections  d'un  point  de  l'espace,  (A,  a)  désignera  ce  point.  De 
même  (  B,  ^)  désignera  un  autre  point  de  l'espace  dont  les  points  B,  b  sont 
les  projections.  Par  analogie,  on  écrira  (AB,  a&),  pour  exprimer  une  droite 
de  l'espace ,  dont  les  droites  AB ,  ab  sont  les  projections.  Nous  emploierons 
aussi  par  abréviation  les  signes  algébriques  •+,  —,  =  à  la  place  des  laotsplus, 
moins,  égale. 

§IV. SOLUTIONS  DE  DIVEBS  PROBLÈMES  RELATIFS  JL  LA  LIGNE  DROITE  ET  AU  PLAN. 

Premier  problème.  —  Étant  données  les  deux  projections  d'une  droite,  con- 
^traire  les  points  où  cette  droite  coupe  les  plans  de  projection  (fig.  i ,  pU  i). 

lo.  Solution.  Soient  {pi.  i^fig^  i  )  AC  et  oc  les  projections  données  de  la 
droite.  Le  point,  où  cette  droite  coupe  le  plan  vertical  a  pour  projection 
horizontale  un  point  C  qui  doit  être  et  sur  la  droite  XY  intersection  des  deux 
plans  de  projection ,  et  sur  la  droite  donnée  AC  ;  mais  les  deux  projections 
d'un  point  de  l'espace  sont  (  art.  7)  sur  une  droite  perpendiculaire  à  la  com- 
mune intersection  XY  des  plans  de  projection;  donc  la  perpendiculaire  Ce  à 
XY  contiendra  le  point  demandé.  Ce  point  doit  de  plus  se  trouver  sur  la 
projection  verticale  donnée  ac}  donc  il  est  en  c  intersection  des  droites  Ce 
et  oc. 

Prolongeant  la  droite  donnée  ac  jusqu'en  D ,  et  élevant  par  le  point  D  de  la 
droite  XY  la  perpendiculaire  à  cette  droite  D^,  qui  coupe  la  projection  ho* 
rizontale  AC  au  point  d,  ce  ^oint  sera  l'intersection  de  la  droite  dans  l'espace 
et  du  plan  horizontal.  Si  l'on  conçoit  un  triangle  rectangle  qui  a  pour  côtés 
les  droites  dQ  et  Ce ,  l'hypothénuse  de  ce  triangle ,  menée  par  les  pointa  ^  et  e 
situés  l'un  sur  le  plan  horizontal ,  et  l'autre  sur  le  plan  vertical ,  sera  la  droite 
de  l'espace  qui  coupe  les  plans  de  projection  aux  points  d  et  c. 

On  peut  encore  déterminer  ces  points  d  et  Cy  par  la  considération  suivante. 

Les  projections  AC,  ac  d'une  droite  1)  de  l'espace,  déterminent  deux  plans 
perpendiculaires  aux  plans  de  projection ,  dont  chacun  contient  la  droite  D. 
^  Le  premier  de  ces  plans  a  pour  trace  sur  le  plan  horizontal  la  droite  AC ,  et 
pour  trace  sur  le  plan  vwtical,  la  verticale  Ce;  d'où  il  suit  que  la  droite  D  ne 
peut  couper  le  plan  vertical  de  projection  qu'en  un  point  de  la  droite  Ce, 
mais  ce  point  est  aussi  sur  la  droite  donnée  ac  ;  donc  il  est  l'intersection  des 
deux  droites  connues  Ce,  ac. 
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lie  second  plan  qui  contient  la  droite  D  de  Fespace,  a  ponr  trace  sur  le 
plan  horizontal,  la  droite  D^  perpendiculaire  à  XY  intersection  des  deux 
plans  de  projection;  d'où  il  suit  que  là  droite  D  ne  peut  couper  le  plan  ho- 
rizontal de  projection  qu'en  un  point  ^Z  de  la  droite  D^;  mais  ce  point  est 
aussi  sur  la  droite  donnée  AC  ;  donc  il  est  Tintersection  des  deux  droites  con- 
nues D^,  ACL 

Deuxième  problème.  —  Par  un  point  donné  dans  l'espace,  mener  1®  une 
parallèle  à  une  droite  donnée;  a*  trouver  la  grandeur  d'une  partie  de  cette 
droite?  ( fig.  a ,  pi.  x. ) 

II,  Solution.  Soient  A'C,  àd  {pi  i,y%.  a  )  les  projections  horizontale  et 
verticale  de  la  droite  donnée  ;  A  et  a  les  projections  du  point  donné.  Deux 
droites  parallèles  ont  des  projections  parallèles  ;  donc  si  Ton  mène  parles 
points  donnés  A  et  a  des  droites  AC,  clc  respectivement  parallèles  aux  pro- 
jections données  A'C,  àc\  ces  droites  seront  les  projections  de  la  droite  de^ 
mandée.  Connaissant  les  projections  AC,  ac  de  la  droite  (AC^  oc)  de  l'espace,, 
on  trouve  par  le  problème  précédent  (art.  10)  les  points  c  et  Joù  cette  droite 
coupe  les  plans  de  projection^. 

La  droite  comprise  entre  le  point  donné  (A,  a)  et  un  autre  point  quel- 
conque (  £ ,  ^  ),  a  pour  projections  A£  et  ae.  On  construira  la  graàdeur  de 
cette  partie  de  droite  (AE,  aé) ,  en  la  considérant  comme  le  quatrième  côté 
HI  d^un  trapèze  AEHI,  dont  les  c6tés  parallèles  AI,  EH  sont  respectivement 
égaux  aux  droites  Btz,  G^,  qui  mesurent  les  distances  verticales  des  points 
(A,  a),  (E,  e)  au  plan  horizontal.  Cette  longueur  IH  est  aussi  l*hypothénuse 
d'un  triangle  rectangle  HIR  dont  le  coté  HK  est  égal  à  AE^  et  le  coté  IK  égal 
à  la  différence  La  des  deux  droites  BA ,  Ge.  Menant  par  le  point  e  la  parallèle 
eL  à  XY,  qui  coupe  la  verticale  Ba  au  point  L,  et  portant  de  L  en  M  une  lon- 
gueur LM  égale  à  AE  ou  AE',  on  aura  un  triangle  rectangle  aLM,  égal  au 
triangle  HIK ,  dont  l'bypothénuse  aM  est  la  longueur  de  la  droite  (AE ,  ae). 

II.  Le  pUm  est  une  surface  sur  laquelle  on  peut  apjdiqu  er  une  ligne  droite 
dans  tous  les  sens.  Deux  droites  qui  joignent  trois  points  quelconques  de  ce 
plan  suffisent  pour  déterminer  sa  position^ 

Un  plan  dans  l'espace,  et  les  deux  plans  de  projection  auxquels  on  le  rap- 
porte, comprennent  un  angle  trièdre,  dont  le  sommet  est  sur  la  commune  in- 
tersection des  deux  plans  de  projection.  Des  trois  droites  qui  forment  cet 


8  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 

angle,  Tune  est  cette  commune  intersection;  les  deux  autres  sont  les  traxxs 
du  plan  dans  l'espace  sur  les  deux  plans  de  projection.  Connaissant  ces 
traces,  la  position  du  plan  dans  l'espace  est  déterminée. 
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donnée  MI.*,  le  plan  demandé  serait  déterminé  par  ses  deux  traces  L'M',  M'/i'; 
cette  seconde  construction  sert  de  vérification  à  la  première. 

14.  Le   problème   qu'on  Tient  de   résoudre  est   un  cas  particulier  de 
celui-ci  : 

* 

Mener  par  un  point  donné  un  plan  parallèle  à  deux  droites  données? 

Lorsqu'on  suppose  que  les  droites  données  sont  situées,  l'ime  sur  le  plan 
horizontal  de  projection ,  Vautre  sur  le  plan  vertical,  et  qu'elles  se  coupent 
en  un  point  de  la  commune  intersection  de  ces  deux  plans ,  la  question  se 
réduit  à  mener  par  un  point  un  plan  parallèle  à  un  autre  plan ,  dont  on  a 
les  traces  sur  les  plans  de  projection.  Dans  le  cas  général ,  où  les  deux  droites 
sont  données  par  leurs  projections ,  on  observera  qu'un  plan  est  parallèle  à 
une  droite,  lorsqu'il  passe  par  une  parallèle  à  cette  droite,  et  qu'un  plan  pa- 
rallèle à  une  droite,  coupe  tous  les  plans  qu'on  peut  mener  par  cette  droite , 
suivant  des  droites  parallèles  entre  elles,  et  parallèles  à  la  droite  donnée. 

Ainsi ,  par  le  point  donné ,  on  mènera  (  art.  11)  des  parallèles  aux  deux 
droites  données,  et  le  plan  de  ces  deux  parallèles  sera  le  plan  demandé. 

Lorsque  le  point  donné  est  sur  l'une  des  deux  droites,  et  qu'on  mène  par 
ce  point  une  parallèle  à  l'autre  droite ,  le  plan  mené  par  cette  parallèle  et  par 
la  première  droite,  est  encore  parallèle  aux  deux  droites. 

Quatrième  problème,  —  Construire  sur  les  plans  de  projection  y  les  traces  d'un 
plan  qui  passe  par  trois  points  donnés  dans  V espace?  (Pi.  i,  fig.  4.) 

1 5.  Solution.  On  joint  les  trois  points  donnés  par  trois  droites,  et  les  points 
de  rencontre  de  ces  droites  avec  les  plans  de  projection  déterminent  les 
traces  demandées. 

{PL  ijfig'  4)*  Soient  (A,  a),  (B,  *),  (C,  c)  les  trois  points  donnés;  on 
joint  ces  points  par  trois  droites  (Afi,  ab\  (BG,  bc)j  (AC,  oc),  qui  coupent 
le  plan  horizontal  en  trois  points  D,  F,  £,  et  le  plan  vertical  en  trois  autres 
points  d^fye;  les  droites  DFË  et  dfe  prolongées,  qui  se  coupent  en  un  point  M 
de  la  commune  intersection  XY  des  deux  plans  de  projection,  sont  les  traces' 
du  plan  mené  par  les  trois  points  donnés. 

Des  trois  points  D,  F,  C  ou  dyf,  e,  deux  seulement  sont  nécessaires  pour 
déterminer,  oyi  la  trace  horizontale  DFE,  ou  la  trace  verticale  4f^.  L'une  de 
ces  traces  étant  connue,  on  en  déduit  la  seconde  trace  par  un  seul  point,  eu 
prolongeant  la  première  jusqu'à  la  commune  intersection  XY. 


/ 
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Cinquième  problème.-^  Deuxplans  étant  donnés  par  leurs  traces  sur  les  plans  de 
projection;  i"  construire  les  projections  de  leur  ligne  d*  intersection^  a^  mener 
par  un  point  donné ,  une  droite  parallèle  aux  deux  plans?  (PI.  a ,  fig.  i.) 

«i 

i(>.  Solution.  Les  traces  de  deux  plans  sur  cfaaam  des  plans  de  projection^ 
se  coupent  en  deux  points,  qui  déterminent  la  droite  intersection  des  deux 
premiers  plans. 

Soient  i®  {pL  a,  fig.  i  )  LM,  M/i,  les  traces  sur  les  plans  de  projection 
d'un  plan  donné  (  L ,  M ,  /z  ) ,  et  IjO  j  On  les  traces  d'un  second  plan  aussi 
donné  (L,  0>  /s);  ces  traces  se  coupent  sur  le  plan  horizontal  au  point  L,  et 
sur  le  plan  vertical  au  point  n  ;  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  est  Tinter- 
section  des  deux  plans  donnés.  Mais  le  point  n  a  pour  projection  horizontale 
le  point  N  de  la  droite  XY^  intersection  des  deux  plans  de  projection;  le 
point  L  a  pour  projection  verticale  le  point  /  de  la  même  droite  :  donc  LN, 
In  sont  les  deux  projections  de  Tintersection  des  deux  plans  donnés. 

a»  On  construira  la  parallèle  à  deux  plans,  qui  passe  par  un  point  donné, 
en  menant  par  ce  point  une  parallèle  à  l'intersection  des  deux  plans;  ayant 
trouvé  cette  intersection ,  on  lui  mènera,  une  parallèle ,  par  le  procédé  indi- 
qué art.  1 1 ,  deuxième  problème. 

Sixième  problème.  —  Une  droite  et  un  plan  étant  dormes^  tromper  les  projec- 
tions du  point  où  la  droite  rencontre  le  plan  ?  (  PL  a ,  fig.  a  et  3.  ) 

17.  La  solution  la  plus  générale  de  ce'problème  consiste  à  mener  par  la 
droite  donnée  un  plan  quelconque,  qui  coupe  le  plan  donné  suivant  une 
droite;  l'intersection  de  cette  droite  et  de  la  droite  donnée  est  le  point  de- 
mandé. Le  plan  mené  par  la  droite  n'étant  pas  déterminé,  on  peut  le  sup- 
poser perpendiculaire  à  Tun  ou  l'autre  des  plans  de  projection;  layfg".  a, 
pi.  a ,  est  construite  dans  cette  hypothèse.* 

Explication  de  la  fig.  'x^pl.  a.  Soient  LM^  M/z  les  traces  d'un  plan  donné, 
qui  se  coupent  au  point  M  de  la  commune  intersection  XY  des  deux  plans 
de  projection.  OL  et  sp  étant  les  projections  d'une  droite  donnée,  on  conçoit 
par  ces  droites  deux  plans,  Tun  LO/z  perpendiculaire  au  plan  horizontal,  qui 
coupe  le  plan  vertical  suivant  une  droite  O/i  perpendiculaire  à  !XY;  Tautre 
ps%  qui  coupe  le  plan  horizontal  suivant  S5  perpendiculaire  à  XY  :  or  ces 
plans,  et  le  plan  donné  (LM,  M/i)  se  coupent  suivant  deux  droites  qui  pas- 
sent l'une  par  le  point  L  du  plan  horizontal  et  par  le  point  n  du  plan  ver- 
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tical,  Fautre  par  le  point  S  du  plan  horizontal  et  par  le  point/?  du  plan 
vertical;  donc  ces  droites  ont  pour  projections  (art.  i6)  la  première  OL,  ni 
la  seconde  psy  PS. 

Mais  lorsque  deux  droites  se  coupent  dans  l'espace,  leur  point  d'intersec- 
tion a  pour  projections  les  points  de  rencontre  des  projections  des  droites  ; 
donc  chacune  des  deux  droites  (OL,  nl)^  (^PS^ps)  coupe  la  droite  donnée 
{OLyps)  en  im  point  (Jj  i)y  qui  est  aussi  l'intersection  de  cette  droite  et  du 
plan  donné.  Les  deux  points  I^  ij  projections  d'un  même  point  de  l'espace, 
âont  situés  sur  une  droite  1/  perpendiculaire  à  la  commune  intersection  XY. 

La  solution  suivante  est  plus  générale. 

i8.  Explication  de  lafig,Z^  pL  a.  Soient  XY  l'intersection  de3  plans  de 
]H*ojection,  «t  IM^  M/z  les  traces  <ki  plan  donnée  la  droite  donnée  {OL^ps) 
coupe  les  plans  de  projection  (art.  lo)  aux  points  H  et  K;  d'où  il  suit  que 
tout  plan  mené  par  cette  droite  coupera  les  plans  de  projection  suivant 
deux  droites  qui  passeront  par  les  mêmes  points  H  et  K.  Menant  par  le  poiilt 
H  une  droite  quelconque  RHT,  qui  coupe  la  droite  XY  au  point  T,  et  par  les 
points  T  et  K  la  droite  KT/t ,  le  plan  qui  a  pour  traces  les  droites  RT,  T/i, 
coupera  le  plan  donné  (L,M,  n)  suivant  k  droite  (RN^  m)  (art.  16);  or 
cette  droite  coupe  la  droite  donnée  (OL^ps)  au  point  (I9  i);  donc  ce  point 
est  l'intersection  du  plan  et  de  la  droite  donnés. 

On  aurait  pu  mener  par  le  point  K.  une  droite  quelconque  KT/z ,  qui  aurait 
déterminé  la  seconde  trace  THR  d'up  plan  RT/z  qui  passerait  par  la  droite 
donnée,  et  couperait  le  plan  donné  suivant  la  droite  (RN,  m). 

JCetie  solution  et  celle  du  deuxième  problème  page  7,  comprennent  toutes 
les  opérations  graphiques  de  la  géométrie  descriptive. 

Propositions  relcUives  aux  plans  et  aux  droites  qui  se  couperU  à  angle  droit. 

ig.  Une  droite^erpendiculaire  à  un  plan,  est  perpendiculaire  à  toutes  les 
droites  qu'on  peut  mener  par  son  pied  dans  ce  plan. 

Un  plan  perpendiculaire  à  une  (^oite,  est  perpendiculaire  à  tous  les  plans 
qui  passent  par  ^^ette  droite.  Deux  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux, 
lorsque  l'un  d'eux  passe  par  une  droite  perpendiculaire  à  l'autre. 

Considérant  la  droite  intersection  de  deux  plsgis  perpendiculaires  entre 
eux ,  l'un  de  ces  plai»  est  perpendiculaire  aux  parallèles  menées  dans  l'autre 
plan  perpendiculairement  à  leur  intersection  commune. 

D'où  il  suit  qu'un  plan  perpendiculaire  à  deux  autres  plans  inclinés  l'un  à 
l'égard  de  l'autre,  est  nécessairement  perpendiculaire  à  deux  systèmes  de 
droites  menées  sur  ces  derniers  plans  ;  ce  qui  n'est  possible  que  parce  que 
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les  droites  des  deux  systèmes  sont  parallèles  entre  elles,  et  parallèles  à  l'in- 
tersection des  deux  plans. 

L*angle  compris  entre  deux  plans  inclinés  l'un  à  Tégard  de  l'autre,  se 
nomme  angle  dièdre.  Il  est  égal  à  l'angle  de  deux  droites  menées  dans  ces 
plans  perpendiculairement  à  leur  intersection  commune,  et  par  un  point 
quelconque  de  cette  intersection. 

20.  Une  droite  étant  perpendiculaire  à  un  plan,  on  suppose  i""  que  la 
droite  est  projetée  sur  deux  plans  rectangulaires  ;  a"*  que  le  plan  perpendi- 
culaire à  la  droite  est  donné  par  ses  traces  sur  les  plans  de  projection  ;  dans 
cette  hypothèse,  les  projections  de  la  droite  sont  perpendiculaires  aux  traces 
du  plan. 

Pour  le  démontrer,  considérons  d'abord  le  cas  particulier  où  la  droite  est 
donnée  sur  l'un  des  plans  de  projection ,  par  exemple,  sur  le  plan  horizontal. 

Il  est  évident  qu'un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  horizontale,  sera 
vertical ,  et  que  sa  trace  sur  le  plan  horizontal  coupera  à  angle  droit  la  droite 
donnée,  qui  ne  diffère  pas  de  sa  projection  horizontale. 

La  trace  du  plan  perpendiculaire  à  la  droite  horizontale,  sur  le  plan  vertical 
de  projection,  sera  une  verticale;  la  projection  verticale  de  cette  droite  sera 
une  horizontale  parallèle  à  l'intersection  des  deux  plans  de  projection  ;  donc 
la  trace  sur  le  plan  vertical  et  la  projection  verticale  de  la  droite  horizontale 
donnée,  seront  perpendiculaires  entre  elles. 

Passons  maintenant  au  cas  général ,  celui  où  la  droite  est  donnée  par  ses 
deux  projections,  et  le  plan  perpendiculaire  à  la  droite  par  ses  deux  traces 
sur  les  plans  de  projection. 

21.  Soit  D  une  droite  de  l'espace  qui  a  pour  projections  horizontale  et 
verticale  les  droites  rf  et  d\  Nommons  t  et  t'  les  traces  horizontaFe  et  ver- 
ticale d'un  plan  P  perpendiculaire  à  la  droite  D.  Il  s'agit  de  démontrer  que 
les  couples  de  droites  {dy  t),  {d\  t')  forment  deux  angles  droits,  le  premier 
sur  le  plan  horizontal  de  projection,  et  le  second  sur  le  plan  vertical. 

Soit  P'  le  plan  par  lequel  on  projette  la  droite  D  sur  le  plan  horizontal. 
Puisqu'il  est  perpendiculaire  au  plan  houzontal  et  au  plan  P,  il  est  aussi  per- 
pendiculaire à  leur  intersection  commiine  ^(art  19).  Réciproquement  cette 
droite  /  est  perpendiculaire  au  plan  P'  et  à  toutes  les  droites  du  plan  P'  qui 
passent  par  son  pied  sur  ce  plan.  Mais  l'une  de  ces^droites  est  l'horizontale  d; 
donc  les  droites  d  ett  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

De  même ,  soit  P"  le  plan  par  lequel  on  projette  en  d' la  droite  D  sur  le 
plan  vertical  de  projection.  Puisqu'il  est  perpendiculaire  à  ce  plan  vertical  et 
au  plan  P,  il  est  aussi  perpendiculaire  à  leur  intersection  commune  t'.  Réci* 
proquement  la  droite  t' est  perpendiculaire  au  plan  P"  et  à  toutes  les  droites 
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du  plan  P"  qui  passent  par  son  pied  sur  ce  plan.  Mais  l'une  de  ces  droites  est 
la  projection  verticale  d*  de  la  droite  D;  donc  les  droites  d  et  l!  sont  perpen- 
diculaires entre  elles. . 

La  proposition  réciproque  est  encore  vraie,  c'est-à-dire  que  si  les  deux 
projections  d  et  d'  de  la  droite  D  sont  perpendiculaires  aux  traces  t  et  t'  d'un 
plan  P,  ce  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite.  En  effet ,  concevons  par  cha- 
que projection  de  la  droite  D  un  plan  perpendiculaire  au  plan  sur  lequel  elle 
est  projetée;  on  aura  deux  plans  dont  la  droite  D  est  l'intersection  commune. 
Mais  chacun  de  ces  plans  est  perpendiculaire  au  plan  P  donné  par  ses  traces - 
donc  leur  commune  intersection  est  aussi  perpendiculaire  à  ce  plan  P. 

Septième  problème.  —  Par  un  point  donné  mener  une  perpendiculaire  à  un 
plan  donné  y  et  construire  les  projections  du  point  de  rencontre  de  la  droite 
et  du  plan  ?  (Pi.  3,  fig.  i .  ) 

aa.  Solution.  Soient  LM,  M/i  {pi.  3,y?^.  i  )  les  deux  traces  du  plan  donné 
qui  se  coupent  au  point  M  de  l'intersection  XY  des  deux  plans  de  projec- 
tion. Le  point  donné  ayant  pour  projections  A  et  ^,  on  abaissera  les  per- 
pendiculaires AI ,  ai  sur  les  traces  ML ,  M/2  ;  ces  perpendiculaires  seront 
(  art.  ai  )  les  deux  projections  de  la  perpendiculaire  demandée. 

On  trouvera  le  pied  (I,  i)  de  la  perpendiculaire,  c'est-à-dire  le  point  où 
la  perpendiculaire  au  plan  rencontre  ce  plan,  par  la  construction  (art.  17) 
du  sixième  problème  {fig.  ^,pl  a).  La  longueur  de  la  perpendiculaire  com- 
prise entre  son  pied  (  I,  1  )  et  le  point  donné  (A ,  a) ,  est  déterminée  (art.  1 1) 
par  ses  deux  projections  AI,  ai. 

Si  l'on  proposait  de  mener  par  une  droite  donnée  un  plan  perpendiculaire 
à  un  autre  plan  donné  de  position ,  on  abaisserait  par  un  point  quelconque 
de  la  droite  une  perpendiculaire  sur  le  plan  donné;  le  plan  conduit  (art.  i5) 
par  cette  perpendiculaire  et  par  la  droite  donnée,  serait  le  plan  demandé;  car 
deux  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux ,  lorsque  Tun  d'eux  passe  par  une 
perpendiculaire  à  Tautre  (art.  19 ). 

Huitième  problème.  —  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  perpendiculaire 
aune  droite  donnée,  et  construire  la  projection  du  point  de  rencontre  des 
deux  droites?  (VI  3,  fig.  a.) 

a3.  Solution.  On  mène  par  le  point  donné  un  plan  perpendiculaire  à  la 
droke  donnée,  qui  coupe  cette  droite  en  un  point;  la  droite  qui  joint  ce  point 
d'intersection  et  le  point  donné  est  la  perpendiculaire  demandée. 
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Explication  de  la  fîg,  a ,  pL  3.  Soient  A  et  a  les  deux  projections  da  point 
donné  ;  BC ,  ^  les  deux  projections  de  la  droite  donnée.  Un  ^lan  perpendi- 
culaire à  cette  droite  aura  (art.  ai  )  pour  traces  sur  les  plans  de  projection 
deux  droites ,  telles  que  L'M',  M'/i',  perpendiculaires  aux  projections  BC ,  bc 
de  la  droite  donnée.  Menant  (art.  i3)  par  le  point  (A,  a)  un  plan  parallèle 
au  plan  L'M'nVil  aura  pour  traces  sur  les  plans  de  projection,  les  droites  LM 
et  M/ï ,  et  il  rencontrera  la  droite  (BC,  bc)  au  point  (I,  «),  que  Ton  trouvera 
par  la  construction  (art.  17)  du  sixième  problème  {fig.  a,  p/.  a).  Tirant.les 
droites  AI,  a/,  on  aura  les  projections  de  la  perpaidiculaire  abaissée  du 
point  donné  (A,  a)  sur  la  droite  donnée  (BC,  bc). 

Cette  solution  comprend  celle  du  problème  suivant  : 

Par  an  point  donnéy  mener  an  plan  perpendiculaire  à  une  droite  donnée  y  et 
construire  les  projections  du  point  de  rencontre  du  plan  et  de  la  droite. 

a 4*  On  pourrait  encore  résoudre  la  question  précédente  (8^),  en  meoant 
par  le  point  et  par  la  droite  donnée  un  plan  ;  les  traces  horizontale  et  verti- 
cale de  ce  plan  seraient  déterminées.  On  le  ferait  tourner  autour  de  l'une  de 
ces  traces ,  par  exemple ,  autour  de  l'horizontale ,  et  on  ramènerait  sur  le  plan 
horizontal  le  point  et  la  droite  donnés.  On  abaisserait  du  point  une  perpep- 
diculaire  sur  la  droite,  comme  si  le  point  et  la  droite  étaient  situés  sur  le 
plan  horizontal;  enfio  on  déterminerait  les  projections  horizontale  et  verti- 
cale du  pied  de  la  perpendiculaire,  en  considérant  le  point  et  la  droite 
comme  situés  sur  un  plan  donné  par  ses  traces. 

Ces  diverses  constructions  donneront  une  seconde  solution  graphique  du 
problème  proposé;  le  lecteur  attendra,  pour  eflectuer  les  opérations  indi- 
quées pour  cette  solution,  qu'on  ait  expliqué  les  articles  a8— -Sa. 

Neuvième  problème.  —  Un  plan  étant  donné  par  ses  traces,  trouver  les  angles 
qu  il  forme  avec  les  plans  de  projection  ?  (PI.  3,  fig.  3.) 

a 5.  Solution.  L'angle  de  deux  plans  est  égal  à  l'angle  de  deux  droites  D,  D' 
menées  dans  ces  plans  par  un  point  de  leur  intersection  commune,  perpendi- 
culairement à  cette  intersection  (  art.  ig  ).  Dans  le  cas  proposé,  l'une  de  ces 
droites,  D  par  exemple,  sera  menée  sur  le  plan  horizontal  de  projection, 
perpendiculairement  à  la  trace  donnée. sur  ce  plan.  Le  plan  mené  par  cette 
droite  D,  perpendiculairement  au  plan  horizontal  de  projection ,  coupera  le 
second  plan  de  projection  et  le  plan  donné ,  suivant  deux  autres  droites  qui 
formeront  avec  la  première  D,  un  triangle  rectangle.  Construisant  ce  triangle 
au  moyen  des  deux  cotés  adjacens  à  l'angle  droite  Thypothénuse  fera ,  avec 
le  coté  situé  sur  le  premier  plan  de  projection,  l'angle  demandé. 
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^6.  Explication  de  lafig.  ^^pl.  3«  Soient  AB  et  Bc  les  traces  d'un  plan 
donné  sur  les  plans  de  projection.  Par  un  point  D  de  la  trace  horizontale  AB, 
on  élève  la  perpendiculaire  DE,  que  l'on  regarde  comme  la  trace  d'un  plan 
vertical  qui  coupe  le  plan  vertical  de  projection ,  suivant  la  droite  Ef  per- 
pendiculaire à  l'intersection  XY  des  plans  de  projection  :  qr  cette  droite 
Goupe  la  trace  verticale  Bc  en/;  donc  le  plan  vertical  DE  coupe  le  plan 
donné  suivant  Thypothénuse  d'un  triangle  rectangle  qui  a  pour  côtés  les 
droites  DE,  E/  Ramenant  ED  en  ED',  l'hypothénuse  D/du  triangle  rectangle 
£D/  fera  avec  le  coté  ED'^  un  angle  ED/égal  à  Fangle  du  plan  faori2<mtal  et 
du  plan  qui  est  donné  par  ses  traces  AB,  Bc. 

On  construira  de  la  même  manière  l'angle  du  plan  vertical  et  du  plan 
donné.  Par  un  point  ^  de  la  trace  Bc  on  élève  la  perpendiculaire  gk  à  cette 
trace ,  et  on  la  considère  comme  la  trace  verticale  d'un  plan  perpendiculaire 
au  plan  vertical  de  projection.  La  trace  horizontale  de  ce  plan  sera  la  droite 
hK  perpendiculaire  à  XY;  cette  droite  coupe  la  trace  horizontale  Afi  au 
point  R;  d'où  il  suit  que  le  plan  gkK  rencontre  le  plan  domxé  suivant  l'hypo- 
thénuse  d'un  triangle  rectangle  qui  a  pour  côtés  les  droites  gh,  kK.  Rame- 
nant hg  en  hg\  on  aura  le  triangle ^^^R,  dans  lequel  l'angle  g  est  égal  à  l'an-* 
gle  du  plan  vertical  de  projection  et  du  plan  donné  ABc. 

En  élevant  les  deux  perpendiculaires  E/*,  kK!  aux  droites  ED,  gh,  et  les 
faisant  égales  respectivement  à  E/'et  AR,  on  obtiendrait  deux  triangles  rec* 
tangles  Eiy,  ghK!  respectivement  égaux  aux  triangles  ED'/,  g'hK,  dont  les 
angles  Detg^  mesurent  les  inclinaisons  du  plan  donné  (AB,  Bc)  par  rapport 

aux  plans  horizontal  et  vertical  de  projection. 

« 

Dixième  problème.  —  Deux  droites  gui  se  coupent  étant  données ,  construire 
Vangle  qu'elles /orment  entre  elles  ?  (PL  4»  ûg-  i  et  a.) 

1^7.  Solution.  On  mène  par  les  deux  droites  données  un  plan  qui  coupe  l'un 
dés  plans  de  projection,  l'horizontal,  {Air  exemple,  suivant  une  droite.  Cette 
droite  et  les  deux  droites  données  forment  un  triangle  que  l'on  construit  en 
faisant  tourner  le  plan  de  ce  triangle  autour  de  sa  trace  s«r  le  plan  horizontal, 
jusqu'à  ce  qu'il  soit  abattu  sur  ce  plan,  lie  point  d'intersection  des  deux 
droites  domiées  décrit,  en  tournant  autour  de  la  même  trace,  un  cercle  qui 
c6upe  le  plan  horizontal  en  un  point;  joignant  par  des  droites  ce  point  et 
ceux  où  les  deux  droites  données  rencontrent  le  plan  hori^ntal,  on  a  l'angle 
de  ces  deux  droites. 

a8.  Explication  desfigi  i  aC  2 ,  pi.  4.  La  fig.  i  fait  voir  comment  on  dé«- 
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termine  la  position  d'un,  point  d'un  plan ,  par  rapport  aux  traces  de  ce  pian 
sur  les  plans  de  projection. 

Soient  LM  et  Mn  les  traces  d'un  plan  qui  se  coupent  au  point  M  de  Tinter^ 
section  des  deux  plans  de  projection.  Un  point  du  plan  étant  donné  en  pro- 
jection horizontale,  soit  A  cette  projection  ;  on  trouvera  la  projection  verticale 
en  menant  la  parallèle  ÂF  à  la  trace  horizontale  UVI  ;  considérant  cette  pa-. 
rallèle  comme  la  projection  d'une  horizont^tle  du  plan  IMn,  elle  coupe  le  plan 
vertical  au  point/de  la  trace  Mn  ;  elle  a  pour  projection  verticale  la  parallèle 
y&àXy.  Le  point  du  plan  LM/z^  dont  A  est  la  projection  horizontale,  a  pour  pro- 
jection verticale  le  point  de  rencontre  a  des  deux  droites  Aa,yâ,  l'une  perpendi-, 
culaire,  et  l'autre  parallèle  à  l'intersection  XY  des  deuif  plans  de  projection. 

Si  l'on  eût  donné  la  projection  verticale  a  du  point  (  A ,  a)  du  plan  JMny 
on  aurait  constiniit  la  projection  horizontale  A,  en  menant  les  quatre  droitesi 
afyf^y  FAet  aA;  les  deux  dernières  se  coupent  au  point  A.  On  obtiendrait 
encore  ce  point  A,  en  menant  la  parallèle  ak  à  M/z,  et  en  élevant  la  perpen- 
diculaire ^K  à  XY,  qui  coupe  la  trace  ML  au  point  R;  la  parallèle  KA  à  XY, 
et  la  droite  ak  j  qui  est  perpendiculaire  à  cette  intersection  des  deux  plans  de 
projection ,  se  rencontrent  au  point  A.  Si  l'on  donnait  le  point  A,  on  mène- 
rait les  quatre  droites  AKj  KA,  ka^ka;  les  detix  dernières  se  couperaient  ai^ 
point  a;  d'où  l'on  voit  qu'un  plan  étant  donné  par  ses  traces,  l'une  des  deux 
projections  d'un  point  de  ce  plan  détermine  l'autre  projection. 

29.  Le  point  d'un  plan  étant  connu  par  ses  projections ,  on  demande  les  dis-' 
tances  de  ce  point  aux  traces  du  plan?  Soit  (A,  a)  le  point  du  plan  LM/i 
{pL  [\yjîg>  i).  Ayant  abaissé  du  point  A  la  perpendiculaire  AL  sur  ML,  on  re^ 
garde  cette  droite  AL  comme  la  trace  d'un  plan  vertical  qui  coupe  le  plan  IMn 
suivant  une  droite.  La  portion  de  cette  droite,  comprise  entre  le  point  (A,  a) 
et  la  trace  LM,  mesure  la  distaiice  de  ce  point  à  la  trace;  donc  si  l'on  con- 
struit le  triangle  rectangle  aDO',  qui  a  pour  côtés  les  droites  aD  et  DO'=AO 
.-=:  AL,  l'hypothénuse  aO'  sera  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  (  A ,  a  )  sur  la  trace  LM.  Portant  cette  longueur  aO'  de  L  en  A'  sur  le 
prolongement  de  AL,  A'  sera  le  point  où  le  cercle  décrit  par  le  point  (  A  ^  a) 
autour  de  la  trace  horizontale  LM,  coupe  le  plan  horizontal. 

30,  Ayant  mené  la  parallèle  AR  à  XY,  qui  coupe  la  trace  LM  au  point  K , 
et  joignant  les  points  R  et  A'  par  la  droite  A'R,  on  aura  un  triangle  rectangle 
A'LK,  dans  lequel  l'hypothénuse  A'R  est  égale  à  la  droite  ak  parallèle  à  la 
trace  M/z.  £n  effet,  la  droite  (AR^  ak),  parallèle  à  la  trace  verticale  M/i  du 
plan  IMn ,  et  située  dans  ce  plan ,  a  pour  longueur  sa  projection  verticale 
ak;  en  même  temps  que  le  point  (A,  a)  décrit  un  cercle  autour  de  la  trace 
LM,  la  droite  (AR,  qk)  décrit \m  cône  droit  dont  le  cercle  est  la  base,  et 
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lorsque  le  point  (  A,  a)  est  en  A'  sur  le  plan  horizontal,  cette  droite  s'applique 
sur  le  même  plan  en  BLA';  sa  longueur  étant  constante,  on  a  :  RA'=^a. 

Supposons  maintenant  que  le  plan  IMn  tourne  autour  de  sa  trace  Mn 
comme  charnière ,  le  point  (A ,  a)  décrira  un  cercle  dont  le  plan  coupe  le  plan 
vertical  suivant  la  droite  onA!',  perpendiculaire  à  Mn.  On  construira  le  point 
A"'  où  ce  cercle  coupe  le  plan  vertical ,  en  décrivant  du  point/^comme  centre, 
avec  un  rayonyA"  égal  à  FA,  un  arc  qui  coupe  la  droite  ank"  au  point  A".  En 
effet,  lorsque  le  plan  IMn  tourne  autour  de  sa  trace  verticale  M^  comme 
charnière,  la  droite  horizontale  (AF,  qf)  de  ce  plan ,  parallèle  à  sa  trace  ho- 
rizontale LM,  décrit  un  cône  droit  qui  a  pour  base  le  cercle  que  le  point 
(A ,  a)  décrit  autour  de  M/z  ;  donc  le  plan  (LM/z),  qu'on  suppose  abattu  sur  le 
plan  vertical,  coupe  le  cône  suivant  ime  arête yA%  qui  est  de  même  lon- 
gueur que  la  droite  FA,  projection  horizontale  de  l'horizontale  (FA,^); 
d'où  il  suit  que  nA"  est  la  distance  du  point  (  A,  a)  à  la  trace  M/2  du  plan 
IMn.  Cette  distance  est  encore  l'hypothénuse  ,d*un  triangle  rectangle  en  n , 
lequel  aurait  an  pour  premier  côté,  et  pour  second  côté  ime  droite  égale  à 
AD  ;  portant  AD  de.  n  en  D',  on  a  àD'  =  A"/i. 

3i.  Le  point  A'. ou  A""  du  plan  (  LM ,  Mn  )  étant  donné  sur  les  droites  Â'A, 
A^'a,  respectivement  perpendiculaires  aux  traces  LM ,  M/2,  on  pourrait  pro- 
poser de  construire  les  projections  horizontale  et  verticale  A,  a  de  ce  point; 
cette  question  est  l'inverse  delà  précédente.  Un  plan  quelconque  (J?QR,/fg.  i), 
vertical  et  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  LM,  contient  l'angle  que  le 
plan  (LM/2)>fait  avec  le  plan  horizontal.  On  construit  cet  angle  en  décrivant 
(art.  2 5)  du  point  Q  comme  centre  .av«c  le  rayon  QP,  l'arc  PP'  qui  coupe  l'in- 
tersection XY  des  plans  de  projection  au  point  F.  Ce  point  et  celui  R  où  les 
traces  verticales  QR ,  Mn  se  rencontrent,  détermine  la  droite  RP',  hypothé- 
nuse  du  triangle. rectangle  RP'Q,  dont  l'angle  P',  opposé  au  côté  RQ,  est  égal 
à.Vangledu  plan  horizontal  de  projection  et  .du  plan  donné  (LM,  Mn).  Le 
plan  vertical  AA'  qui.  passe  par  le  point  A'  étant  perpendiculaire  à  la  trace 
horizontale  LM,  et  par  conséquent  parallèle  au  pian  vertical  PQ,  il  contient 
aussi  l'angle  du  plan  horizontal  de  projection  et  du  plan  donné  (LM/s);  d'où 
il  suit  que  la  droite  A'L  de  ce  plan  est  située  sur  une  droite  inclinée  à  l'ho- 
rizon de  l'angle  connu  QP'R,  et  que  sa  projection  a  pour  longueur  le  côté 
P'L  du  triangle  rectangle  P'L'a',  dont  Thypothénuse  P  a' est  égale  à  la  distance 
AX  du  point  donné  A'  à  la  trace  horizontale  LM.  Portant  le  côté  P'L'  de  L 
en  A  sur  la  perpendiculaire  A  A'  à  LM,  ce  point  A  est  la  projection  horizontale 
du  point  A  donné  sur  leplan(LM/i)  qu'on  suppose  abattu  sur  le  plan  hori* 
zontal.  De  cette  première  projection  A,  on  déduirait  la  seconde  a,  en  menant 
comme  précédemment,  les  droites  «AF,/»,  et  la  perpendiculaire  Ka  à  XT. 
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32.  Les  traces  IM,  Mn  du  plan  donné  (LMn)  font  entre  elles  un  angle 
TMF',  que  l'on  construit  en  faisant  tourner  un  point  quelconque/" de  la  trace 
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Onzième  problème.  ^^^  Deux  plans  étant  donnés,  œnstnUre  V angle  quHlsfor^ 

ment  entre  eux?  (PI.  4 9  %•  3*) 

34*  Solution.  On  coupe  les  deai:  plans  donnés  par  un  troisième  plan  per- 
pendiculaire à  l'intersection  commune  des  deux  premiers.  Les  traces  de  ce  ' 
troisième  plan  sur  le  plan  horizontal  et  sur  les  deux  plans  donnés ,  forment 
un  triangle  dont  le  côté  horizontal  est  opposé  à  l'angle  demandé. 

Soient  (^fig.  3,  pL  4)  LM,  LO  les  traces  horizontales  et  M/i,  On  les  traces 
verticales  des  deux  plans  donnés;  ces  plans  se  coupent  (art.  16).  suivant  la 
droite  (UN,  bi).  Menant  à  volonté  une  droite  ADB  perpendiculaire  à  la 
projection  LN  de  l'intersection  des  deux  plans  donnés,  cette  droite  peut  être 
considérée  comme  la  trace  horizontale  d'un  plan  perpendiculaire  à  l'inter- 
section (LN9  bi).  Si  l'on  connaissait  le  point  où  ce  plan  coupe  la  droite 
(LN,  bi)^  on  joindrait  par  deux  droites  ce  point  et  les  points  A,  B  dans 
lesquels  la  trace  ADB  rencontre  les  traces  LM ,  LO  ;  l'angle  de  ces  deux 
•miroites  serait  l'angle  demandé.  Pour  trouver  le  sommet  de  cet  angle ,  on  con- 
çoit par  la  droite  LST  un  plan  vertical  USn,  et  dans  ce  plan,  l'angle  nXN 
que  la  droite  (LN,  bi)  &it  avec  sa  projection  horizontale  liSk  On  construit 
cet  angle,  en  élevant  la  perpencticulaire  Tin  k  NL,  et  en  faisant  cette  perpen- 
diculaire égale  à  la  verticale  N/i.  Maintenant,  si  du  point  D  on  abaisse  la  per- 
pendicidaire  DË^ur  l'hypodiénuse  Ln'  du  triangle  rectangle  LNfz',  le  point  E 
sera  sur  le  plan  vertical  LN  le  sommet  de  l'angle  demandé. 

Le  plan  de  cet  angle  est  déterminé  par  les  deux  droites  AB,  DE,  situées 
l'une  sur  le  plan  horiz<mtal  de  projection,  et  l'autre  sur  le  plan  vertical  LN. 
Faisant  tourner  ce  plan  de  l'angle  autour  de  sa  trace  horizontale  AB,  la  cir- 
conférence du  rayon  DE,  décrite  par  le  point  £  de  ce  plan ,  coupe  le  plan  ho* 
rizontal,  en  un  point  F  de  la  droite  LDN,  tel  que  la  partie  DF  de  cette  droite 
soit  égale  à  DE.  Menant  les  droites  FA,  FB,  l'angle  AFB  de  ces  droites  est 
la  mesure  de  l'angle  des  deux  plans  donnés  IMn,  LOi. 

Au  lieu  d'élever  la  perpendiculaire  Nn'  à  LN,  on  décrit  du  point  N  comme 
centre,  avec  les  droites  NL,  ND  pour  rayons,  les  arcs  LL',  DD'  qui  coupent 
l'intersecdon  XY  des  jJans  de  projection  aux  points  L',  D';  tirant  la  droite 
nVj  et  la  perpendiculaire  D'E'  à  cette  droite,  on  forme  im  triangle  D'E'L', 
égal  au  triangle  DEL  :  les  côtés  DE ,  D'E'  de  ces  triangles  sont  égaux  ;  d'où  il 
suit  qu'on  aura  le  point  F  sommet  de  l'angle  demandé  AFB^  en  faisant  DF 
égal  à  DE'. 

On  pourrait  encore  construire  l'angle  de  deux  plans  donnés ,  en  imaginant, 
par  un  point  quelconque  de  l'espace,  deux  droites  respectivement  perpen- 
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diculaires  à  ces  plans;  l'angle  de  ces  deux  droites  serait  le  supplément  ou 
1  égal  de  Tangle  demandé.  En  effet,  le  plan  mené  par  les  deux  perpendiculai- 
res coupe  les  plans  donnés  suivant  deux  autres  droites  perpendiculaires  à 
leur  intersection  commune  :  or  ces  quatre  droites  forment  un  quadrilatère 
qui  a  deux  angles  droits;  donc  les  deux  autres  angles  sont' supplémens  l'un 
de  l'autre;  d'où  il  suit  que  l'angle  des  deux  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  quelconque  de  l'espace  sur' deux  plans  donnés,  mesure  l'angle  de  ces 
plans  ou  le  supplément  de  cet  angle. 

Douzième  problème.  —  Construire  V angle  formé  par  une  droite  et  par  un  plan; 

donnés  déposition  dans  V espace?  (Pi.  4>  %•  4*) 

35.  Solution,  Par  un  point  de  la  droite  donnée,  on  abaisse  une  perpendi^ 
culaire  sur  le  plan  donné  ;  l'angle  de  la  droite  et.de  la  perpendixuilaire  est  le 
complément  de  l!angle  demandé. 

ExpUeation  de  lafig.  ^,pL  4-  Soient  AB,  ab  les  projections  de  la  droite 
donnée;  LM,  M/i  les  traces  du  plan  donné.  Par  un  point  (A,  a)  de  la  droite 
donnée ,  on  abaisse  une  perpendiculaire  (  AG ,  ac  )  sur  le  plan  donné  ;*  l'angle 
des  deux  droites. (AB,  ab)^  (  AC,  ac)  est  le  complément  dé  l'angle  démandé. 
Pour  construire  cet  angle  j  on  conçoit  par  ces  deux  côtés  un  plan;*  la  trace  de 
ce  plan  sur  le  plan  horizontal  de  projection ,  passe  par  les  points  B,  C,  dans 
lesquels  les  droites  (AB>  ab)j  (AC,  ac)  coupent  ce  même  plan  de  projection. 
Faisant  tourner  le  plan  de  l'angle  autour  de  sa  trace  horizontale  BC  comme 
charnière,  le  sommet  de  Tangle  décrit  un  oerde  situé  dans  le  plan  vertical  AD, 
perpendiculaire  à  BCr  Le  rayon  de  ce  cercle  est  l'hypothénuse  d'un  triangle 
rectangle ,  qui  a  pour  cotés  l'horizontale  AD,  et  la  verticale  aa  qui  mesure 
la  distance  du  sommet  (A,  a)  de  l'angle  au  plan  horizontal  dé  projectiom 
Soit  donc  a'E'  =^  AE  =  AD ,  on  aura  le  triangle  rectangle  aE'a'j  dont  l'hypo- 
thénuse €lE  est  la  distance  du  sommet*  de  l'angle  cherché  k  là  trace  BCD.* 
Portant  cette  distance  sur  la  perpendiculaire  AD  à  BC,  de  Den-A',  et  tirant 
les  droites  A'C,  A'B,on  aura  sur  le  plan  horizontal  l'angle  BA'C,  que  la  droite 
donnée  (AB,a^)  et  la  perpendiculaire  (AG,  yzc)  au  plan  donné,  compren^*^ 
nent  entre  elles.  Elevant  la  perpendiculaire  CP  à  CA',  l'angle  CPA',  complé- 
ïnent  de  CA'PB,  est  égal  à  l'angle  formé  par  la<lroite  et  par  le  plan,  donnée 
de  position  dans  l'espace. 
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Treizième  problème. — Deux  droites  étant  données  dans  Vespace^  construire  la 
droite  gui  leur  est  perpendiculaire^  et  sur  laquelle  se  mesure  leur  plus  courte 
distance?  {VI.  5,  ûs.i)0. 

36.  Ayant  mené  (art.  i3)  un  plan  parallèle  aux  deux  droites  données,  on 
conçoit  par  ces  droites  deux  autres  plans  perpendiculaires  au  premier 
(  art.  aa  )  ;  l'intersection  de  ces  deux  derniers  plans  est  une  droite  perpendi- 
culaire aux  deux  droites  données;  elle  coupe  ces  droites  en  deux  points,  et  la 
droite  qui  joint  ces  points  est  la  plus  courte  distance  des  droites  données. 

Explication  de  la/ig.  i,  pL  5.  Soient  AB,  CD  les  projections  horizontale^ 
des  deux  droites  données  ;'a^,  a/ leurs  projections  verticales.  Par  le  point 
(B,  b)  où  la  première  droite  (AB,  ab)  coupe  le  plan  vertical,  on  mène  une  pa- 
rallèle (BE,  be)  k  Ir  seconde  droite  donnée  (CD,  c^)  ;  cette  parallèle  rencontre 
le  plan  horizontal  an  point  £;  la  droite  donnée  (AB,  ab)  le  rencontre  au  point 
A;  la  droite  AEF,  qui  joint  les  points  A  et  £,  est  la  trace  horizontale  d  un 
plan  mené  par  la  première  droite  donnée,  parallèlement  à  la  seconde.  La 
trace  verticale  de  ce  plan  est  Fb  ;  le  point  F  d^  cette  trace  est  sur  la  commune 
intersection  XY  des  plans  dé  projection ,  et  sur  le  prolongement  de  là  droite 
A£.  Le  plan  (AFâ)  étant  déterminé  par  ses  d^ux  traces  AF,  Fb,  on  projette  la 
seconde  droite  donnée  sur  ce  plan,  et  on  remarque  que  la  droite  et  sa  pro* 
jectîonsont  parallèles,  parce  que  le  plan  {AFb)  sur  lequel  on  projette  est^ 
par  hypothèse,  parallèle  à  la  droite  projetée  (art*  i4)« 

Par  lé  point  C,  où  la  seconde  droite  donnée  (DC,  de)  rencontre  le  plan 
horizontal, on  abai^  la  perpendiculaire  (CG,  câ)  sur  lé  plan  (AF&),  et  on 
construit  (art.*  17)  le  point  (I,  i)  où  cette  perpendiculaire  rencontre  le  plan. 
Menant  par  ce  point  la  'parallèle  (IK,  in)  à  la  droite  (CD ,  cd) ,  cette  parallèle 
est  la  projectfon  de  la  droite  (CD^  cd)  sur  le  plan  {AFb). 


Ç")  Ce  problème  est  an  cas  partibalier  de  celai-ci  :  ÉtCDt  données  deux  droites,  et  les  angles 
qu'elles  forment  avec  une  troisième  droite  qui  les  coupe,  déterminer  U  direction  et  la  posi« 
tion  de  ceUe  troisième  droite? 

Pour  lé  résoudre,  on  mèiie  par  un  point  quelconque  de  l'espace  deux  droites  respectivement 
parallèles  aux  deux  droites'  données,  et  on  regarde  ee  point  comme  le  sommet  commun  des 
deux  cènes  droits,  qui  ont  pour  axes  les- parallèles ,  etdont  les  c6tés  font  avec  ces  parallèles, 
des- angles  qui^sont  égaux  à  ceux  que  les  droites  doniiées  font'  avec  la  troisième  droite  cheri- 
chée^.Celte  dernière  droite  est  parallèle  à  Vuneou^à^l'autre  des  detix  drmtes  suivant  lesquelles  les 
cônes  se  coupât  ;  sa  direcdon  est  donc  connue.  Pour  trouver  sa  position  sur  les  droites  don* 
nées,  on  mène  par  chacune  de  ces  droites  un  plan  parallèle  à  la  droite  dont  on  a  déterminé  la 
direction  ;  les  deux  plans  parallèles  à  cette  droite^se  coupant,  et  la  droite  d'ântersection  satisfait 
aux  conditions  du  problème  proposé. 
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Deux  droites  situées  sur  le  même  plan  se  rencontrent  :  or,  les  droites 
(Afi,  aè)  et  (IN,  ûi)  sont  sur  le  même  plan  (AFb''  ;  donc  elles  se  coupent  au 
point  (  N,  n)  déterminé  par  les  intersections  de  leurs  projections  horizontales 
et  verticales.  Ce  point  étant  trouvé,  te  problème  est  résolu  :  en  effet ,  un  plan 
mené  par  la  seconde  droite,  perpendiculairement  au  plan  (  AF3)  qui  est  pa- 
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3g.  Trois  droites  quelconques  étant  données  dans  V  espace  de  manière  qu  *  elles 
ne  se  rencontrent  pas^  et  quelles  ne  soient  point  parallèles  à  un  mémeplan^ 
il  n'existe  qu'un  seulparallélipipède  dont  trois  arêtes  soient  dirigées  suivant  les 
trois  droites  ihnnées. 

Démonstration.  Nommons  A,  B,  C  les  trois  droites  de  l'espace  qui  ne  se 
rencontrent  pas  :  on  sait  (art.  i4)  que  la  direction  d'un  plan  est  détermi* 
née  par  la  condition  d'être  parallèle  à  deux  droites;  d'où  il  suit,  i^  que  par 
un  point  quelconque  de  l'espace ,  on  peut  mener  trois  plans  respectivement 
parallèles  aux  couples  de  droites  (A,  B),  (B^G),  (G,  A);  a^  que  par  l'une 
quelconque  des  trois  droites  A,  B,  G,  A  par  exemple,  on  peut  mener  deux 
plans,  l'un  parallèle  à  la  droite  B^  et  l'autre  à  la  droite  G;  ce  qui  détermine 
six  plans  parallèles  deux  à  deux ,  et  par  conséquent  le  parallélipipède  dont 
les  arêtes  sont  dirigées  suivant  les  droites  intersections  de  ces  plans  :  or  de 
ces  six  plans,  trois  sont  par  hypothèse  conduits  par  les  droites  données  A^ 
B,G;  donc  ces  droites  sont  nécessairement  dirigées  suivant  trois  arêtes  d'ua 
parallélipipède  unique,  capable  des  trois  droites  données  A ,  B.,  G. 

Construction  géométrique  du  parallépipède  capable  de  trois  droites  AB,  B'G', 

GA'  qui  ne  se  rencontrent  pas.  (PI.  V,^  fig.  a.) 

4o.  On  mène,  i  par  la  première  droite  AB  (^g*  a)  un  plan  parallèle  à  la 
seconde  droite  B'G'  ;  ce  plan  est  coupé  par  la  troisième  droite  GA',  au  point  G 
par  lequel  on  mène  la  parallèle  GD  à  AB,  et  la  parallèle  GB  à  B'G'. 

ao  On  conduit  par  la  seconde  droite  donnée  B'C  un  plan  parallèle  à  la 
troisième  droite  GA';  ce  plan  coupe  le  plan  des  trois  droites  AB^  BC,  GD, 
suivant  la  droite  AD^  qui  complète  le  parallélogramme  ABGD,face  du  pa- 
rallélipipède capable  des  trois  droites  données. 

Pour  achever  ce  solide,  on  mènera  les  troi&  parallèles  BD',  AC,  DB'  &  la 
droite  donnée  A'G;  les  deux  dernières  couperont  la  droite  donnée  B'G',  aux 
points  B',C,  par  lesquels  on  tirera  les  parallèles  B'A/,  CD'  à  la  droite  donnée 
AB  ;  la  première  de  ces  parallèles  rencontrera  la  droite  GA',  au  point  A'  ;  par 
ce  point,  on  mènera  la  parallèle  A'D'  àB'G',  et  les  six  feces  du  parallélipipède 
seront  construites.  Les  trois  arêtes  de  ce  solide,  dirigées  suivant  les  droites 
données,  ont  pour  longueurs  les  droites  déterminées  AB,  B'G',  A'G.  Les 
quatre  diagonales  AA',  BB',  GC,  DD'  se  coupent  au  centre  I  du  parallélipi- 
pède, par  lequel  on  a  mené  les  droites  abj  b'c\  de  respeclivement  parallèles 
aux  arêtes  AB,  B'G',  A'G. 


24  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 

4l.  Le  parallélipipède  capable  des  trois  droites  données  AB,  B'C,  A'C 
étant  construit,  on  remarquera  que  non -seulement  trois  des  douze  arêtes 
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CHAPITRE  II. 


S   I*.   DES  TANGEirrES   AUX    COURBES^    ET    DES    PLANS   TANGEIfS    AUX   SURFACES 

COURBES. 


43.  On  a  VU  (art.  6)  qu'une  courbe  est  la  limite  d'une  infinité  de  polygones 
qui  auraient  pour  côtés  des  cordes  successives  de  la  courbe.  Lorsque  l'un 
quelconque  de  ces  polygones  se  confond  avec  la  courbe,  ses  côtés  deviennent 
lesélémens  de  cette  courbe,  et  leurs  prolongemens  en  déterminent  les  to/i- 
gentes. 

On  peut  encore  considérer  une  ligne  courbe  comme  le  lieu  géométrique 
d'un  point  mobile  soumis  à  une  ou  plusieurs  £3rces  qui  sont  constantes,  ou 
qui  varient  pour  chaque  position  du  point;  la  loi  du  mouvement  détermine 
la  nature  de  la  courbe.  En  supposant  que  toutes  les  forces  constantes  ou  va- 
riables qui  agissent  sur  le  point  mobile,  cessent  leur  action,  le  point  conti- 
nuera à  se  mouvoir  suivant,  une  droite  qui  sera  tangente  à  la  courbe. 

Les  anciens  géomètres  définissaient  la  tangente  d'une  courbe ,  une  droite 
qui  n'a  qu'un  point  commun  avec  cette  couine  ^  et  telle  qu'on  ne  puisse 
mener  aucune  autre  droite  entre  elle  et  la  courbe. 

De  quelque  manière  qu'on  défionisse  la  tangente  d'une  courbe ,  que  cette 
courbe  soit  plane  ou  à  double  courbure  j  les  projections  des  tangentes  de  cette 
<:ourbe  sont  tangentes  aux  projections  de  la  courbe. 

44*  Une  sur&ce  étant  décomposée  en  un  assez  grand  nombre  de  parties 
pour  que  chaque  partie  puisse  être  considérée  comme  un  élément  plan,  le 
plan  de  cet  élément  prolongé  indéfiniment  est  un  plan  tangent  de  la  sur&ce. 
Ij'élément  réduit  à  un  point  physique,  se  nomme  point  de  contact;  il  est  la 
•limite  des  sections  planes  de  la  surface  parallèles  au  plan  tangent 

Le  plan  tangent  contient  les  tangentes  de  toutes  les  lignes  planes  ou  à  dou- 
ble courbure  menées  sur  la  surface  par  le  point  de  contact;  deux  quelcon- 
ques de  ces  tangentes  déterminent  la  direction  du  plan  tangent.  La  perpen- 
diculaire à  ce  plan  est  une  normale  de  la  surface;  en  coupant  la  surface  par 
une  suite  de  plans  qui  passent  par  une  normale,  les  sections  faites  sur  la  sur- 
face par  ces  plans  se  nomment  sections  normales. 

45.  Toute  ligne  à  simple  et  à  double  courbure  peut  être  considérée  comme 
résultant  ou  de  l'intersection  d'une  surface  courbe  par  un  plan ,  ou  de  l'in- 

4      . 


26  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 

terseclion  de  deux  surfaces  courbes.  La  tangenle  en  un  point  quelconque  de 
la  courbe  plane  e&t  l'interseclioit  du  plan  taageut  à  ta  surface  en  ce  point ,  et 
du  plan  de  la  courbe  ;  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  à 
double  courbure  est  la  droite  intersection  des  deux  plans  tangens  menés  par 
ce  point  aux  deux  surfaces  dont  la  courbe  est  l'intersection  :  ces  deux  pro- 
positions sont  des  conséquences  de  la  définition  du  plan  tangent  à  une  surhce 
courbe. 
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nomment  les  paramètres  de  la  surface.  Les  paramètres,  constans  pour  une 
position  déternoinée^  changent  en  général  de  valeurs  ^  lorsque  la  surfisice  prend 
les  diverses  positi(ms  assignées  par  la  loi  du  mouvement.  Cependant  il  y  a  des 
cas  où  les  paramètres  qui  fixent  les  dimensions  de  la  surface  sont  invariables. 
Une  surface  est  définie ,  lorsque  pour  chacun  de  ses  points  j  on  peut  assi* 
gner  la  ligne  génératrice ,  constante  ou  variable  de  forme,  qui  passe  par  ce 
point;  cette  génératrice  peut  être  donnée  en  relief  ou  par  ses  projections. 

48.  Les  sur&ces  qu'on  emploie  le  plus  firéquemment  dans  les  arts,  sont 
oelles  qui  ont  ponr  génératrices  mobiles  le  cercle  et  la  ligne  droite.  Parmi 
les  surfaces  qui  ont  pour  génératrice  le  cercle,  on  doit  distinguer  celle  qu'on 
appelle  surfuce  de  révchuion^  et  qui  s'exécute  sur  la  machine  oMil  connue 
sous  le  nom  de  tour* 

Il  y  a  deux  espèces  de  surfaces  engendrées  par  une  droite  :  les  unes  qu'on 
nomn^  surfaces  de^hppables  ;  les  autres  qu'on  appelle  surfaces  gauches  y  qui 
4ie  sont  point  développables,  et  que  j'ai  proposé  de  nommer  surfaces  réglées^ 
parce  qu'on  peut  appliquer  l'arête  d'une  règle  sur  les  droites  de  ces  surfaces. 

Des  surfaces  de  revolutàon ,  et  en  général  des  surfaces  engendrées  par  un  cercle 

mobile. 

49.  Lorsqu'un  cerde  se  meut  ^  son  centra  décrit  une  courbe  ;  son  rayon 
varie  suivant  une  certaine  loi  ;  les  intersections  successives  du  plan  du  cercle 
forment  une  surface.  L'enveloppe  de  l'espace  qu'un  cercle  parcourt  n'est  donc 
déterminée  que  lorsqu'on  donne  ces  trois  choses  :  i^  la  loi  suivant  laquelle 
le  rayon  du  cercle  varie;  29  la  coiurbe  décrite  par  son  centre  ;  3^  la  sur&ce 
lieu  géométrique  C)des  intersections  successives  du  plan  mobile  qui  contient 
le  cercle. 

Quel  que  soit  le  mouvement  d'une  sphère  d'un  rayon  constant  ou  variable, 
Tenveloppe  de  l'espace  qu'elle  parcourt  est  le  lieu  des  cercles  intersections 
successives  de  la  q)ikère  md>île.  Si  Ton  remarque  que  deux  sphères  qui  se 
pénètrent,  ont  pour  intersection  un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à 
la  droite  qui  joint  leurs  cenrtres,  on  verra  facilement  que  la  courbe  décrite 
par  le  centre  d'une  sphère 'mobile,  est  l'axe  curviligne  d'un  canal  dont  les 
sections  perpendiculaires  à  cet  axe  sont  des  cercles. 

Lorsqu'on  substitue  à  cet  axe  courbe  une  ligne  droite ,  la  sur£ace  canal 


(*)  On  entend  par  lieu  géométrique  d'un  point,  la  ligne  ou  la  surface  qui  contient  ce  point  ; 
par  Utu  géométrique  d'une  ligne,  la  surface  qui  contient  cette  ligne.  C'est  dans  ce  sens  qu'eu 
géométrie,  on  emplott  le  mot  lieu,  sans  y  ajouter  géométrique. 
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devient  une  surface  de  révolution.  On  appelle  ainsi  la  surface  engendrée  par 
une  ligne  droite  ou  courbe,  plane  ou  à  double  courbure ,  qui  tourne  autour 
d'un  axe  fixe.  Un  plan  mené  par  cet  axe  se  noxamAplan  méridien;  tous  les 
plans  méridiens  coupent  la  surface  de  révolution  suivant  la  même  ligne,  et 
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même  plan.  En  effet,  deux  éléraens  consécutifs  étant  séparés  par  une  droite 
de  la  surÊice,  le  second  élément  peut  tourner  avec  la  surface  autour  de  cette 
droite,  jusqu'à  ce  qu'il  s'applique  sur  le  plan  du  premier  élément.  Ces  deux 
premiers  élémens  réunis  étant  fixes ,  le  troisième  élément  peut  tourner  avec 
la  portion  de  surface  qui  lui  est  adjacente  pour  s'unir  au  second,  et  ainsi  de 
suite.  Tous  ces  élémens  réunis  sur  un  seul  et  même  plan,  forment  ce  qu'on 
appelle  le  développement  de  la  surface.  Il  suit  évidemment  de  ce  mode  de  dé- 
veloppement que  toutes  les  courbes  planes  ou  à  double  courbure  tracées  sur 
la  surface  développable,  et  qui  coupent  les  droites  de  cette  surface  sous  des 
angles  déterminés ,  se  transforment  sur  le  plan  de  développement  en  d'autres 
courbes  qui  coupent  les  droites  de  la  surface  développable  rapportées  sur  ce 
plan ,  sous  des  angles  respectivement  égaux  aux  premiers;  ^ 
'  En  considérant  une  surface  courbe  quelconque ,  rien  n'empêche  de  la  con*- 
cevoir  divisée  par  deux  systèmes  de  pians  parallèles,  en  un  assez  grand  nombre 
de  parties ,  pour  que  chaque  partie  ne  diffère  pas  sensiblement  d'un  élément 
plan  ;  mais  si-  toutes  ces  parties  étaient  réunies  sur  un  même  plan ,  de  manière 
que  deux  parties  contiguës  aient  un  côté  commun ,  elles  laisseraient  entre 
elles  des  intervalles ,  ou  se  superposeraient.  L'aire  comprise  dans  le  contour 
extérieur  de  ces  parties  ainsi  réunies,  ne  serait  pas  de  même  grandeur  que 
la  portion  de  surface  courbe  formée  des  mêmes  parties;  les  surfaces-  déve- 
loppables  jouissent  seules  de  cette  propriété  de  pouvoir  se  développer  sur 
un  plan  sans  rupture  ni  duplicature  :  elles  sont  les  seules  dont  les  élémens 
plans  ont  une  dimension  illimitée  dans  le  sens  des  droites  de  la  surface.  Les 
prolongemens  de  ces.  élémens  dans  tous  Iqs  sens  forment  les  plans  tangens  de 
la  surface* 

De  quelque  manière  qu'un  plan  se  meuve ,  l'enveloppe  de  l'espace  qu'il 
parcourt  est  une  surface  développMe.  Cette  surface  est  le  lieu  géométrique 
des  droites ,  intersections  successives  du  plan  mobile. 

Noos  donnerons  des  exemples  de  plans  tangens  aux  surfaces  développables, 
et  de  développemens  de  ces  surfaces* 

Génération  des  surfaces  réglées. 

52.  Deux  droites  consécutives  d'une  surface  développable  se  rencontrent 
et  comprennent  un  élément  plan  de  cette  surface.  Dans  une  surface  réglée, 
deux  droites  consécutives,  quelque  petite  que  soit  leur  distance,  ne  se  ren- 
contrent pas ,  et  l'élément  compris  entre  ces  deux  droites  n'est  pas  plan  ;  c'est 
im  élément  courbe  qui  a  une  dimension  illimitée  dans  le  sens  des  droites  qui 
le  comprennent  :  sa  forme  est  celle  d'un  plan  gauche,  et  par  cette  raison 


i 
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on  appelait  la  surfece  Keu  des  élémens  de  cette  forme,  surface  gauche. 

La  régularité,  la  symétrie  et  la  forme  élégante  de  cerlaines  surfaces  réglées, 
telles  que  Thyperboloîde  de  révolution  engendrée  par  une  droite  mobile  qui 
tourne  autour  d'une  autre  droite  fixe ,  prouvent  suffisamment  que  la  déno- 
mination de  surface  gauche  ne  convient  pas  en  général  aux  surfaces  engen- 
drées par  une  ligne  droite;  c'est  ce  qui  m'a  déterminé  à  substituer  à  Tépi- 
thète  gauche,  le  mot  réglée,  qui  exprime  qu'on  peut  appliquer  l'arête  d'une 
règle  sur  les  droites  de  la  surface. 

La  surface  réglée  la  plus  générale  est  engendrée  par  une  droite  mobile  qui 
s'appuie  sur  trois  courbes  données;  on  donne  à  ces  courbes  le  nom  de  direo- 
triées.  Prenant  un  point  quelconque  sur  la  première  directrice ,  et  le  cqpsidé* 
rant  comme  le  sommet  des  deux  cônes  qui  ont  pour  bases  les  deux  autres 
directrices,  les  droites  intersections  de  ces  cônes  appartiennent  à  la  snrface 
réglée.  On  peut  encore  déterminer  le  mouvement  de  la  droite  mobile  géné- 
ratrice de  la  surface  par  d'autres  considérations  ;  par  exemple  celle-ci  :  de 
passer  par  deux  courbes,  et  de  toucher  un  cylindre  sur  lequellune  des  deu?; 
courbes  est  donnée. 

î)ans  le  paragraphe  suivant,  on  donnera  des  exemples  de  plans  tangens  aux 
trois  espèces  de  surfaces  qu'on  vient  de  définir,  et  qui  sont  désignées  par  les 
noms  de  surfaces  dés^eloppabies  y  surfaces  de  révolution,  surfaces  réglées. 

§  IIL  EXEMPLES   DE   PLAINS   TANGEl^TS   AUX   SURFACES    COURBES. 

Premier  exemple.  —  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  cylindrique  :  i*par 
un  point  pris  sur  la  surface;  n^  par  un  point  pris  hors  de  la  surface;  S^  pa- 
rallèlement à  une  droite  donnée  ?  (PL  6.  ) 

On  entend  par  surface  cylindrique ,  une  surface  développable  engendrée 
]>ar  une  droite  mobile,  constamment  parallèle  à  une  droite  donnée,  et  dirigée 
dans  son  mouvement  par  une  courbe  aussi  donnée ,  qu'on  appelle  la  directrice. 

53.  Solution. — Premier  cas.  —  Le  point  de  contact  est  donné  sur  la  surface. 
On  mène  par  ce  point  la  droite  génératrice  de  kt  surface  ;  cette  droite  ren- 
contre la  directrice  en  un  point,  par  lequel  on  mène  une  tangente  à  cette 
courbe  :  la  tangente  et  la  droite  de  la  surface  déterminent  le  plan  tangent 
demandé.  Ce  plan  ne  touche  pas  seulement  la  surface  au  point  donné;  il 
contient  (  art.  5 1  )  l'élément  cylindrique  qui  est  compris  entre  deux  droites 
parallèles  consécutives ,  et  dont  il  est  le  prolongement  ;  ce  contact  du  plan  et 
de  la  surface  a  lieu  pour  tous  les  points  de  la  droite  génératrice ,  menée  par 
le  point  donné. 
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Deuxième  cas.  — Le  point  donné  est  hors  la  surface.  On  mène  parle  point 
donné,  une  tangente  à  une  section  de  la  surface  cylindrique  dont  le  plan  passe 
par  ce  point;  cette  tangente,  et  la  droite.de  k  surface  menée  par  le  point  de 
contact,  déterminent  le  plan  demandé. 

Autrement^  on  mène  par  le  point  donné  une  parallèle  D  à  la  droite  gé- 
nératrice de  la  surlace  cylindrique;  le  plan  d'une  section  quelconque  de  la 
surface  coupe  la  droite  D  en  un  point  par  lequel  on  mène  une  tangente  à  la 
section;  la  droite  de  la  surface  qui  passe  par  le  point  de  contact,  et  sa  pa* 
rallèle  D  déterminent  le  plan  tangent  demandé. 

Troisième  cas.  — Le  plan  tangent  est  parallèle  à  une  droite  donnée.  On  mène 
par  un  point  quelconque  de  l'espace  deux  droites ,  l'une  parallèle  k  la  droite 
donnée,  et  l'autre  parallèle  à  la  droite  génératrice  de  la  surface  cylindrique  ;^ 
on  joint  ces  deux  droites  par  une  troisième,  telle  qu'on  puisse  mener  une 
tangente  à  là  surface  cylindrique,  qui  lui  soit  parallèle.  Cette  tangente 
et  la  droite  de  la  surface  menée  par  le  point  de  contact  déterminent  le 
plan  tangent;  ce  plan  sera  parallèle  à  la  droite  donnée,  parce  qu'il  passe 
par  des  droites  parallèles  à  deux  autres  droites  qui  coupent  cette  droite 
donnée. . 

54-  ExpUoatian  desjîg,  i,  a ,  3,  /?/.  6,  relatives  aux  trois  cas  du  problème 
proposé.  Pour  ces  trois  cas,  la  surface  est  un  cylindre  à  base  circulaire ,  c'est*^ 
à-dire  qu'elle  est  engendrée  par  une  droite  mobile  qui  a  pour  directrice  un 
cercle,  et  on  suppose  dans  les  trois  figures  que  le  cercle,  base  d'un  cylindre 
oblique,  est  donné  sur  le  plan  horieontal;  XY  est  sur  diaque  figure  Tinter- 
seotion  du  plan  horizontal  du  plan  vertîcsd. 

(  Fig.  1 ,  pi.  &  )  Premier  cas.  —  Le  point  de  contact  ée  èa  surface  cylindrique 
et  du  plan  tangent  ^  n*esLdùnmé  que  par  l'une  de  ses  projections. 

Soit  ÂBCD  la  section  circulaire  du  cylindre,  donnée  sur  le  plan  horizontal 
de  projection  ;  la  génératrice  du  (Tflindne  est  parallèle  à  une  droite  donnée 
(GZ,  G'z).  Ayant  mené  les  diamètres  AB,  GD^  l'uii  parallèle  k  l'intersec- 
tion XY  des  plans  de  projection,  l'autre  perpendiculaire  à  la  projection 
horizontale  GZ  dTune  parallèle  à  la  génératrice  du  cylindre,  on  tirera 
par  les  points  G,  D  les  droites  C£^  DF,  parallèks  à  GZ,  et  par  Jes  points 
a,  ir,  projections  verticales  des  extrémités  A,  B  du  diamètre  AB,  les  pa- 
rallèles agy  èh  à  la  projection  verticale  O'z  dé  la  droite  dociilée  (GZ,  G'z). 
Les  deint  premières  parallèles  CE,  BF  sont  lès  limites  de  la  projection  hori- 
zontale dn  cylindre^  od,  plus  exactement^  de  toutes  les  lignes  appartenantes 
à  cecylitKih'e;  tes  deux  dernièros  ag^  M  forment  les  Hmites  de  la  pro|ectron 
vertic^ile. 

Le  point  dé  contact  de  la  surface  cylindrique  est  dcmné  par  une  seule  pro^ 
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jectîon.  Soit  K  la  projection  horizontale  donnée  ;  on  construira  d'abord  la 
seconde  projection  k  ou  k'. 

Toutes  les  droites  de  la  surface  cylindrique  étant  parallèles  entre  elles,  celle 
qui  passe  par  le  point  de  contact  a  pour  projection  horizontale  une  droite 
KL  parallèle  à  CE  ou  DF;  mais  cette  droite  coupe  le  cercle  donné  aux  points 
L,  M,  qui  ont  pour  projections  verticales  les  points  l,  m;  donc  la  droite  lo 
ou  mo\  parallèle  à ^^  ou  M,  contiendra  la  projection  verticale  du  point  de 
contact.  Cette  projection  doit  aussi  se  trouver  sur  la  perpendiculaire  iLf  à  XY, 
qui  coupe  les  droites  Zo,  mo*  aux  points  k,  k';  d'où  il  ^^uit  que  le  point  de 
contact  est  (K,  k)  ou  (K,  k'). 

Les  plans  tangens  à  la  surface  cylindrique,  menés  par  ces  joints,  ne  diffè- 
.  rent  pas  (  art.  49)  des  plans  tangens,  conduits  par  les  droites ;4e  la  surface 
(LMO,/o),  (MO,w2o');  or  ces  droites  de  contact  rencontrent  le.cercle  ABCD 
aux  points' L,  M;  les  plans  tangens  en  ces  points  auront  donc  pour  traces 
sur  le  plan  horizontal ,  les  tangentes  au  cercle  LP,  MQ.  Les  mêmes  droites 
de  contact  rencontrent  le  plan  vertical  aux  points  o,  o;  joignant  ces  points 
et  ceux  où  les  tangentes  LP,  MQ  coupent  la  droite  XY,  on  auça  le3  traces 
verticales  Po,  Qo'  des  plans  tangens  aux  points  (K,  ^),  (K,^')  du  cylindre. 

On  vérifiera  l'exactitude  des  opérations  précédentes  par  les  considérations 
suivantes. 

Les  deux  plans  tangens,  passant  par  des  droites  de  la  surface  qui  sont 
parallèles  entre  elles,  se  coupent  suivant  une  parallèle  à  ces  droites  :  or  cette 
parallèle  (RV,  /v)  coupe  le  plan  vertical  au  point  (V,*');  donc  les  deux 
traces  Vo,  Qo',  prolongées,  passent  par  le  point  \^»  Les  horizontales  des  plans 
tangens  menées  par  les  points  de  contact  (K,  >f),  (K,  >f'),  coupent  le  plan 
vertical  aux  points  s  y  t;  donc  ces  points  doivent  se  trouver  l'un  sur  la  trace 
Pv',  et  l'autre  sur  la  trace  Q*'. 

Les^g'.  a  et  3,  que  nous  allons  expliquer,  se  rapportent  aux  deux  autres 
cas;  les  points  et  lignes  analogues  sont  marqués  des  menées  lettres  dans  les 
trois  figures. 

55.  (Fig.  2 ,  pi.  6.  )  Deuxième  cas.  — Le  point  donné  est  hors  la  surface.  Soit 
(N,  n)  le  point  donné  hors  la  surface;  la  parallèle  à  la  génératrice  du  cylin* 
^re,  menée  par  ce  point,  coupe  le  plan  vertical  au  point  (V,  i^\  et  le  plan  du 
cercle  ABCD  au  point  R,  par  lequel  on  mène  les  tangentes  RL,  RM  à  ce 
cercle.  Ces  tangentes  sont  les  traces  horizontales  des  deux  plans  tangens  au 
cylindre,  qu'on  peut  mener  par  le  point  donné  ;  les  points  P  et  Q  de  ces  traces 
prolongées  jusqu'à  ce  qu'elles  coupent  la  droite  XY,  appartiennent  aux  traces 
verticales  des  mêmes  plans  tangens.  On  aura  ces  traces  en  joignant  le  point  9 
et  les  points  P  et  Q  par  les  droites  Vu,  Qy. 
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Les  plans  tangens  (RPf')»  (RQ^)  touchent  le  cylindre  suivant  les  droites 
(LO,  ^  )  et  (Mu,  mtà)  :  or  ces  droites  coupent  le  plan  vertical  aux  points 
(O,  0)9  (i^  •»');  donc  ces  points  doivent  se  trouver,  l'un  en  o  sur  la  trace  ver- 
ticale Pi^  du  premier  plan  tangent,  et  Tautre  en  m  sur  la  trace  Qy  du  second 
plan. 

L'horizontale  (  NN',  rm')  du  premier  plan  rencontre  le  plan  vertical  au 
point  7i'  de  la  trace  P^;  une  horizontale  du  second  plan ,  menée  par  le  même 
point  donné  (N,  1»),  coupe  aussi  le  plan  vertical  en  un  point  de  la  trace  verti- 
cale Qt^  de  ce  second  plan. 

56.  (Fig.  3 ,  pL  6.  )  Troisième  cas.  —  Le  plan  tangent  est  parallèle  à  une 
droite  dçnnée. 

Soit  (UZ ,  uz)  la  droite  donnée  ;  par  un  point  (Z,  z)  de  cette  droite,  on 
tire  une  droite  (GZ^  G'z)y  parallèle  à  la  génératrice  du  cylindre  dont  la  direc* 
tion  est  connue.  Les  deux  droites  (UZ,  uz),  (6Z,  &z)  déterminent  un  plan 
dont  la  traee  sur  le  plan  du  cercle  ABCD  est  GU  :  on  mène  deux  droites  RP, 
R'Q, tangentes  à  ce  cercle  et  parallèles  à  GU;  ces  droites  sont  les  traces  hori- 
zontales des  deux  plans  tangens  qu*on  peut  mener  parallèlement  à  la  droite 
donnée.  Ces  plans  touchent  le  cylindre  suivant  les  droites  (LO,  &>),  (Mm,  moj') 
qui  coupent  le  plan  vertical  aux  points  ^O,  o),  (#9  a»")  9  ^^^  ^  ^^^  que  les 
traces  verticales  des  plans  tangens  sont  Voi^j  QgjV.  Ces  traces  sont  parallèles 
entre  elles,  et  parallèles  à  une  droite  telle  que  (G«,  G  «'),  intersection  du  plan 
vertical  de  projectio^  et  du  plan  conduit  par  les  deux  droites  (  ZG ,  zG'  ) , 
(ZU,  zu).  On  obtient  cette  droite  (Ga,  GV)  en  menant  par  le  point  G  de  là 
droite  donnée  (GZ,  G'i),  la  parallèle  G«  à  lY,  qui  coupe  Fautre  droite  donnée 
(UZ,  uz)  au  point  («,  eé')  ;  ce  qui  détermine  la  droite  GV,  parallèle  aux  traces 

57.  Quoique  nous  n*ayons  considéré  qu'un  cylindre  particulier,  celui  dont 
la  base  ou  Tintersection  par  l'un  des  plans  de  projection  est  un  cercle,  on 
résoudrait  de  la  même  manière  les  trois  derniers  problèmes  pour  tout  autre 
cylindre.  Le  nombre  de  solutions  pour  chaque  problème  dépend  de  la  base 
du  cylindre,  c'est-à-dire  de  la  section  du  cylindre,  donnée  sur  le  plan  hori- 
zontal. Lorsque  cette  base  est  un  cercle,  une  droite  ne  peut  couper  la  sur&ce 
du  cylindre  qu'en  deux  points;  et,  par  un  point  pris  en  dehors  de  cette  sur- 
face ,  on  ne  peut  lui  mener  que  deux  plans  tangens.  On  conçoit  facilement 
une  surface  cylindrique  qui  serait  coupée  par  une  droite  en  un  plus  grand 
nombre  de  points,  et  à  laquelle  on  mènerait  par  un  point  pris  en  dehors, 
autant  de  plans  tangens  qu'on  pourrait  mener  de  tangentes  à  une  section 
plane  du  cylindre,  par  un  point  pris  en  dehors  de  cette  section* 
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Deuxième  exemple  de  plan  tangent.  —  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface, 
conique  :  i^  par  un  point  pris  sur  la  surface;  a^  par  un  point  pris  hors  la 
surface;  3*  parallèlement  à  une  droite  donnée?  (  PI.  7.) 

On  nomme  suif  ace  conique  ^  une  sur£ice  développable,  engendrée  par 
une  droite  mobile,  assiijétie  à  passer  constamment  par  un  point  donné,  et 
par  une  courbe  qu'on  appelle  la  directrice  de  la  droite  génératrice. 

58.  Solution.  —  Premier  cas.  —7  Le  point  de  contact  est  4onné  sur  la  surface. 
Ou  mène  par  ce  point  la  droite  génératrice  de  la  surface  ;  cette  droite  ren- 
contre la  directrice  en  un  point,  par  lequel  on  mène  une  tangente  à  cette 
courbe.  La  tangente  et  la  droite  de  la  surface  déterminent  (art.  5i)le  plan 
tangent  demandé.  Ce  plan  ne  touche  pas  seulement  la  surface  au  point 
donné;  il  contient  Télémenfqui  est  compris  entre  deux  droites  concourantes 
vers  le  sommet  du  cône,  et  dont  il  est  le  prolongement  :  le  coixtact  du  plan 
et  de  la  surface  a  lieu  pour  tous  les  points  de  la  droite  menée  par  le  point 
donné. 

Deuxième  cas.  —  Le  point  est  donné  hors  la  surface.  On  mène  par  le  point 
donné  une  tangente  À  une  courbe  de  la  surface  conique,  dont  le  plan  passe 
par  ce  point  La  droite  de  la  surface  conique  menée  par  le  point  de  contact 
de  la  courbe  et  de  la  tangente,  et  la  tangente  elle-même ,  déterminent  le  plan 
demandé.  Autrement  y  on  mène  par  le  point  donné  et  par  le  sommet  du  cône 
une  droite  D,  qui  est  rencontrée  par  le  plan  d'une  section  connue  du  cône 
en  un  point,  par  lequel  on  mène  une  tangente  à  la  section  ;  la  droite  du  cône 
qui  passe  par  le  point  de  contact,  et  la  droite  D  appartiennent  au  plan  tan- 
gent demandé. 

Troisième  cas. — Le  plan  tangent  est  parallèle  à  une  droite  donnée.  On  mène 
par  le  sommet  de  la  surface  conique  une  parallèle  à  la  droite  donnée ,  et  on 
prend  sur  cette  parallèle  un  point  par  lequel  on  puisse  mener  unç  ^ngente  à 
une  ligne  connue  de  la  surface  conique.  Cette  tangente  et  la  parallèle  à  la 
droite  donnée ,  fixent  la  position  du  plan  tangent.  La  droite  de  contact  du 
plan  et  du  cône  est  déterminée  par  le  point  de  contact  dé  la  tangente  à  la 
ligne  connue  de  la  surface  conique. 

59.  Explication  des  fig.  i,  a,  3, /?/.  7,  relatives  aux  trois  cas  du  problème 
proposé.  On  suppose  que  pour  ces  trois  cas  la  surface  est  un  cône  à  base  cir- 
culaire, c'est-à-dire  qu'elle  est  engendrée  par  une  droite  mobile  qui  s'appuie 
sur  un  cercle  comme  directrice.  Le  cercle,  base  du  cône,  est  donné  sur  le  plan 
horizontal  ;  la  droite  XY  est  sur  chaque  figure  l'intersectioA  du  pldB  horn 
zontal  et  du  plan  vertical  de  projection. 
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(  Kg.  I,  pi.  7.  )  Premier  cas.  —  Le  point  de  contact  de  la  surface  conique  et 
du  plan  tangent^  n'est  donné  que  par  Vune  de  ses  projections.  Soit  ABCD  Tin* 
tersection  du  cône  par  le  plan-  horizontal  ;  on  prend  cette  intersection  pour 
la  base  du  cône  qui ,  dans  ce  cas  particulier,  est  un  cercle  du  rayon  >A  ;  le 
sommet  du  cône  est  donné.  Soient  E,  e  les  projections  horizontale  et  verti- 
cale de  ce  sommet;  les  tangentes  EC,  ED  menées  par  le  point  E  au  cercle 
ABGDy  sont  les  limites  de  la  projection  horizontale  du  cône  ;  elles  peuvent  être 
considérées  comme  les  traces  horizontales  de  deux  plans  tangens  verticaux , 
qui  touchent  le  cône  suivant  les  droites  (EG,  ec\  (ED,  ed).  Ayant  mené  le  dia- 
mètre AB  parallèle  à  l'intersection  XY  des  deux  plans  de  projection,  les 
droites  du  cône  qui  passent  par  les  points  A  et  B,  ont  pour  projections  verti*» 
cales  les  droites  ea^  eb  qui  sont  les  limites  de  la  projection  verticale  da  cône. 

Le  point  de  contact  de  la  surface  conique  est  donné  par  une  seule  projec- 
tion. Soit  K  {Jig.  I  )  la  projection  horizontale  donnée,  on  construira  d'abord 
ta  seconde  projection  k  ou  k^  du  point  de  contact. 

Toutes  les  droites  de  la  surface  conique  devant  passer  par  le  sommet  du 
cône ,  celle  qui  passe  par  le  point  de  contact  (R ,  i(  )  ou  (K ,  ^'  ),  a  pour  projec- 
tion horizontale  là  droite  ERML,  qui  coupe  le  cercle  donné  ABCD  aux 
points  L ,  M;  mais  les  droites  du  cône  qui  passent  par  ces  points  d'intersec- 
tion ont  pour  projections  verticales  les  droites  /e,  me^  et  elles  contiennent 
par  hypothèse  les  points  de  contact;  donc  ces  points  se  trouvent  en  projection 
verticale,  et  sur  la  perpendiculaire  R^  à  Tintersection  commune  XY  des  plans 
de  projection,  et  sur  les  droites  le,  me,  par  conséquent  aux  intersections  k, 
k'  de  ces  droites  et  de  la  perpendiculaire  R^;  d'où  il  suit  que  le  point  de  la 
surface  conique,  pour  lequel  on  demande  le  plan  tangent,  est  ou  (R,  k)y  ou 
(R,  i'),  et  que  les  droites  de  contact  sont  (EL,  e/)  pour  le  premier  point, 
et  (EM,  em)  pour  le  second. 

Ces  droites  de  contact  rencontrant  le  cercle  donné  aux  pointé  L  et  M ,  les 
plans  tangens  en  oes  points  auront  pour  traces  horizontales  les  tangentes 
LP,  MQ  du  cercle  ABCD.  Les  mêmes  droites  de  contact  rencontrent  le  plan 
vertical  aux  points  o,  o';  joignant  ces  points  et  ceux  où  les  tangentes  LP,  MQ 
coupent  k  droite  XY,  on  aura  les  traces  verticales  Po,  Qo'  des  plans  tangens 
aux  points  (R,  4) ,  (R,  4')  de  la  surface  conique. 

On  vérifiera,  comme  pour  le  cylindre  (art.  54),  les  opérations  graphiques 
par  lesquelles  on  vient  de  trouver  les  traces  des  plans  (RPo),  (RQo')  tangens 
aux  cônes. 

Les  deux  plans  tangens  (RPo),  (ROo")  se  coupent  suivant  la  droite  (ER,  er)  : 
or  cette  droite  coupe  le  plan  vertical  au  point  r^  de  la  droite  Yf^/  donc  les 
traces  Po,  Qo'  passent  par  ce  point  r. 
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Les  horizontales  des  plans  tangens  menées  par  les  points  de  contact 
(K,^),  (K,if')  coupent  le  plan  vertical  aux  points  s  et  t;  donc  ces  points 
doivent  se  trouver  l'un  sur  la  trace  verticale  Pw,  et  l'autre  sur  la  trace  ver- 
ticale Qyo\ 

60.  Les/îg.  9L  et  3  que  nous  allons  expliquer  se  rapportent  aux  deux  autres 
cas;  les  points  et  lignes  analogues  sont  marqués  des  mêmes  lettres  dans  les 
trois  figures. 

(  Fîg.  2 ,  pi.  7.  )  —  Deuxième  cas.  —  Le  point  donné  est  hors  de  la  surface. 
Soit  (N,  r)  le  point  donné  hors  la  surface^  par  leqjael  iLs'agit  de  mener  ua 
plan  tangent  à  cette  surface.  Puisque  tous  les  plans  tangens  d'unxône  passent 
par  le  sommet  du  cône ,  le  plan  demandé  passera  par  la  droite  (EN^  en)  qui 
joint  ce  sommet  et  le  point  donné  :  or  cette  droite  coupe  le  plan  du  cercle 
donné  AfiCD  au  point  R ,  par  lequel  on  peut  mener  les  tangentes  RL,  RM  à 
ce  cercle  ;  donc  ces  tangentes  sont  les  traces  horizontales  des  plans  tangena 
au  cône ,  qu'on  peut  mener  par  le  point  donné.  D'ailleurs  ces  plans  sont 
conduits  par  la  droite  (EN,  en)  qui  coupe  le  plan  vertical  au  point  v;  donc 
ils  ont  pour  traces  verticales  les  droites  Pt',  Q«. 

Les  plans  tangens  (RP^),  (RQp)  touchent  le  cône  suivant  les  droite» 
(EL,  €l\  (EM,  em)  qui  coupent  le  plan  vertical  de  projection  aux  points  o 
et  «>;  donc  ces  points  doivent  se  trouver  l'un  sur  la  trace  verticale  Pw^. l'autre 
sur  la  trace  Qv». 

L'horizontale  (NN',  nn')  du  premier  plan  tangent  (RPi')  rencontre  le  plan 
vertical  au  point  n  de  la  trace  P^^  et  l'horizontale  (NT,  nt)  le  rencontre  au 
point  t  qui  se  trouve  sur  la  trace  Qu  du  second  plan  tangent  (RQO- 

(Fig.  3,.  pi.  7.) —  Troisième  cas.  —  Le  plan  tangent  est  parallèle  à  une  droite 
donnée.. 

Soit  (  UZ,  2^)  la  droite  donnée.  La  parallèle  à  cette  droite,  n^enée  par 
le  sommet  du  cône,  ayant  pour  projection  les  droites  ER,  er,  elle  coupe 
les  plans  de  projection  aux  points  R  et  (^,  par  lesquels  les  traces  des  plans 
tangens  doivent  passer;  d'où  il  suit  que  les  tangentes  RL,  RM  menées  par 
le  point  R  au  cercle  ABCD,  sont  les  traces  horizontales  de  ces  plans.  Ges 
traces  coupent  la  droite  XY  aux  points  P  et  Q;  d'où  il  suit  que  les  droites  Pk, 
Qy  sont  les  traces  verticales  des  plans  tapgens. 

Les  points  (  O,  o  )  et  (O',  »  )  du  plan  vertical  de  projection  que  l'on  con- 
struit comme  sur  la  figure  précédente ,  appartiennent  l'un  à  la  trace  Pw ,  efe 
l'autre  à  la  trace  Q^». 

En  substituant  au  cercle  ABCD,  intersection  d'un  cône  par  le  plan  hori- 
zontal,  toute  autre  courbe,  on  résoudrait  de  la  même  manière  les  trois,  cas  du 
plan  tangent  au  cône  proposé. 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE.  3? 

Du  plan  tangent  à  la  surface  développable,  engendrée  par  une  droite  mobile, 
qui  passe  par  deux  courbes  données.  (Troisième  exemple.  ) 

6i.  Trois  couii>es  sont  nécessaires  pour  diriger  le  mouvement  d'une  droite 
qui  engendre  la  sur&ce  réglée  générale  ;  mais  lorsque  cette  surface  est  déve- 
loppable ,  deux  courbes  suffisent.  En  effet,  soient  G  et  C  les  deux  courbes 
données;  on  prend  sur  la  première  C  un  point  quelconque  P  que  l'on  regarde 
.  comme  le  sommet  d'un  cône  qui^  a  pour  base  la  courbe  C  La  courbe  C 
étant  donnée 9  la  tangente  à  cette  courbe  au  point  P  est  déterminée;  on  mène 
par  cette  tangente  un  plan  tangent  au  cône  (art.  58);  la  droite  de  contact 
appartient  à.la.  surface  développable  demandée. 

Prenant  sur  la  courbe  G  un  autre  point  P',  sommet  d'un  second  cône  pas- 
sant par  la  courbe  G',  le  plan  tangent  à  ce  xône  mené  par  la  tangente  à  la 
courbe  C  au  point  P',  passera  par  une  tangente  à  la  courbe  G';  nommant  Q' 
le  point  de  contact  sur  cette  courbe  G',  une  droite  de  la  surface  développable 
passera  par  les  points  P'  et  Q';  on  obtiendra  ainsi  une  série  de  droites  PQ , 
P'Q',  P'Q'  àonX  le  lieu  géométrique  est  la  surface  développable  demandée. 
Cettef  construction  a  pour  objet  de  déterminer  les  couples  de  tangentes  aux 
courbes  G  et  G',  qui  sont  situées  dans  le  même  plan;  les  plans  successifs  de 
ces  divers  couples  se  coupent,  et  les  droites  d'intersection  appartiennent  à  la 
surface  développable,, car  deux  droites  tangentes  aux  courbes  G  et  G'  étant 
dans  un  même  plan,  les  deux»  droites  consécutives  infiniment  voisines  qui 
s'appuient  sur  ces  deux  courbes  et  sur  leurs  tangentes>  sont  aussi  dans  ce 
]^n  :  ce  qui  est  le  caractère  des  airfaces  développables. 

63.  Ayant  construit  les  droites  de  la  surface  développable  qui  passe  par 
deux  courbes  données^  il  s'agit  de  lui  mener  un  plan  tangent,  1^  par  un  point 
donné  sur  la  surface,..  %^  pac  un  point  donné  hors  la  surface,  ou  parallèle- 
ment à  une  droite  donnée. 

Premier  cas.  —  Le  point  est  donné  sur  la  surface.  Soit  D  la  droite  de  la 
surface  qui  passe  par  ce  point;  cette  droite  rencontrera  l'une  des  courbes 
données  G,  C,  ou  toute  autre  courbe  de  la  surface  à  laquelle  on  sait  mener 
des  tangentes;  la  tangente  à  cette  courbe  menée  par  le  point  de  rencontre, 
et  la  droite  D,  déterminent  le  plan  tangent  demandé. 

Deuxième  cas.  -—  Le  point  est  donné  hors  la  surface.  On  mènera  par  ce 
point  P  un  plan  quelconque  qui  coupera  la  surface  suivant  une  courbe  que 
Son  construira  par  points  ;  la  tangente  à  cette  courbe ,  menée  par  le  point  P^ 
la  touchera  en  un  point  P';  la  droite  de  la  surface  développable  qui  passe 
par  CA  point  PVet  la  droite  PP'  qui  joint  les  points  P  et  P',  déterminent  le 
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plan  tangent  qui  passe  par  le  point  donné  hors  de  la  surface.  Si  le  plan  tan- 
gent doit  être  parallèle  à  une  droite  donnée ,  on  coupe  la  sur&ce  par  on  plan 
mielconque  qui  passe  par  tme  parallèle  à  cette  droite,  et  on  mène  une  se- 
conde parallèle,  tangente  à  la  section;  le  plan  mené  par  cette  tangente  et 
Dar  la  droite  de  la  sur&ce  déiwloppable  qui  passe  for  le  point  de  contact. 
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section  méridieime  6bdt  divisée  en  deux  parues  égales  par  Taxe  £c.  Faisant 
KNL  rr:  AM',  et  élevant  par  le. point  M' la  verticale  tmnn'n'  qui  coupe  la  sec- 
tion méridienne  aux  points  ti\  n"^  les  horizontales  nm,  rUrri  contiennent  les 
projections  verticales  des  points  de  contactée  la  surface  de  révolution^  cor- 
respondantes à  la  projeotion.  horizontale  donnée  M  \  d'où  il  suit  que  ces  prd** 
jections  verticales  sont  déterminées  par  la  rencontre  des  droites  vim^  rUni  et 
de  la  perpendiculaire  VMm  à  l'intersection  XY  des  plans  de  projection.  Le 
point  connu  de  la  sucface  étant  (M,  m)  on  (M,  m'),  il  s'agit  de  trouver  les 
traces  du  plan  tangent  mené  par  l'un  et  l'autre  point ,  en  observant  que  dans 
le  cas  particulier  où  la  section  méridienne  est  une  ellipse  bcde^  les  points 
m^jfini  sont  à  égale  distance  du  second  axe  de  de  l'ellipse,  perpendiculaire  au 
premier  hc^ 

La  tangente  à  l'ellipse  au  point  r',  coupe  la  droite  XY  au  point  l\  et  cette 
tangente,  considérée  successivement  dans  les  plans  méridiens  AL'^  AL,  coupe 
le  pian  horizontal  aux  point  L',  L  j  d'où  il.  suit  que  la  tangente  au  point  (M^m) 
de  la  section  méridienne  AN(>  rencontre  le  plan  horizontal  au  point  L  ;  le 
plan  tangent  au  même  point  (M,  ni)  passera  donc  aussi  par  le  point  L ,  et 
ccxnme  il  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  vertical  AML,  il  a  pour  trace 
sur  le  plan  horizontal  la  droite  LQ  perpendiculaire  à  AL.  D'ailleurs  l'hori- 
zontale (MP,  mp)  du  plan  tangent  coupe  le  plan  vertical  au  point/?;  donc  le 
plan  tangent  (LQ/>)  au  point  (M^  m)  de  la  sur&ce  de  révolution,  a  pour  trace 
sur  le  plan  vertical  la  droite  Qp. 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  le  plan  tangent  an  point  (M,  m')  a 
pour  traces  sur  les  plan»  de  projection  les  droites  KR  et  Kf .  Ijcs  deux  traces 
horizontales  LQ,  KR  perpendiculaires  à  la  même  droite  AM,  sont  parallèles» 
et  les  deux  traces  verticales  Q/?^  Bj  se  coupent  en  un  point  ^,  qui  est  situé 
sur  le  prolongement  de  Taxe  horizontal  de  l'ellipse,  par  la  même  raison  que 
les  tangentes  aux  points  vly  vl  de  cette  ellipse,  se  rencontrent  au  point  ^  dit 
même  axe.  Les  deux  plans  tangens  à  l'ellipsoïde  de  révolution  ayant  leurs 
points  de  contact  sur  le  même  méridien ,  et  à  même  distance  du  centre  de 
l'ellipsoïde ,  ils  se  coupent  suivant  une  horizontale  située  sur  le  plan  du  plus 
grand  cercle  de  la  surface  dont  le  diamètre  est  de;  cette  horizontale  se  pro- 
jette donc  sur  le  plan  vertical  suivant  la  droite  de  :  d'où  il  suit  que  cette 
droite  de  prolongée ,  doit  passer  par  le  point  s  de  l'intersection  des  deux  plans 
tangens» 

On  s'assurerait  de  l'exactitude  des  traces  verticales^^,  Q^  des  plans  tangens, 
en  cherchant  les  points  de  rencontre  du  plan  vertical  et  des  tangentes  à  la 
section  méridienne  menées  par  les  points  .donnés.  Ces  tangentes  ont  pour 
projections  verticales  les  droites  Imy  im\  et  pour  projections  sur  le  plan  ho- 
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rizontal,  la  droite  unique  ALMT.  Considérant  cette  droite  AT  comme  la  trace 
horizontale  d'un  plan  vertical  qui  coupe  le  plan  vertical  de  projection  sui- 
vant la  verticale  iTi^  les  points  d'intersection  f ,  i  de  cette  verticale  et  des 
droites  hn^  hri  prolongées,  se  U*ouvent  nécessairement  l'un  sur  la  direction 
de  la  trace  Qp,  et  l'autre  sur  la  direction  de  la  trace  Rj. 

De  ce  que  la  tangente  ïri  coupe  l'axe  abc  au  point  o,  il  s'ensuit  que  la 
droite  hn  prolongée  doit  passer  par  le  même  point;  car  on  peut  considérer  le 
point  o  de  l'axe  de  révolution  comme  le  sommet  d'un  c&ne  droit,  circonscrit 
à  la  surface  de  révolution  suivant  le  cercle  dû  diamètre  nV;or  les  droites 
de  ce  cône  droit  sont  des  tangentes  aux  sections  méridiennes,  mêlées  par  les 
points  du  cercle;  donc  la  tangente  qui  passe  par  le  point  (M,  m)  a  pour  pro- 
lection  verticale  la  droite  hno^  qui  passe  par  le  point  o  de  l'axe  ahe.  On  prou* 
verait  de  la  même  manière  que  les  droites  li^k^  rrik  prolongées  doivent  passer 
par  le  point  d  du  même  axe  abc. 

Ayant  prolongé  le  plan  méridien  DAE  parallèle  au  plan  vertical  de  pro- 
tection ,  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  en  Q'  la  trace  horizontale  LQ  du  plan 
tangent  (LQ/>)  >  1^  pl^n  méridien  et  le  plan  tang«it  se  coupent  suivant  la 
droite  (AQ',  o^');  d*où  il  suit  que  la  projection  verticale  ot^  de  cette  droite 
est  parallèle  à  la  trace  verticale  Qt  du  plan  tangent  (LQ'Qp)-  On  trouverait 
de  la  même  manière  la  parallèle  à  la  trace  verticale  R5  du  plan  tangent(KRj), 
passant  par  le  point  d  de  l'axe  de  révolution  od. 

65.  Le  chapitre  suivant  traitera  des  intersections  de  surfaces  par  des 
plans  et  par  d'autres  surfaces  courbes,  des  tangentes  aux  courbes  qui  résul- 
tent de  la  pénétration  des  surfeces;  il  contiendra  de  nouveaux  exemples  de 
plans  tangens.  On  y  considérera  les  plans  tangens  de  la  seconde  espèce  qui 
sont  à  la  fois  tangens  et  sécans,  et  on  donnera  quelques  exemples  des  lignes 
luivant  lesquelles  ces  plans  prolongés  au-^elà  du  point  de  contact,  coupent 
les  surfaces. 
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CHAPITRE  III. 

Mes  intersections  de  surfaces  courbes  par  des  plansy  et jkor  d'autres  surfaces 

.courbes. 

5  I*'.  DBS  iTITERSECTIOïfS  DE  SURFACES  COURBES  PAR  DES  PLANS, 

66.  La  coiirbe  d'intersection  d'une  surface  par  un  plan,  passe  .par  tous  les 
-points- dans  lesquels  ce4>lan  coupe  un  système  de  lignes  données  sur  la  sur- 
face. 

Considérant  sur  la  surface  donnée  une  ligne  quelconque  ^  qui  rencontre  le 
plan  coupant  en  un  ou  plusieurs  points,  ces  points  appartiennent  à  l'inter- 
jection de  la  surface  et  du  plan.  La  ligne  de  la  surfisice  que  l'on  considère, 
•peut  être  ou  une  ligne  droite,  ou  une  ligne  courbe  plane ^  ou  une  courbe 
.à  double  courbure  ;  tous  les  problèmes  relatifs  à  l'intersection  des  surfaces 
se  réduisent  donc  à  trouver  l'intersection  de  l'une  de  ces  trois  lignes  par  un 
plan. 

Si  la  surface  a  pour  génératrice  une  ligne  droite,  le  plan  coupant  rencon- 
trera cette  droite  dans  toutes  ses  positions. 

Le  problème  qui  consiste  à  trouver  le  point  de  rencontre  d'une  droite  et 
d'un  plan  ayant  été  résolu  (art.  17),  on  appliquera  la  même  solution  à  toutes 
les  droites  de  la  surface.  La  ligne  continue,  menée  par  tous  les  points  d'inter- 
section de  ces  droites ^t  du  plan,  sera  l'intersection  de  la  surface  proposée 
par  le  plan  donné. 

67.  Lorsque  la  surface  a  pour  génératrice  une  courbe  plane,  dont  le  plan 
est  variable  de  position ,  et  qui  varie  elle-même  dans  son  plan,  le  plan  va- 
riable ,  considéré  dans  une  position  déterminée ,  rencontre  le  plan  coupant 
suivant  une  droite ,  et  les  deux  plans  n'ont  de  commun  que  les  points  de  cette 
droite  ;  d'où  il  suit  vque  les  points  d'intersection  du  plan  coupant  et  de  la 
courbe  génératrice  se  trouvent  nécessairement  sur  cette  droite.  On  a  vu 
(art.  16)  comment  on  trouve  la  ligne  d'intersection  de  deux  plans;  cette  ligne, 
et  la  courbe  génératrice  située  dans  le  plan  que  l'on  considère,  se  coupent  en 
un  ou  plusieurs  points  qui  appartiennent  à  la  courbe  d'intersection  de  la 
surface  proposée  et  du  plan  coupant. 

68.  Le  troisième  cas  et  le  plus  général  a  lieu,  lorsque  la  surface  est  engen- 
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di'ée  par  une  courbe  à  double  courbure.  On  ramène  ce  dernier  cas  au  pre- 
mier, eu  plaçant  la  courbe  génératrice  considérée  dans  une  position  déter- 
minée sur  une  surface  réglée,  dont  cette  courbe  est  prise  pour  l'une  des  trois 
directrices  (art.  5a).  Les  deux  autres  directrices  sont  arbitraires;  on  peut  se 
donner  deux  lignes  droites  placées  d'une  manière  quelconque  par  rapport  à 
In   i^nnrhe  dnnnép.  Prenant  un    noint  siir   fette  oonrhe.  on  mènfira.  nar  m 
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taie,  le  cercle  base  du  cylindre,  et  pour  projection  verticale,  la  droite,  trace 
du  plan  coupant  sur  le  plan  vertical.  Si  l'on  veut  connaître  cette  courbe 
telle  qu'elle  est  dans  son  plan ,  on  fait  tourner  ce  plan  jusqu'à  ce  qu'il  s'ap* 
plique  ou  sur  le  plan  horizontal  ou  sur  le  plan  vertical  de  projection,  et  on 
détermine  ce  que  devient  chaque  point  de  la  courbe  après  ce  mouvement 
de  rotation.  Cette  construction  est  le  principal  objet  à^sfig.  i,  iM^pl.  9. 

'jo.  Explicaxion  desfig.  u  î.ô?  \>b,pl.  9.  S<Mt  KRCOJig.  1,  la  base  circu- 
laire du  cylindre  droit  vertical;  élevant  les  perpendiculaires  AA'a,  BB'^  à  la 
commune  intersection  XY  des  plans  de  projection,  ces  perpendiculaires  sont 
les  limites  de  la  projection  verticale  du  cylindre.  Lay%.  i  comprend  les  deux 
projections,  horizontale  et  verticale. 

So\X,Yg(Jîg.  i)  la  trace  verticale  du  plan  coupant;  puisqu'on  suppose  ce  plan 
perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection,  sa  trace  sur  le  plan  horizontal 
sera  une  droite  FE,  perpendiculaire  à  l'intersection  XY  des  plans  de  projec- 
tion. La  courbe  d'intersection  du  cylindre  par  le  plan  EFg",  a  pour  projection 
horizontale  le  cercle  ABCD,  et  pour  projection  verticale  la  droite  F^. 

Pour  la  construire  dans  son  plan ,  on  suppose  que  ce  plan  tourne  autour 
de  sa  trace  verticale  F^,  et  on  cherche  ce  que  devient  un  point  quelconque 
(H,  K)  de  la  courbe,  lorsqu'il  s'applique  sur  le  plan  vertical.  La  distance  de  ce 
point  à  la  droite  F^  autour  de  laquelle  il  tourne,  est  égale  à  l'horizontale  H 'H. 
Ayant  transporté  la  trace  Yg  parallèlement  à  elle-même  en  Vg  (  fig.  i  .a),  et 
le  point  h  de  cette  trace  en  V,  la  perpendiculaire  V/t',  de  même  longueur  que 
l'horizontal  HH',  sera  la  distance  du  point  de  la  courbe  à  son  axe  de  rotation, 
et  l'extrémité  K  de  cette  perpendiculaire  sera  le  point  (H,  A)  de  la  courbe, 
appliqué  sur  le  plan  vertical.  On  aurait  le  point  K  de  cette  courbe,  situé  sur  la 
même  droite  VA',  en  prenant  YK  =  H'I  ;  ce  point  V  a  pour  projection  hori- 
zontale le  point  I  du  cercle  ABGD^  et  pour  projection  verticale  le  point  h 
situé  sur  la  droite  HIH'A.  On  trouverait  tant  d'autres  points  qu'on  voudrait 
delà  courbe  afthh'  (^fig.  i.a)  intei'section  dui^lindre  et  du  plan.  Chaque 
point  de  cette  courbe,  tel  que  A',  est  déterminé  (art.  3)  par  une  abscisse 
FV^:  FA,  comptée  sur  l'axe  des  abscisses  V'g\^X  par  une  ordonnée  \h  per- 
pendiculaire à  l'abscisse. 

Au  lieu  de  faire  tourner  le  plan  de  la  courbe  autour  de  l'une  des  traces 
du  plan  coupant  sur  les  plans  de  projection,  on  imagine  par  le  centre  O  du 
cercle  ABCD  deux  diamètres ,  l'un  perpendiculaire ,  l'autre  parallèle  à  la  trace 
horizontale  F£,  et  par  ces  diamètres  deux  plans  verticaux,  qui  rencontrent 
le  plan  coupant  "EFg  suivant  deux  droites,  l'une  (cejS,  F^),  l'autre  horizontale 
(Ct),  c),  perpendiculaire  4  la  première  an  point  (O^  c\  et  on  fait  tourner  le 
plan  de  la  courbe  successivement  aiitoiir  de  ces  deux  droites. 
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Transportant  la  droite  ab  parallèlement  à  elle-mérae  en  ceV»  6t  le  point  h 
en  J'  sur  la  perpendiculaire  ÀJ'  à  ah^  on  aura  les  points  h  y  K  de  la  courbe 
afi:KK{fig.  i.a),en  faisant  J'A=J'A''  =  JH  =  JI;ladroite«"P''(/?g^,  i.a)est, 
sur  le  plan  de  la  courbe,  la  droite  (AB,  aô),  {fig.  i  ). 

Abaissant  la  seconde  droite  (  CD ,  c)  sur  le  plan  horizontal  en  CD,  et  faisant 
tourner  le  plan  de  la  courbe  autour  de  cette  droite  transportée  en  CD,  le  point 
(H ,  Â)  de  la  courbe  décrira  un  cercle  d'un  rayon  égal  à  ch^ 

Ayant  élevé  la  perpendiculaire  HQ'  à  CD,  et  portant  du  point  Q'  en  P'  une 
droite  Q'P'  =  ch ,  le  point  F  sera  ce  que  devient  le  point  (H ,  1i)  de  la  courbe, 
après  avoir  tourné  autour  de  la  droite  (CD,  c)  pour  s'appliquer  sur  le  plan 
horizontal  passant  par  cette  droite. 

On  trouvera  de  la  même  manière  tant  d'autres*  points  de  la^  courbe  CDP/P" 
{fis-  '•^)»  ^^  ^^  diffère  pas  de  la  courbe  dc'hh'  (Jig.  i.a).  Si  Ton  compare 
les  dimensions  de  cette  oourbe  dans  les  deux  égares  i  .^r ,  lib,  on  aura  : 

CD=  ce"; aH  —  «y  =  afH./ig.  i ;  P'Q'= PV  =ph'  —fh\ 

De  la  tangente  à  la  courbe  d'intersection  d*wi  cylindre  droit  vertical  par  Ma- 

plan.. 

71.  La  tangente  en  un  point  quelconque  ( H ,  A)  de  la- courbe  appartient 
a^i  plan  tangent  du  cylindre;  elle  est  aussi  sur  le  plan  coupant  :  elle  est  par 
conséquent  l'intersection  de  ces  deux  plans  (art.  45)*  L^  P^^*^  tangent  au 
point  (Hj  h)  du  cylindre  vertical,  est  vertical  (art.  53),  et  a  pour  trace  sur 
le  plan  horizontal  de  projection  la  tangente  au  cercle  LH£  menée  par  le 
point  H  de  ce  cercle;  or  ce  plan  coupe  le  plan  de  la  courbe  au  point  £  de  la 
trace  horizontale  FE  :  le  point  de  la  courbe  (H,  A  )  est  commun  à  ces  deux 
plans,  donc  en  portant  FE  en  F'E'  (Jîg.  i.a),  et  joignant  le  point  h  de  la 
courbe  avec  le  point  E'  de  l'intersection  des  deux. plans ,.  la  droite  E'A'  sera  la 
tangente  au  pointa'  de  la  courbe  de  h  h". 

En  raisonnant  de  la  même  manière,  on, obtiendra  la  tangente  au  même 
point  (H',  A), rapporté  en  P'  sur  layfgr.  1.*.  La  tangente  LHE  coupe  le  dia- 
mètre CD  au  point  L  de  l'intersection  du  plan  tangent  et  du  plan  de  la  courbe. 
Joignant  ce  point  et  le  point  P'  de  la  courbe  par  uae  droite,  on  aura  la  tan- 
gente LP'  au  point  F  Cy%.  i.*"^,  et  h  (Jig.  i.a). 

72.  Comparant  \e%fig.  i.a  elfig.  1.6,  dont  chacune  représente  la  courbe 
résultant  de  l'intersection  du  cylindre  par  le  plan  (EF^^^jOn  a  :  M'EN=E'N'; 
TO  =  r'O'. 

la  courbe  CD^id  {fig.  i.b)  est  une  ellipse  qui  a  pour  axes  principaux  les 
droites  rectangulaires  CD  et  «jB.  En  décrivant  sur  le  plus  petit  de  ces  axes  ». 
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comme  diamètre ,  le  cercle  ABCD ,  on  voit  que  pour  les  points  du  cercle  et  de 
l'ellipse,  situés  sur  une  droite  quelconque  P'Q'  perpendiculaire  au  diamètre 
commun  CD,  la  sous- tangente  Q'CLde  ces  deux  courbes  est  la  même.  On  dé- 
montre cette  proposition  par  l'algèbre,  dans  les  traités  des  courbes  du  second 
degré  ;  la  construction  géométrique  précédente  fait  voir  que  les  deux  tangentes 
P'L,  HL  doivent  en  effet  concourir  en  un  même  point  L  du  diamètre  CDL. 

Deuxième  exemple. — Intersection  du  cône  droit  à  base  circulaire  par  un  plan. 

(PL  loO^ 

73.  Lorsqu^un  cône  à  base  circulaire  est  droit ^\sl  ligne  droite  menée  par  le 
sommet  de  ce  concret  par  le  centre  du  cercle  qui  lui  sert  de  base, est  per- 
pendiculaire au  plan  de  ce  cercle.  Si  cette  droite,  qu  on  nomme  axe  du  cône, 
est  obb'que  par  rapport  au  plan  du  cercle,  le  cône  est  oblique. 

On  peut  concevoir  sur  le  cône  droit  deux  systèmes  de  lignes,  ou  des  droite» 
dirigées  du  sommet  vers  les  points  de  la  base  circulaire,  ou  des  cercles  parai* 
lèles  à  la  base,  qui  ont  pour  rayons  les  perpendiculaires  abaissées  de  l'une 
quelconque  des  droites  du  premier  système  sur  l'axe.  Le  plan  coupant,  donné 
de  position  par  rapport  à  la  surface,  rencontre  et  les  droites  du  prenùer  sys- 
tème, et  les  cercles  du  second  système,  en  des  points  qui  appartiennent  à  la 
ooiirbe  d'intersection  du  plan  et  du  cône. 

74-  Explication  de  la  fig,  i,pL  10.  La  surface  et  le  plan  coupant  étant 
donnés  de  position  dans  l'espace,  on  prend  pour  plan  horizontal  le  plan  du 
cercle  base  du  cône,  et  pour  plan- vertical  un  plan  perpendiculaire  au  plan 
coupant.  Soit  ABGD  (^g:  lipl^  1  o)  le  cercle  base  du  cône;  FN  la  trace  hori- 
zontale du  plan  coupant;  XY.perpendiculaireàFN,  l'intersection  du  plan  ho- 
rizontal et  du  plan  vertical  de  projection;  F^. la  trace  verticale  du  plan  cou^ 
pant  NFg".  Quelle  que  soit  la  courbe  d'intersection  contenue  dans  ce  plan,  la 
projection  verticale  de  cette  courbe  se  confondra  avec  la  trace  F^,  puisque 
(  art.  4  et  8  )  le  plan  coupant  est  par  hypothèse  perpendiculaire  au  plan  ver- 
tical de  projection. 

Ayant  mené  le  diamètre  AB  parallèle  à  l'intersection  XY  des  plans  depro- 
jéction,  on  divise  chaque  demi-circonférence  ABC,  ABD  en  un  certain  nombre 
de  parties  égales ,  par  exemple  en  douze  parties  ;  les  droites  menées  du  centre  O 
du  cercle  aux  p<»nts  de  division ,  sont  les  projections  horizontales  des  droites 
de  la  surface  conique,  menées  du  sommet  aux  mêmes  points  de  division.  Soîl 
(OH,  ^H')  l'une  de<ces  droites;  elle^est  rencontrée  p^  le  plan  coupant(NF^) 
au  point  (M,  /w).  De  ces  deux  points  m,  M,  le  premier  détermine  le  second^ 
puisqu'ik  sont  sur  une  perpendiculaire  /nM  à  la  droite  X Y« 
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La  droite  dff  est  aussi  la  projection  verticale  d'une  droite  de  la  surface 
dont  01  est  la  projection  horizontale;  d'où  il  suit  que  la  perpendiculaire  niHl 
à  XY  coupe  la  droite  OI  au  point  S,  qui  appartient  comme  le  point  M  à  la 
projection  horizontale  LMPS  de  la  courbe  d'intersection  dir  cône  et  du  plan. 

Les  droites  oA\  t>B'  projections  verticales  des  droites  du  cône,  qui  ont  pour 
projections  horizontales  OA,  OB, sont  les  limites  de  la  projection  verticale 
du  cône;  la  trace  F^  coupe  ces  limites  aux  points  /,/?,  qui  déterminent  les 
points  L,  P  de  la  projection  horizontale  LMPS. 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  toute  autre  droite  de  la  sur&ce  conique 
comme  sur  la  droite  (OH,  oïl'  ),  on  construira  tant  de  points  qu'on  voudra 
de  la  projection  horizontale  et  l'intersection  du  cône  et  du  plan. 

Considérant  sur  le  cône  le  second  système  de  lignes,  c'est-à-dire  les  cercles 
engendrés  par  les  points  d'une  droite  de  la  surface  telle  que  (AO,  A'o),  tour- 
nant autour  de  l'axe  (O,  O'o),  chacun  de  ces  cercles  est  rencontré  par  le  plan 
coupant  en  deux  points,  dont  les  projections  appartiendront  à  la  courbe  déjà 
construite  LMPS. 

75.  Soit  etfi  une  horizontale,  ou  plutôt  la  trace  verticale  d'un  plan  horizon- 
tal qui  coupe  le  cône  suivant  un  cercle  du  diamètre  «jS.  La  circonférence  dé- 
crite du  point  O  comme  centre  avec  un  rayon  moitié  de  «jS,  rencontre  la  per- 
pendiculaire mM  à  XY  aux  points  M  et  S  de  la  courbe  LMPS,  projection 
horizontale  de  la  courbe  d'intersection  du  cône  et  du  plan.  Tous  les  cercles 
du  cône  coupés  par  le  plan  sont  renfermés  dans  les  plans  horizontaux  qui 
ont  pour  traces  verticales  les  horizontales  /X  etpir. 

On  doit  remarquer,  parmi  ces  cercles,  eelui  dont  le  diamètre  9^/ passe  par 
le  point  f ,  où  la  projection  verticale  O-o  de  Taxe  du  cône  coupe  la  trace  F^. 
La  projection  horizontale  de  ce  cercle  coupe  la  droite  OO'  perpendiculaire 
à  XY,  aux  deux  points  R  et  Q ,  qui  appartiennent  à  la  courbe  LMPS. 

En  suivant  le  premier  mode  de  construction  de  cette  courbe,  on  n'aurait 
pas  trouvé  directement  les  deux  points  R  et  Q,  et  les  points  voisins  de  ceux- 
là  ne  seraient  déterminés  que  par  des  lignes  qui  se  couperaient  fort  obli- 
quement. 

On  ne  parvient  au  tracé  exact  de  la  courbe  LMPS  que  par  la  combinaison 
des  deux  modes  de  construction ,  qui  résultent  de  la  considération  de  la  double 
génération  du  cône  par  la  ligne  droite  et  le  cercle. 

76.  I^a  courbe  LMPS  et  la  droite  Fg  étant  les  deux  projections  Je  l'inter- 
section du  cône  (ABCDO,  A'B'o)  par  le  plan  (NFg^},^n  obtient  cette  inter- 
section dans  son  plan  en  faisant  tourner  ce  plan  autour  de  l'une  de  ses  traces, 
sur  les  plans  de  projection. 

Comptant  les  abscisses  (art.  3)  de  cette  courbe  d'intersection ,  sur  la  trace 
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verticale  F^.  du  plan  coupaat ,  les  (Htlonnées  sont  des  horizontales  perpendi- 
culaires à  cette  trace  ;  ou  prenant  la  trace  horizontale  FN  pour  l'axe  des  ab- 
scisses y  les  ordonnées  sont  des  parallèles  à  la  trace  verticale  F^.  l^^Jig*  i  a , 
fig.  I  .b  font  voir  la  courbe  d'intersection ,  lorsque  le  plan  de  cette  pourbe  est 
appliqué  sur  les  plans  vertical  et  horizontal  de  projection,  après  avoir  tourné 
antoin*  des  traces  F^,  FN, 

77;  SxpliccUion  de  la  fig.  i.a.  Fm  étant  Tabscisse  du  point  (M  >  ?i»)  d'une 
courbe  située  dans  le  plan  (NF^),  il  s'agit  de  trouver  la  position  de  ce  point 
sur  h  fig.  i.o. 

Ayant  mené  par  le  point  donné  m  la  perpendiculaire  mSM  k  XY,  et  la  per- 
pendiculaire rmn*k  la  trace  F^,  on  fera  cette  perpendiculaire  nun!  de  mémi» 
longueur  que  la  distance  MM'  du  point  donné  M  à  la  droite  XY,et  le  point  m 
sera  le  point  de  la  couilie  (M,  m)  appliqué  sur  le  plan  vertical.  On  aurait  le 
point  m^  en  prenant  mm"^  =:M!S. 

78.  Explication  de  la  fig.  ijb.  FN  étant  l'abscisse  du  point  (M^  m)  d'une 
oourbe  située  dans  le  plan  (NF^)^  on  demande  la  position  de  ce  point  sur  la 

fig.  lA,  après  avoir  tourné  autour  de  la  trace  horizontale  FN. 

Ayant  élçvé  par  le  point  donné  M  la  perpendiculaire  NM/a'  &  la  trace  FN> 
on  porte  sur  cette  perpendiculaire  la  longueur  N/u'  =  Frn^et  le  point  /a  est 
encore  le  point  (M,  m)  de  la  courbe ,  appliqué  sur  le  plan  horizontal.  On  au- 
rait le  point  s  en  élevant  la  perpendiculaire  ST  à  FN«,  et  la  prolongeant  en  s, 
de  manière  qu'on  ait  Ts  =  ¥m. 

On  trouverait  de  la  même  manière  que  les  pcMnts  de  la  courbe  d'ioterseo- 
tion  (L,/),(P9/')  deviennent  sur  l^fig.  {i*a)jl\p\ets\xrhfig.  {i,b)y^\  4'. 

Le  plan  vertical  OU  rencontre  le  plan  coupant  (Nf)?)»  suivant  une  droite 
qui  divise  en  deux  parties  égales  et  symétriques,  la  court>e  d'intersection  du 
cône  et  du  plan;  pour  rapporter  cette  droite  sur  Isifig-  i.«,Qn  mèneni  FN' per- 
pendiculaire à  F^,  et  on  portera  sur  cette  droite  une  longueur  FU'  =3=  FU 
C/%.  I  );la  parallèle  Vp*  à  la  trace  F^  divisera  en  deux  partie^  égales  «les 
ordonnées  de  la  courbe,  telles  que  mW,  perpencUçulaires  Â  cette  traça  :  aini^ÎJ 
ona^'=i/n'  =  KM=3KS(/%.  i). 

De  ta  tangente  à,  la  courbe  df intersection  du  cône  et  d^ un  plan* 

79.  Soit  (M,  m)  (fig.  i^pL  10)  un  point  quelconque  de  l'intersection  du: 
c6ne  et  du  plan  ;  le  plan  tangent  au  cône  mené  par  ce  point ,  passe  par  la 
droite  (OMH,  omïV),  qui  rencontre  le  cercle  base  du  cône  au  point  H,  et  ce 
plan  a  (art.  58 «t  59)  pour  trace  horizontale,  la  tangente  H£  du  cercle  ABC  : 
or  cette  trace  coupe  la  trace  FN  du  plan  tangent  au  point  £;  donc  ce  point 
appartient  à  la  tangente  £M  de  la  courbe  LMPS. 
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-Pour  rapporter  cette  tangente  EM  sur  lesyîg'.  i.a  et  i.b,  on  portera  ;FE 
en  FE'  (^g.  i.a),et  la  droite  E'm'  sera  la  tangente  de  la  courbe  ^m'p'm'.  Le 
point  (M,  m)  s'appliquant  en  /*'  {^fig.  i.h\  on  aura  la  tangente  en  ce  point  ^t 
de  la  courbe  g^fji-i^Sj&a  menant  la  droite  E^' par  le  point E  où  latangente.au 
cercle  HE  couoe  la  trace  horizontale  PN  du  nlan  coiinant. 
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tué  à  rinfini  sur  Taréte  de  contact  parallèle  au  plan  coopmt.  La  coarlx  oon» 
tenue  dans  ce  plan  difSère  de  l'hyperbole ,  parce  qu'elle  ne  s'étend  que  sur 
une  seule  nappe  du  cône  (*). 

8a.  Connaissant  les  arêtes  du  cône  parallèles  au  plan  coupant,  ii  sera  facile 
de  construire  les  aspnptotes;  on  nomme  ain»  les  droites  qui  touchent  une 
section  conique,  en  des  points  situés  à  Tinfini,  et  qui  sont  néanmoins  à  une 
distance  finie  d'un  point  pris  à  volonté  sur  la  section.  En  effet,  la  tangente  en 
un  point  quiconque  de  la  section  conique,  résulte  de  l'intersection  du  plan 
tangent  au  cône  en  ce  point,  et  du  plan  de  la  section  :  or  le  plan  tangent  en 
un  point  d'un  cône  touche  le  cône  suivant  l'arête  qui  passe  par  ce  point;  mais 
l'arête  du  point  situé  à  l'infini  est  connue,  puisqu'elle  est  parallèle  au  plan 
coupant;  donc  si  par  cette  arête  on  mène  un  plan  tangent  au  cône,  l'inter- 
section de  ce  plan  et  du  plan  coupant  sera  l'asymptote.  Lorsque  la  section 
est  une  hyperbole,  le  cône  a  deux  arêtes  parallèles  au  plan  coupant,  et  par 
conséquent  deux  plans  tangens  suivant  ces  arêtes,  qui  coupent  le  plan  de 
l'hyperbole  suivant  deux  asymptotes. 

Le  centre  de  l'hyperbole  est  déterminé  par  l'intersection  des  deux  asymp-^ 
foies,  ou  par  le  point  de  concours,  du  plan  coupant  et  des  deux  plans  tan- 
gens qui  contiafinent  les  asymptotes. 

Il  suit  de  là  que  les  sections  parallèles  et  hyperboliques  d'un  cône  à  base 
circulaire,  ont  leurs  centres  snr  la  droite  intersection  des  deux  plans  tangens 
à  ce  cène  menés  par  les  droites  de  contact,  parallèles  au  plan  de  l'une 
quelconque  des  sections  hypeiboliques. 

83.  Explication  desfig.  i,  i.a,  t.&,p/.  11.  Un  cône  droit  a  pour  base  le 
cercle  ÂBCD  donné  sur  le  plan  horizontal,  et  pour  sommet  le  point  (O^  o)  ; 
il  est  coupé  par  un  plan  (MFg"),  dont  la  trace  horizontale  FM  est  perpendi» 
culaire  à  la  droite  XY,  intersection  des  deux  plans  de  projection.  La  trace 
verticale  F^  coupe  les  droites  oK\  oB\  limites  de  la  projection  verticale  du 
cône,  en  deux  points  l,py  situés  l'un  au-dessous,  et  l'autre  an-dessus  de  la 
projection  verticale  o  du  sommet  du  cône.  Pour  reconnaître  si  la  courbe 
d^itttersection  s*étend  à  l'infini ,  on  mène  par  le  sommet  du  cône ,  un  plan 
(MT'o)  parallèle  au  plan  coupant  (MF^).  Puisque  la  trace  horizontale  M'F- 
coupe  le  cercle  ABCD  aux  points  M',  S',  le  plan  parallèle  an  plan  coupant 
rencontre  %  cône  suivant  deux  arêtes  (OM',  oF'),  (OS',  oF').  Ces  arêtes  étant 
parallèles  au  plan  coupant,  les  points  ou  elles  rencontrent  ce  plan  sont  situés 

(i)  Les  trois  covahe9j  pàrabolep  hyhêticie^  eUipse,  se  nomment  ^lusaï  courbes  dtyeeond  iiegré, 
parce  qae  les  éqaottotis'de  ces  «ourbes  soat  comprises  dans  Tcquaiion  générale  du  second  degré 
entre  deux  yariables. 
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à  l'infini  ;  d'où  il  suit  que  la  courbe  d'intersection  s'étend  l'infiniment  vers  ces 
points.  Les  plans  tangens  au  cône,  suivant  les  arêtes  parallèles  au  plan  cou- 
pant, rencontrent  ce  plan  suivant  deux  asymptotes,  qui  ont  pour  projections 
horizontales  les  droites  Tlt\  NI/i'  respectivement  parallèles  aux  droites  OS', 
OM'.  Les  points  T  et  N,  qui  déterminent  les  projections  horizontales  des 
asymptotes  à  la  section  conique,  sont  les  intersections-des  tangentes  au  cercle 
M'N,  ST,  et  delà  trace  horizontale  FMN  du  plan  coupant. 

La  projection  horizontale  de  la  courbe  d'intersection  du  cône  et  du  plan > 
se  compose  de  deux  branches  séparées  SLM,  GPG',  coupées  à  angle  droit  en 
L  et  P  par  le  diamètre  AB  du  cercle  ABCD.  On  construit  cette  projection 
horizontale  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  (art.  74)  pour  la/fg^.  i  ^pL  10. 

Les  branches  SLM,  GPG'  ont  pour  asymptotes  les  droites  T^',  N/i'  qui  se 
coupent  au  point  I  du  diamètre  AB. 

Faisant  tourner  le  plan  de  la  courbe  d'intersection  du  cône  et  du  plan  au*- 
tour  de  sa  trace  verticale  F^,  on  construit  la  fig.  i  .a  qui  contient  la  courbe 
d'intersection  m7^,  g^/7'g^"  dans  son  plan,  et  ses  asymptotes  tiV,  tV;  cette  con- 
struction ne  diffère  pas  de  celle  de  lay%.  j, a, pi.  10. 

84.  Supposons  maintenant  le  plan  coupant  parallèle  à  un  plan  tangent  du* 
cône,  par  exemple,  au  plan  (AA'o)  (pi.  1 1),  qui  touche  le  cône  suivant  l'arête 
(OA,oA').  Soient  ^,  (pv  les  traces  horizontale  et  verticale  du  plan  coupant,  res- 
pectivement parallèles  aux  droites  AAV  A'^  ;  ce  plan  coupe  le  cône  suivant 
Hne  courbe  dont  la  portion  située  entre  le  sommet  et  la  base  du  cône,,  a  pour 
projection  horizontale  «04-  Cette  courbe  s'étend  indéfiniment  au-dessous  du 
sommet  du  cône,  en  s'approchant  continuellement  du  plan  tangent  (AA'o), 
parallèle  au  plan  coupant.  Ces  deux  plans  étant  par  hypothèse  parallèles,  ne 
se  rencontreraient  qu'à  l'infini;  d'où  il  suit  que  la  section  du  cône  n'a  pas 
d'asymptote^  quoiqu'elle  s'élende  à  l'infini  sur  une  nappe  de  la  surface  coni* 
que.  Faisant  tourner  le  plan  de  cette  section  autour  de  sa  trace  horizontale 
etfi  transportée  parallèlement  en  a^\.  la  section  appliquée  sur  le  plan  horizon* 
tal  devient  a-^'fi'  {Jig.  i  .V).  La  droite  yA^  est  le  prolongement  du  diamètre  AB, 
et  on  a  >4'  ==  '^^  >  distance  du  point  (4^  ^r)  de  la  section  conique,  à  la  ti-ace 
horizontale  ^^ojS  du  plan  de  cette  section^ 

85.  La  section  conique  (y%.  \.a^ph  11),  composée  de  deux  branches  qui 
s'étendent  indéfiniment  sur  les  deux  nappes  du  cône,  et  qu'on  nomme 
(art.  80)  hyperboky^  deux  asymptotes  et  un  centre.  La  section (y%,  i.^)  for- 
mée d'une  seule  branche  qui  s'étend  indéfiniment  sur  l'une  des  nappes  du 
cône,  et  qu'on  nomme  (art  80)  parabole,  n'a  ni  centre,  ni  asymptote. 

Il  y  a  sur  le  plan  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  deux.points  très-remar- 
quables qu'on  noxam^  foyeTs  ;  la  parabole  n'a  qu'un  seul  foyep. 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE.  5i 

DèfirùUon  des  foyers  des  sections  coniques, 

86.  Les  foyers  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  jouissent  de  cette  pro- 
priété ,  que  la  somme  ou  la  différence  des  droites  menées  de  ces  points  vers 
un  point  de  la  courbe,  est  une  quantité  qui  ne  varie  pas, quel  que  soit  le  point 
pris  sur  cette  courbe.  La  distance  constante  des  deux  foyers ,  et  les  droites 
variables  tirées  d'un  point  de  la  courbe  vers  ces  foyers ,  forment  un  triangle 
qui  est  dans  le  plan  de  la  courbe ,  et  dont  les  côtés  variables  se  nomment  rayons 
vecteurs.  On  exprime  la  propriété  des  rayons  vecteurs  par  cette  phrase  :  La 
somme  ou  la  différence  des  rayons  vecteurs  est  une  quantité  constante. 

La  détermination  géométrique  des  foyers  d'une  section  conique  est  due 
à  MM.  Dandelin  et  Quetelet,  de  l'académie  royale  des  sciences  et  belles-let- 
trés de  Bruxelles.  {Foyez  les  Mémoires  de  cette  académie ,  année  i8a5.) 

Construction  des  foyers  dune  section  conique.  (PL  suppl.  A,  fig.  i-4.) 

«87.  Le  plan  qui  coupe  un  cône  droit  étant  donné ,  un  second  plan  mené  par 
l'axe  de  ce  cône  perpendiculairement  au  premier,  coupe  le  cône  suivant  deux 
droites  SG,  SD  (Jîg.  lypl.  supvl.  A),  qui  font  avec  Taxe  SR'  les  angles  égaux 
C36R',  DSR',  et  le  premier  plan  suivant  une  droite  PQ,  qui  fait  avec  les  côtés 
^,SD  les  angles  SPQ,  PQD.  On  divise  chacun  de  ces  angles  en  deux  parties 
égales,  p»*  les  droites  PR,  QR',qui  coupent  l'axe  SR'  aux  points  R,  R';  de 
ets  points  comme  centres,  on  décrit  les  deux  circonférences  des  rayons  RA, 
R'  C,  tangentes  l'une  aux  droites  PS ,  PQ,  l'autre  aux  droites  PQ,  QD.  Ces  cir- 
conférences sont  les  grands  cercles  de  deux  sphères  inscrites  au  cône  droit, 
et  tangentes  au  plan  coupant  PQ.  ;  les  points  de  contact  F,F'  sont  les  foyers 
de  la  section  formée  dans  le  cône  droit  par  le  plan  PQ,  perpendiculaire  au 
plan  de  la-  section  méridienne  CSD  du  cône.  Pour  le  démontrer,  il  faut  faire 
voir  que  la  somme  des  rayons  vecteurs  d'un  point  quelconque  m  de  la  section 

■ 

conique,  tel  que  celui  qui  se  projette  en  TA(Jîg.  i  ),  est  une  quantité  constante. 
(La  lettre  m  n'est  pas  sur  la  fig9re,  parce  qu'elle  désigne  \in  point  de  l'es* 
pace  dont  la  position  est  déterminée  par  sa  projection  M  sur  le  plan  des  deux 
droites  SC,  SD  du  cône,  plan  que  nous  supposerons  horizontal.) 

Soit  menée  la  droite  SM,  projection  horizontale  de  la  droite  &m  du  cône, 
qui  rencontre  les  cercles  du  diamètre  AB, CD  en  des  points  <,  i^  dont  les  pro^ 
jections  horizontales  sont  respectivement  I  et  I'.  (  Les  lettres  i,  i  ne  sont  pas 
dans  la  figure,  parce  qu'elles  désignent  deux  points  de  l'espace,  situés  hors  du 
plan  de  projection.)  Les  droites  mF,  mi  menées  du  point  m  aux  points  F  et  1, 


.^ 
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sont  égales  9  parce  qu'elles  partent  du  point  m  et  qu'elles  sont  tangentes  à  la 
sphère  du  rayon  inscrite  au  cône  drok;  par  la  même  raison^  les  droites  mY\  mi 
tangentes  à  la  sphère  du  rayon  R'C,  et  menées  du  point  //z,  sont  aussi  égales 
entre  elles;  d'où  il  suit  que  la  somme  des  deux  droites  /nF,  mF'  est  égale  à  la 
sonmie  des  droites  mi  ^  m£  ;  mais  cette  dernière  somme  ne  dépend  pas  de 
lia  position  particulière  du  point  m  de  la  section  conique;  elle  est  égale  à  la 
partie  AC  ou  BD  des  droites  SG,  SD  du  cône,  comprise  entre  les  deux  cer* 
dea  des  diamètres  AB,  CD,  et  cette  droite  AG  ou  BD  ne  varie  pas,  quel  que 
aoît  le  point  de  la  section  conique  d'où  partent  les  deux  rayons  vecteurs.«Ii 
est  donc  démontré  que  la  somme  de  ces  rayons  est  une  quantité  constante 
égale  en  longueur  à  la  droite  AG  ou  BD« 

'  La  trace  horizontale  du  plan  qui  coupe  le  cône  droit  étant  xy^  1^  partie 
PQ  de  cette  droite,  comprise  entre  les  droites  SC,  SD  du  cône  droit,  est  égale 
à  la  droite  AC  ou  BD,  ou  à  la  somme  des  deux  rayons  vecteurs  d'un  point 
quelconque  de  la  section  conique.  En  effet,  on  a  : 

"  A  C  =  AP -F  PC  =  BD  =  BQ  4- QD. 
Mais  AP  =  FF , PC  =  PF,  BQ=  QF,  QD  =  QF ;  donc  : 
PFH-PP'=QFH-QF=FF'-f-aPF.;QF+QF=FrH-aQF';  â^oii  PF=QF: 
DoncAC=PF-f-PF  =  PFH-FF-f-QF  =  PQ. 

88.  Les  mêmes  démonstrations  s'appliquent  au  cylindre  droit  k  base  circu* 
laîre  {fig.  n^pL  suppl.  A).  Le  plan  ABGD  mené  par  Taxe  du  cyUndre  perpen- 
diculairement au  plan  de  la  section  cylindrique,  coupe  ce  plan  suivant  la 
droite  xy^  et  le  cylindre  suivant  les  parallèles  AC,BD,qui  sont  rencontrées  par 
la  droite  xy  aux  points  P  et  Q. Les  droites  PR^  QR'  qui  divisent  en  deux  parties 
égales  les  angles  APQ,  DQP,  coupent  l'axe  RR'  du  cylindre  aux  points  R,  R' 
centres  des  sphères  inscrites  au  cylindre,  et  tangentes  au. plan  coqpant  xy. 
Les  points  de  contact  F,  F'  des  sphères  et  du  plan,  sont  \es/oyers  de  la  section 
cylindrique.  Désignant  comme  pour  le  cône  droit  par  m  un  point  de  la  section 
cylindrique ,  par  i ,  i'  les  points  où  la  droite  du  cylindre  menée  par  le  point  m 
rencontre  les  cercles  du  cylindre  des  diamètres  AB,  CD,  et  supposant  que  les 
points  m,  iyi  hors  du  plan  de  projection,  se  projettent  sur  ce  plan  en  M, 
1,1', les  droites  /m,  m  sont  égales  et  parallèles  à  leurs  projections  MI, MI' 
(y%.  a),  et  on  a  mF  =  MI ,  raF  =  MI';  donc  la  somme  des  rayons  vecteurs 
mF  -f-mF'=IMr,est  égaleà  ladroiteAC^dcmt  la  longueur  ne  varie  pas,  quelle 
que  soit  la  position  du  point  m  de  la  section  du  cylindre  par  le  plan  xy.  On.  a 
aussi  conmie  pour  le  cône  droit  PQ=:  AG. 

89.  Si  Fou  suppose  {fig.'^)  que  le  cône drpit  est  coupé  par  le  plan xy  sui- 
vant une  hyperbole^  on  construira  comme  pour  le  cas  de  Tellipse  les  deux 
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iajen  F,  F,,  dont  la  distance  FF'  est  égale  à  aSP  ou  aSQ.Paur  im  point  queK 
conque  m  de  l'hyperbole,  dont,  la  furoiection^  {J^.  ^)eatM^  ce  n'est  pas  la 
somnae^  mais  la  différence  des  rayons  vecteurs  de  ce  point,  eu  mF'— *mF,  qui 
sera  égale  à  la  droite  PQ,  partie  da  la  traœ  ;cf  ,  comprise  entre  les  cotés  SA, 
SiD  du  cône  droit. 

go.  Lorsque  la  seelion  eoaique  est  (y%^  4)  une  parabofe,  oe  qui  a  lieu 
si  l'intersection  xy  des  plans  rectangulaires  PQ  et  ASB  est  parallèle  à  la 
droits  SB  du  cône,  la  construction  précédente  ne  donne  pour  la  parabole 
qu'un  seul  foyer  F,  qui  est  le  point  où  la  sphère  inscrite  au  cône  suivant  le 
cerde  âax  diamètre  AB,  touche  le  plan  coupant;  l'autre  foyer  esta  l'kifiin;  un 
point  quelconque  de  la  panrabole  n'a  qu'un  seul  rayon  vecteur. 

Troisième  exempté.-^  Inierseetiân  d^un  cjrimdre  obtiftâe  par  un  plan  perpen* 

éUcukUré  à  ses  arêtes.  (PL  la,  fig.  i,  i.a.)  « 

91.  La  trace  du  cylindre  sur  le  plan  horizontal  est  donnée  ;  on  connaît  la 
direction  de  sa  droite  génératrice;  le  plan  coupant  est  déterminé  par  ses  fraees 
sur  les  plans  de  projection. 

Concevant  une  suite  de  plans  parallèles  à  la  droite  génératrice ,  qui  cou* 
pent  k  sur&ce  cylindrique  et  le  plan  donné,  l'un  quelconque  de  ces  plans 
contient  une  droite  da  plan  et  une  ou  plurieurs  droites  du  cylindre;  les 
points  d'intersection  de  ces  droites  appartiennent  à  la  courbe  d'intersection 
du  cylmdre  et  du  plan.  ' 

Un  système  de  plans  n'est  pas  déterminé  par  la  seule  condition  d'être  pa- 
rallèle à  une  droite;  csi  peut  encore  supposer  qu'ils  sont  perpendiculaires  à 
l'un  des  plans  de  projection,  au  plan  horizontal  par  exemple.  LayS^.  i,  p/.  la, 
est  construite  dans  cette  hypothèse,  et  avec  les  données  suivantes. 

90.  Soit  ABCD  (Jig.  i/pl.  la)  la  base  ou  la  trace  du  cylindre  sur  le  plan 
horizontal  ;  la  droite  génératrice  de  ce  cylindre  est  constamment  parallèle  à 
une  droite  donnée  {  «jS,  y^).  Le  plan  coupant  a  pour  traces  sur  les  plans  de 
projection  les  droites  LM,  Mm  qui  se  coupent  au  M  de  la  commune  inter- 
section XT  de  ces  plans. 

La  base  ABCD  étant  une  ellipse,  on  lui  mènera  les  deux  tangentes  GG,  DF 
parallèles  à  la  projection  horizontale  afi  de  la  droite  donnée  («jS,  7/);  ces  pa<- 
ndlèles  seront  les  limites  de  la  projection  horizontale  du  cylindre.  Deux  au* 
très  tangentes  AA',  BB',  perpendiculaires  à  la  droite  XY,  détermineront  sur 
cette  droite  deux  points  A',  B',  par  lesquels  menant  des  parallèles  à  la  pro- 
jection verticale  0^  de  la  droite  donnée  («jS,  yj^)^  on  aura  les  limites  A'i,  Bïde 
la  projection  verticale  du  cylindre.  Un  plan  horizontal  ii  coupe  le  cylindre 
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suivant  une  ellipse  égale  à  sa  base ,  et  cette  ellipse  se  projette  sur  le  plan  bo^ 
rizontal  en  GFI.  Les  droites  CG ,  DF  sont  tangentes  aux  deux  ellipses  égales 
ABCD^  GFI,  et  les  touchent  en  des  points  seroblablemènt  placés.  La  droite 
06^9  qui  joint  les  centres  de  ces  ellipses^  est  parallèle  aux  tangentes  CG,  DF. 

Le  plan  vertical  mené  par  la  droite  O»  coupe  le  plan  donné  (IMm)  suivant 
une  droite  dont  la  projection  verticale  est  Vn.  Le  point  P'  est  la  projection 
verticale  du  point  P  de  la  trace  LM.  On  obtient  le  second  point  n  de  la  prôi- 
jection  Vn^  en  menant  une  droite  quelconque  (NM',  nm)  parallèle  à  LM. 
Considérant  cette  droite  comme  une  horizontale  du  plan  coupant  (LM/ti), 
elle  a  pour  projection  verticale  la  parallèle  mn  à  XY.  La  perpendiculaire  à  XY, 
menée  par  le  point  N,  coupe  Thorizontale  /7m  au  point  cherché  n.  Tous  lejs 
plans  verticaux  parallèles  au  plan  vertical  Oo)  ou  à  la  droite  aj8,  couperont  le 
plan  donné  (LMto)  suivant  des  parallèles  à  la  droite  (PN,  Pn). 

93.  La  courbe  d'intersection  du  cylindre  et  du  plan  a  deux  projections 
RTQ,  htq  que  nous  allons  construire. 

Soit  £R  une  droite  quelconque  parallèle  à  afi ,  qui  coupe  la  base  donnée 
ABCD  du  cylindre  aux  points  E,  f,  et  la  trace  horizontale  LM  du  plan  coupant 
au  point  R;  on  considère  cette  droite  ER  comme  la  trace  horizontale  d'un 
plan  vertical  qui  contient  une  droite  du  plan  coupant  et  deux  arêtes  du  cy- 
lindre. Abaissant  les  perpendiculaires  EE',  h,  RR'  sur  XY,  on  mènera  par  les 
points  E',  My  les  parallèles  EV,  tV  à  la  droite  yj'y  qui  seront  coupées  aux  points 
ty  \f  par  la  droite  RV^  parallèle  à  P>f. 

Ces  points  t,  u  appartiennent  à  la  courbe  htqi^,  projection  verticale  de|a 
courbe  .d'intersection  du  cylindre  et  du  plan  /donnés.  Abaissant  les  perpendi- 
culaires fT,  f^V  à  XY,  qui  coupent  la  droite  ER  aux  points  T  et  V,  ces  points 
appartienn^ent  à  la  projection  horizontale  HTQY  de  la  courbe  d'intersection. 
On  trouvera  de  la  même  manière  tant  de  points  qu'où  voudra,  tels  que  (T;  t) 
et  (Y,  u)àe  cette  courbe.  Pour  la , construire  dans  son  pl/atn,  on  fait  tourner  ce 
plan  autour  de  sa  trace  horizontfile  LM  coiçme  charnière.  Un  point  quel-  ' 
conque  (T,  t)  décrit  une  circonférence  du  rayon  (TR,  /R'),  qui  a  pour  lon- 
gueur l'hypotibénuse  jd'un  triangle  rectangle  cQn3truit  sur  TR  et  Tt  comme 
côtés;  portant  cette  longueur  de  R  en  9,  le  point  9  sera  après  la  rotation,  le 
point  (T,  t)  appliqué  sur  le  plan  horizontal*  On  construit  de  la  même  manière 
tout  autre  point  de  la  section  4u  cylindre,  laquelle  devient  dans  le  plan  de 
cette  section,  la  courbe  H''U''6Q''.  Cette  courbe  se  nomme  la  section  droite  du 
cylindre ,  lorsque  le  plan  coupant  est  perpendiculaire  à  la  génératrice  de  là 
surface  cylindrique;  auquel  cas,  les  traces  LM,  Mm  de  ce  plan  sont  respectir 
yement  perpendiculaires  (art.  a  i)  aux  projections  de  la  droite  donnée  («jB,  yj')^ 
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Des  tangentes  à  la  courbe  d^intersection  du  cylindre  oblique  et  d'un  plan. 

94.  Ayant  construit  (/%"•  i,  pL  m  )  les  projections  T,  t  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  d'intersection  du  cylindre  par  un  plan,  et  ce  point  0  sur 
le  plan  même ,  les  tangentes  en  ces  mêmes  points  aux  trois  courbes  HTQV , 
fttqPjWViQ^  ysont  déterminées;  et  pour  lesobtenir  il  suffira  de  construire  Tia- 
tersection  du  plan  tangent  au  point  Çlyt)  du  cylindre,  et  du  plan  donné  (IMm). 

Le  plan  tangent  au  point  (T,  t)  du  cylindre  passe  par  l'arête  (TE^  tK)  (art.  53) 
et  touche  le  cylindre  suivant  cette  arête  ;  d'où  il  suit  qu'il  a  pour  trace  hori'- 
zontale  la  tangente  EL  à  l'ellipse  ABCD  :  or  cette  tangente  coupe  la  trace  LM 
au  point  L;  donc  ce  point  L  est  sur  la  tangente  de  la  courbe  d'intersection  du 
cylindre  et  du  plan,  au  point  (T,  t)  de  cette  courbe.  Élevant  la  perpendiculaire 
TJ/  àXY^  et  tirant  les  droite  sLT,  L'^,  on  aura  les  tangentes  des  courbes  HTQY, 
htqff  aux  points  T  et  f  de  ces  courbes«  Lorsque  le  plan  tourne  sur  sa  trace 
horizont^e  LM  comme  charnière,  le  point  L  de  la  tangente  est  fixe;  le  point 
(T,  t)  s'applique  en  6  sur  le  plan  horizontal  ;  donc  la  droite  LQ  est  la  tangente 
au  point  0  ou  (T,.  0  ^^  '^  courbe  d'intersection  du  cylindre  et  du  plan. 

Les  tangentes  à  la  base  du  cylindre  CG,  DF,  ne.  sont  pas  seulement  les 
projections  horizontales  de  deux  arêtes  du  cylindre ,  on  peut  encore  les  con- 
sidérer comme  les  traces  de  deux  plans  tkiigens  verticaux  ^  d'où  il  suit  que 
toute  courbe  du  cylindre  qui  rencontrera  les  droites  de  ce  cylindre  contenues 
dans  les  plans  verticaux  CG,  DF,  aura  pour  tangentes  aux  points  de  rencontre,^ 
des  droites  dont  les  projections  horizontales  sont  CG  et  DF. 

Par  la  même  raison,  les  limites  A!^  B  t  de  la  projection  verticale  du  cylin» 
dre^  sont  des  tangentes  des  projections  verticales  de  toutes  les  lignes  courbe& 
du  cylindre  qui  rencontrent  les  droites  de  ce  cylindre,  dont  A'^,  Bï sont  les 
projections  verticales. 

Les  plans  verticaux  CG,  DF  tangens  au-  cylindre,  rencontrent  le  plan  cou- 
pant (LMm)  suivant  des  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  du  cylindre  ; 
donc  les  projections  verticales  Ghj  'E'q  de  ces  tangentes,  sont  tangentes  à  la 
projection  verticale  htq  de  la  courbe  d'intersection  du  cylindre  par  le  plan 
(LM/ti).  Les  droites  G%  Tq  menées  par  les  points  G',  F'  projections  verticales 
des  points  G,  F,  sont  parallèles  à  la*  droite  P'/». 

Les  plans  tangens  au  cylindre,  parallèles  à  une  horizontale  du  plan  cou« 
pant  (LMm),  touchent  le  cylindre  suivant  deux  arêtes ,  qui  sont  coupées  par 
le  plan  en  deux  points  ;  les  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  menées  pav 
ces  points  sont  horizontales,  et  leurs  projections  verticales  12,  34  sont  aussi 
des  horizontales.  Après  avoir  considéré  plusieurs  surfaces  développables  par^ 
ticulières,.  revenons  au  cas^.énéra! . 
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Des  tangentes  aux  sections  planes  des  surfaces  déveîoppables,  parallèles  à  des 

droites  données. 

95.  Une  droite  étant  donnée  dans  le  plan  d^une  courbe  de  la  surface  déve- 
loppable»  on  mènera  un  plan  tangent  à  la  surface,  parallèle  à  cette  droite; 
rintersection  de  ce  plan  et  du  plan  de  la  courbe  sera  évidemment  une  tan- 
gente  de  cette  courbe  parallèle  à  la  droite  donnée.  On  a  vu  (  art.  56  et  60  ) 
comment  on  construit  un  plan  tangent  aux  surfaces  cylindrique  et  conique; 
parallèle  à  une  droite  donnée. 

Quelle  que  soit  la  surface  développable ,  on  déterminera  le  plan  tangent 
à  cette  surface ,  qui  est  parallèle  à  une  droite  donnée ,  en  menant  un  plan 
quelconque  parallèle  à  cette  droite,  qui  coupe  la  surface  suivant  une  courbe. 
La  tangente  à  cette  courbe  parallèle  i  la  droite  donnée ,  et  la  droite  de  la 
surface  développable  qui  passe  par  le  point  de  contact^  déterminent  le  plan 
tangent  demandé. 

Quant  aux  tangentes  des  projections  d'une  section  plane  de  la  surface  dé- 
veioppable  proposée,  on  pourra,  par  la  même  considération,  déterminer  cdles 
qui  sont  parallèles  à  des  droites  données  sur  les  plans  de  projection.  On 
mènera  par  Tune  de  ces  droites  un  plan  perpendiculaire  au  plan  de  projec- 
tion sur  lequel  elle  est  donnée  ;  ce  plan  rencontre  le  plan  de  la  courbe  suivant 
une  droite.  En  menant  un  plan  tangent  à  la  surface  développable  parallèle  à 
cette  droite,  les  projections  de  la  droite  intersection  du  plan  tangent  et  du 
plan  coupant,  seront  tangentes  aux  deux  projections  de  la  courbe,  et  Tune  de 
ces  tangentes  sera  parallèle  à  la  droite  donnée. 

Des  lignes  d'une  surface  déî^eloppable ,  rapportées  sur  le  plan  de  dét^ehp^ 

.    pement» 

96.  On  a  vu  (  art.  5o  )  que  les  élémens  d'une  surface  développable  pou* 
valent  être  réunis  sur  un  seul  et  même  plan,  et  former  cp  qu'on  appelle  le 
développement  de  la  surface. 

Une  ligne  quelconque  de  cette  surface ,  celle  par  exemple  qui  résulte  de 
l'intersection  de  la  surface  par  un  plan,  se  transforme  sur  le  développement 
en  une  autre  courbe  ;  nous  allons  exposer  le  principe  qui  sert  de  base  k  ia 
construction  de  cette  courbe. 

Lorsqu'on  développe  une  surface ,  une  ligne  cpielconque  de  cette  surfitce 
plane  ou  à  double  coiu*bure  devient  sur  le  plan  de  déveloj^ement,  une  autre 
ligne  que  je  nomme  la  transformée  de  la  première. 
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Supposons  d'abord  qu'il  y  ait  sur  la  surface  développabie  une  courbe 
dont  ia  transformée  soit  connue,  <et  pour  la  distinguer,  nommons-la  axe  de 
développement.  La  section  droite  sur  le  cylindre  à  base  circulaire,  le  cercle 
sur  le  cône  droit,  la  ligne  dont  tous  les  points  sont  à  la  même  distance  du 
sommet  du  cône  oblique,  sont  sur  ces  diverses  surfaces,  les  lignes  qu'on  prend 
pour  axes  de  développement;  les  transformées  de  ces  axes  sont  la  ligne  droite 
ou  le  cercle. 

97.  L'axe  de  développement  et  sa  tranformée  étant  connus,  il  n'y  a'aucuue 
ligne  de  la  surface  développabie  dont  on  ne  puisse  construire  la  transformée 
sur  le  plan  de  développement.  En  effet,  chaque  tangente  de  Taxe  de  dévelop- 
pement fait  avec  la  droite  de  la  surface  développabie  qui  passe  par  le  point 
de  contact ,  un  angle  déterminé  ;  or  cet  angle  ne  change  pas  sur  le  plan  de 
développement  ;  d'où  il  suit  qu'il  n'y  a  aucun  point  de  la  sur&ce  développabie 
qui  ne  soit  déterminé  par  une  abscisse  courbe  comptée  sur  l'axe  de  dévelop- 
pement, et  par  une  ordonnée  rectiligne  qui  est  la  droite  de  la  surface  passant 
par  l'extrémité  de  l'abscisse  courbe. 

98.  Considérant  sur  une  surface  développabie,  une  ligne  autre  que  l'axe  de 
développement,  on  aura  la  transformée  de  cette  ligne,  en  rapportant  sur  le 
plan  de  développement,  les  droites  de  la  surface  développabie  comprises 
entre  la  ligne  que  l'on  considère  et  l'axe  de  développement.  Si,  par  un  point 
de  cette  ligne,  on  lui  mène  une  tangente,  cette  tangente,  la  droite  de  la  sur- 
face développabie  qui  passe  par  le  point  de  contact,  et  la  tangente  à  l'axe  de 
développement,  mené  par  le  point  où  la  droite  de  la  surface  coupe  cet  axe, 
forment  un  triangle  qui  est  situé  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  dévelop- 
pabie, et  qui  ne  change  pas  de  grandeur  dans  le  plan  de  développement; 
donc,  connaissant  dans  ce  triangle  un  côté  et  deux  des  cinq  autres  élémens 
qui  le  déterminent,  on  pourra  le  construire  sur  le  plan  de  développement. 

99.  Lorsque  l'axe  de  développement  devient  une  ligne  droite  sur  le  plan  de 
développement,  toutes  les  tangentes  à  cet  axe,  rapportées  sur  le  même  plan , 
coïncident  avec  la  droite  qui  est  la  transformée  de  l'axe.  Dans  ce  cas,  l'axe  de 
développement  est  une  courbe  de  la  surface  développabie,  qui  jouit  de  cette 
propriété,  d'être  la  ligne  la  plus  courte  qu'on  puisse  tracer  sur  la  surface, 
entre  deux  points  quelconques  de  son  périmètre. 

Une  surface  développabie  étant  exécutée,  on  y  trace  une  ligne  de  cette  es- 
pèce (la  plus  courte  entre  deux  points),  en  pliant  un  ruban  mince,  flexible,  d'ime 
largeur  égale  dans  toute  longueur,  de  manière  qu'il  s'applique  entièrement  sur 
la  surface  ;  chaque  droite  formant  le  bord  du  ruban,  devient  sur  la  surface  la 
ligne  la  plus  courte  entre  deux  quelconques  de  ses  points  :  sachant  mener  des 
tangentes  à  cette  ligne,  on  pourra  la  prendre  pour  axe  de  développement. 

8 
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loo.  Il  suit  de  ce  qui  préeède,  que  pour  obtenir  le  développement  d'une 
surfece,  il  Ëiut  connaître  suf  celte  surface  un  axe  de  développement,  et  sur  le 
plan  de  développement  la  transformée  de  cet  axe.  Les  droites  consécutÎTes 
de  la  sur&ce  qui  rencontrent  Vaxe  sous  des  angles  déterminés  et  connus,  le 
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io3.  Explication  de  la/ig,  a,  pL  9.  On  prend  pour  plan  de  développement, 
le  plan  tangent  au  cylindre ,  qui  coupe  le  plan  de  ta  section  droite  de  ce  cy- 
lindre suivant  une  droite  A  A',  parallèle  à  la  trace  horizontale  £F  du  plan 
(ÈF^).  Ce  plan  de  développement  coupe  la  trace  verticale  Yg  {fig.  i,  ph  9  ) 
au  point  a^  par  lequel  on  mène  la  section  droite  du  cylindre  (ab\  ABCD). 
Ayant  tiré  {fig.  a)  la  droite  BB'  de  même  longueur  que  la  circonférence 
ABCD,  on  prend  sur  cette  droite  le  point  A  pour  représenter  le  point  (A,  a) 
^fiS'  I  )  du  cylindre.  AB  et  AB'  {fig.  a  )  sont  les  transformées  des  demi-cir- 
omférences  AHCB,  AIDB  {fig*  i);  ces  demi-cîrconférences  ayant  été  divisées 
en  un  assez  grand  nombre  de  parties  égales ,  pour  que  chaque  partie  puisse 
être  considérée  comme  une  ligne  droite,  on  a  rapporté  les  points  de  division 
à  droite  et  à  gauche  du  point  A,  en  AHB,  et  AH'B'  {fig.  2). 

Les  perpendiculaires  à  la  droite  BB'  élevées  par  ces  points  de  division,  sont 
les  arêtes  du  cylindre  rapportées  sur  le  plan  de  développement;  on  les  con- 
sidère aussi  comme  les  ordonnées  des  lignes  courbes  tracées  sur  le  cylindre, 
qu'il  s'agit  de  rapporter  sur  le  même  plan. 

Soit  (H,  A)  {fig.  i)  un  point  quelconque  du  cylindre;  prenant  l'arc  AH 
(^/ig.  I  )  pour  l'abscisse  de  ce  point,  et  la  longueur  hj  pour  Fordonnée ,  on 
rapportera  ce  point  sur  le  plan  de  développement,  en  faisant  la  droite 
AH  {/ig.  a)  égale  à  l'arc  AH  (y?^.  i  )  rectifié,  et  la  perpendiculaire  HA 
{fig.  a)  sur  AH,  égale  k  jh  {fig*  i).  Le  point  h  {fig.  a)  représente  sur 
le  plan  de  développement  le  point  (  H ,  A  )  {fig^  i  )  du  cylindre.  On  trou- 
vera de  la  même  manière  tous  les  «utres  points  de  Tintersection  du  cylin- 
dre par  le  plan  (EF^),  et  cette  intersection  (ABCD,  ah)  {fig.  i)  aura  pour 
sa  transformée  {fig*  a)  la  courbe  bhkh!b\  Cette  courbe  ne  s'arrête  pas  aux 
points  *,  b';  elle  s'étwid  à  l'infini  entre  les  deux  parallèles  BB',  bb\  qui  la  tou- 
chent aux  points  A,  b,  b';  elle  se  compose  d'une  infinité  de  branches  égales  à 
bKb\  qui  correspondent  à  la  section  oblique  fermée  (ABCD,  a&)  {fig*  î  )  du 
cylindre.  En  effet,  on  peut  concevoir  que  ce  cylindre  est  enveloppé  par  une 
toile  sans  épaisseur,  qui  fait  aine  infinité  de  révolutions  autour  de  sa  surface. 
En  déroulant  la  toile ,  la  section  oblique  qui  est  la  même  sur  toutes  les  enve- 
loppes superposées ,  Se  ti^nsforme  évidemment  en  autant  de  lignes  égales  h. 
bkb\  qu'il  y  a^e  révolmîons. 

Lb  jioi^tion  de  com^beît^A^'étatit  ap{iliquée  sur  le  cytkidre,  de  manière  que 
la  ifrdJte  Aa  (^.  a  )  -coïncide  «rvec  l'arête  du  cylindre  ( A ,  fi!d)  {/ig.  i ),  les 
éittrémîtôs ^,  *' 'fie  la  couAe  ^b^b'  {fîg.  a),  se  réuniront  au  point  unique 
('B,  b)  {yfg.  i)  dé  la. section  oblique  du  cylindre,  et  les  extrémités  j8,  jS'  de  la 
•droite  rtjBjS'Xj^.  a),  coïnoîderonît  avec  le  ^oint  B  de  la  section  droite  ABCD. 
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De  la  tangente  à  la  transfonnée  d'une  ligne  œurèe  tracée  sur  le  cylindre. 

io4-  Ayant  mené  par  le  point  H  (/ig.  i)  du  cercle  ABCD,  la  tangente  LHK 
oui  couDe  la  droite  A  A'  oroloneée  au  point  K.  la  taneenle  dé  ta  section 
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correspondent  au  point  unique  (L,  /)  (y%.  i)  de  la  courbe  d'intersection  du 
cône  et  du  plan. 

Achevant  la  circonférence  du  rayon  OB,  (y?g^.  a),  la  courbe  IpP  se  répé- 
tera une  infinité  de  fois  sur  le  plan  de  développement  autour  du  point  O,  à 
moins  que  Tare  ABA'  ne  soit  une  partie  alîquote  de  la  circonférence  à  la- 
quelle cet  arc  appartient.  Dans  ce  dernier  cas,  la  courbe  fermée  résultant  de 
Tintersection  du  cône  par  un  plan»  aura  pour  transformée  une  autre  courbe 
aussi  fermée;  mais  en  général^  la  transformée  fera  ime  infinité  de  révolutions 
autour  du  point  O. 

I^a  portion  IpV  de  la  transformée  suffit  pour  tracer  sur  le  cône  l'intersec- 
tion de  ce  cône  par  le  plan  (EEg^)  {fig.  i).  Ayant  décrit  lay%.  a  sur  un  plan 
flexible,  telle  qu'une  feuille  de  carton  ou  de  papier,  on  mettra  la  droite  OB 
de  cette  figure  sur  Tarête  (OB,  6S)  du  cône,  et  on  appliquera  le  plan  de  la 
figure  sur  le  cône;  les  points  /et  /'  de  cette  figure  se  réuniront  au  point 
(L,  /)  {fig.  I  )  du  cône. 

107.  Soit  maintenant  une  droite  quelconque  0H(/^.  a),  qui  représente 
Taréte  du  cône  (OH,  oH')  {fig.  i)  ;  on  aura  le  point  M  de  la  courbe  ^l  {fig.  a\ 
qui  se  trouve  sur  cette  arête,  en  construisant  la  longueur  OM  de  la  droite 
comprise  entre  le  sommet  (O,  o)  et  le  point  (M,  m)  [fig.  i  ).  Pour  avoir  la 
tangente  ME  menée  par  le  point  M  {fig.  a)  à  la  courbe  lpl\  on  remarquera 
qu'elle  est  l'hypothénuse  d'un  triangle  rectangle  MHE,  dont  le  côté  HE  (fig.  2) 
est  égal  à  HE  {fig.  i).  Ce  triangle  est  situé  dans  le  plan  tangent  au  cône  au 
point  (M,  în)  (fig.  1),  dont  la  trace  horizontale  est  HE,  et  les  longueurs  des 
côtés  de  c^  triangle,  ainsi  que  les  dimensions  des  droites  situées  dans  les  plans 
tangens  au  cône,  ne  changent  pas  sur  le  plan  de  développement,  puisque 
c'est  sur  ce  plan  que  viennent  s'appliquer  tous  les  plans  tangens. 

108.  Explication  de  la  fig.  a,  pi.  1 1 .  Le  développement  du  cône  droit,  qui 
a  pour  base  le  cercle  ABCD,  et  pour  sommet  le  point  (O,  o)  {pi.  1 1),  se  fait 
de  la  même  manière  que  pour  là  fig.  tx^pL  lo.  La  droite  OB  {fig.  a)  repré- 
sente l'arête  du  cône  (OB,  oB')  {fig.  i,/>/.  1 1),  et  les  droites  OA,  OA'  corres- 
pondent à  l'arête  unique  (OA,  oA')  {fig.  i).  La  branche  d'hyperbole  (MLS,  F/) 
i/Hf'  ')  ^  P^^^  transformée  les  deux  portions  de  courbes  /M,  l'S  {fig.  a)«  I^a 
transformée  de  la  seconde  branche  (  GPG\ pg)  {fig.  i  )  de  l'hyperbole,  est 
{fig.  a)  la  courbe  GpG. 

109.  On  rapporte  sur  le  plan  de  développement  les  asymptotes  de  l'hy- 
perbole (art  8a)  en  les  considérant  comme  des  tangentes  en  des  points  situés 
à  l'infini.  Soient  OM',  OS'  {fig.  a)  les  droites  qui  représentent  les  arêtes  du 
cône  parallèles  au  plan  de  l'hyperbole.  Les  perpendiculaires  M'N,  ST  (fig.  a) 
aux  extrémités  des  rayons  OM',  OS',  étant  respectivement  égales  aux  droites 
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M'N,  8T  (7%.  i,p/.  n) ,  terminées  aux  points  N,  T  des  droites  projections 
horizontales  des  asymptotes,  les  parallèles  NN',  TT'  {^fig*  a)«ux  rayons  OM', 
OS'  seront  les  transformées  des  asymptotes,  qui  deviennent  elles-mêmes  les 
asymptotes  de  la  transformée  de  l'hyperbole.  Cette  transformée  est  une 
courbe  formée  de  trois  branches  séparées  /M,  /'S,  GpG'.  Les  deux  droites 
NN',  TT'  sont  asymptotes  de  la  branche  G/tG',  et  chacune  d'elles  n'est  asjnmp- 
tote  que  d'une  seule  des  autres  branches  /M ,  /'S. 

Troisième  exemple  de  dés^eloppement  de  surface.  —  Développement  du  cy- 
lindre oblique.  (Pi.  la^fig.  a.) 

iio.  Lorsque  le  cylindre  à  développer  est  oblique,  on  doit  d'abord  con- 
struire sa  section  droite  (art.  98),  c'est-^à-dire  l'intersection  de  ce  cyhndreTpar 
un  plan  perpendiculaire  à  ses  arêtes.  Soit  (HTQ,  htq)  {pi.  m^fig.  i),  la  sec- 
tion droite  du  cylindre  elliptique,  qui  a  pour  base  sur  le  plan  horizontal 
l'ellipse  ABCl);  ayant  divisé  cette  ellipse  en  arcs  qui  sous*t^ident  des  cordes 
égales,  les  arêtes  du  cylindre  menées  par  les  points  de  division ,  rencontrent 
la  section  droite  ou  l'arc  droit  en  des  points  qui  sont  connus,  et  qu'on  peut 
rapporter  sur  la  droite,  transformée  de  l'arc  droit;  ce  qui  détermine  sur  le 
plan  de  développement  la  position  respective  des  arêtes  du  cylindre,  dont  on 
a  les  projections  horizontale  et  verticale. 

Soit  zz  {/ig*  a)  la  droite  qui  est  sur  le  plan  de  développement,  la  trans- 
formée de  l'arc  droit  qu'on  prend  pour  axe  de  développement,  et  Ee  {Jîg.  2) 
l'arête  du  cylindre  (ET,  EV)  {^fig.  i);  la  portion  Ee  {Jîg.  a)  de  cette  arête, 
comprise  entre  l'arc  droit  et  la  base,  a  pour  projections  {^g>  i)  les  droites 
ET,  EV.  Déduisant  de  ces  deux  projections  sa  longueur  vitiie,  et  portant  cette 
longueur  sur.^E,  le  point  E  sur  le  plan  de  développement  {fig.  a)  appar- 
tiendra à  la  courbe  XJEZZ'  transformée  de  Tellipse  ABCD  {Jig.  i).  On  con- 
struirait de  la  même  manière  tout  autre  point  d'une  ligne  quelconque  du  cy- 
lindre, qui  se  trouverait  surl'aréte  (ET,  EV). 

III.  Pour  trouver  la  longueur  vrai^  d'une  arête  du  cylindre  qui  a  pour 
projections  CH,  C'A,  on  décrit  du  point  H,  comme  centre ,  un  arc  de  cerele 
{jup  qui  coupe  la  paralIèle'H^)  à  XY  au  point  41.  Abaissant  les  perpendiculaires 
HH'A ,  4)<|)'  sur  XY,  le  pied  y'  de  la  seconde  perpendiculaire  détermine  le 
triangle  rectangle  y'H%,  dont  rhypotliénuse  kf  eeft  la  longueur  vraie  de  l'arête 
(GH,  C%).  On  obtiendrait  plus  directement  les  longueurs  des  arêtes  du  cy- 
lindre >en  se  servant  >d?|xne  (nouvelle  •projection  «ur  un  plan  perpendteulaire 
au{>Uniooupant,et']Xirallèle^k  généra!trioe4a'03^indre.  SoitO»(j^^.  i),  la 
trace 'bopiBofitBde  de  ce  plan-;  Qn  le  faisant  tourner  sur  .sa  trace  comme  char- 


GÉCaiÉTRIE  DESCRIPTIVE.  63 

mère,  et  rappliquant  sur  le  plan  homonta),  on  aura  lay%.  i.a,  dans  laquelle 
les  arêtes  Vu,  Ta  sont  rencontrées  à  angle  droit  par  la  droite  Vzu  du  plan 
coupant,  aux  points  u,  z,  dont  les  projections  horizontales  sont  U',  Z'. 

Soient  Vu ,  Zz  ou  71  z\  les  droites  {Jig>  a)  qui  représentent  les  arêtes  du 
cylindre  situées  dans  le  plan  yertical  Oo»  {fig^  1)9  on  aura  les  points  T7  et  Z 
{fig-  a)  de  la  transformée  de  l'ellipse  ABCD  {fig>  i)  en  feisant  Vu  {Jig.  2) 
=  Vu  {fig-  I .a) ,  Z2  ou  Z V  {fig.  *i)=:Zz  ijig.  i .a).  On  aurait  de  même  le 
point  E  déjà  construit,  en  faisant  Ee  (y%.  2)  =  fie  Ç^fig.  i.a). 

—  i 

De  la  tangente  à  la  ttw^formée  de  la  hase  eUiptique  du  cylindre  obUque. 

lia.  Ayant  construit  le  point  E  de  la  transformée  Z'UZ  {pi.  la  ,yfg^.  a)  ée 
Tare  droit  du  cylindre  oblique,  on  obtiendra  la  tangente  en  un  point  quel* 
conque  E  de  cette  transformée,  en  pcH^tant  la  tangente  L9  de  l'arc  droit  déve- 
loppé H'U'^Q'' (/?/.  i^yfig'  ï)>  sur  la  droite  zz*  {fig.  a)  dee  en  9;  la  droite  E* 
(/%•  '^  ^t  1^  tangente  de  la  transformée  ZZ'U  au  point  E  de  cette  courbe. 


§  IIL  DES' SURFACES   DX   BSVOLUTIQV   COUPLES   PAR   UN  PLAIT. 

1 13.  Deux  séries  de  plans,  les  uns  perpemlicalaîres  à  Taxe  de  révolution , 
les  autres  passant  par  cet  axe,  coupent  la  surface  de  révolution  suivant  des 
cercles  ou  des  méridiens.  Chacun  de  ces  plans  rencontre  le  plan  donné  qui 
coupe  la  surface  suivant  une  droite  ;  le  point  ou  les  points  dans  lesquels  cette 
droite  coupe  le  cercle  ou  la  section  méridienne,  contenu  dans  le  même  plan 
que  la  droite,  appartiennent  à  la  courbe  d'intersectioi^  de  la  surface  de  révo- 
lution et  du  plan  donné. 

Premier  exemple.  —  Intersection  d'un  eU^soide  de  révolution  par  un  plan. 

(PI.  i3,fig.  I.) 

1 14>  On  suppose  que  Taxe  de  révolution  est  vertical,  et  que  le  plan  vertical 
de  projection  est  perpendiculaire  au  plan  coupant. 

Soit  (O,  O'o)  Taxe  de  révolution;  Lm,  mn,  les  deux  traces  du  plan  cou* 
pont;  un  plan  méridien  AOB  parallèle  au  plan  vertical  de  projection^  catb^ 
tient  l'ellipse  méridienne  €ibefy  qui  a  pour  axes  principaux  les  droites  rec* 
tangulaires  ab,  ef.  Cette  ellipse ,  en  tournant  autour  de  son  grand  axe  efy. 
dirigé  suivant  la  droite  (O,  O'o),  engendre  Yellipsoîde  de  révolution. 


j 
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Le  plus  grand  cercle  de  cette  surface  a  pour  diamètre  aby  et  $e  projette 
sur  le  plan  horizontal,  suivant  un  cercle  ABCD  de  même  diamètre. 

La  trace  horizontale  lim  du  plan  coupant  étant  perpendiculaire  à  l'inter- 
section XY  des  plans  de  projection ,  la  trace  verticale  mn  contient  évidem- 
ment la  projection  verticale  de  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  de  ré- 
volution et  du  plan  donné  (Jumn). 

Pour  trouver  un  point  de  la  projection  horizontale  de  cette  intersection , 
on  imaginera  un  plan  ss'  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution;  ce  plan  cou- 
pera le  plan  donné  suivant  une  horizontale  (RR'9  r),  et  la  surface  suivant  un 
cercle  du  diamètre  ss\  qui  se  projette  sur  le  plan  horizontal  suivant  un  autre 
cercle  RR'S  de  même  diamètre.  Ce  dernier  cercle  et  la  droite  RR'  se  coupent 
aux  points  R,  R'  qui  appartiennent  à  la  projection  horizontale  RR'UZ  de  la 
courbe  d'intersection  de  l'ellipsoïde  de  révolution  par  le  plan  donné  (Jjrm). 
,  II 5.  On  aurait  cette  courbe  dans  son  plan  {Jig*  i.<at),  en  faisant  tourner 
chacun  de  ces  points  autour  de  la  trace  mn  comme  charnière.  Un  point  tel 
que  (R,  r)  décrit  un  cercle  d'un  rayon  égal  à  la  distance  Rr'  du  point  R  à  la 
droite  XYj  portant  cette  distance  {fig.  i  .a)  de  r  en  p  sur  la  perpendiculaire 
rp  à  Id  trace  mn,  le  point  p  appartient  à  la  courbe  développée  sur  son  plan. 

Le  plan  méridien  AB  parallèle  au  plan  vertical  de  projection,  rencontre  le 
plan  (L//2/i),  suivant  une  droite  qui  passe  par  le  point  I  de  la  trace  Ijn  de  ce 
dernier  plan.  Portant  m\  en  mM  sur  la  perpendiculaire  à  la  trace  mn^  et  me- 
nant par  le  point  l' la  parallèle  Un  {fig*  im)  à  mn^  cette  parallèle  divisera  en 
parties  égales  les  ordonnées  telles  que  ppj  perpendiculaires  à  la  trace  mn; 
en  sorte  qu'on  aura  np  =  np=i  NR  =  NR'. 

116.  En  considérant  sur  la  surface  de  révolution  le  second  système  de  li- 
gnes, c'est-à*dire  les  courbes  méridiennes,  les  points  de  rencontre  de  ces 
courbes  avec  le  plan  donné  appartiendront  à  l'intersection  de  la  surface  et 
du  plan. 

Soit  OP  la  trace  horizontale  d'un  plan  méridien  qui  coupe  le  plan  donné 
(Lmn)  suivant  une  droite  (PO,  mn)^  et  la  surface,  de  révolution  suivant  une 
courbe  méridienne  égale  à  ab/e.  Pour  construire  le  point  d'intersection  de 
cette  courbe  et  de  la  droite  (PO,  m/i),  on  fait  tourner  le  méridien  OP  autour 
de  l'axe  de  révolution,  et  on  amène  le  point  P  en  P'  sur  le  diamètre  AB  pro- 
longé. Le  point  P'  se  projette  sur  le  plan  vertical  en/>;  Taxe  de  révolution 
rencontre  le  plan  donné  (Jjnn)  au  point  â;  tirant  la  droite /i^  qui  coupe  la 
section  méridienne  ab/e  aux  points  s,  «,  les  distances  //,  w  de  ces  points  à 
l'axe  ç/;  rapportées  sur  la  droite  OP  de  O  en  R  et  de  O  en  U,  détermineront 
les  points  R  et  U  de  la  projection  horizontale  RR'UZ  de  la  ligne  d'intersection 
demandée. 
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La  drconiërenoe  déorite  du  point  O  oomme  centre,  avec  OiP  pour  rayon , 
rmcontre  la  trace  Lm  aux  points  P  et  Q  ;  tirant  la  droite  OQ,  et  la  considé^ 
rant  comme  la  trace  d'un  autre  plan  méridien  OQ,  on  aura  deux  nouveaux 
points  de  la  projection  RR'UZ,  en  faisant  OR'ri±  OR ,  et  OZ  =OU. 

De  la  tangente  à  la  courbe  d'intersection  d'une  surface  de  révolution  par  un 

plan. 

1 1 7.  Le  plan  tangent  à  la  surface  de  révolution,  mené  par  un  point  de  la 
ligne  d'intersection  de  cette  surface  par  un  plan ,  rencontre  le  plan  coupant 
suivant  une  droite,  qui  est  une  tangente  de  la  courbe  d'intersection. 

Soit  (R,  r)  un  point  quelconque  de  la  courbe  d'intersection  de  la  surface 
par  un  plan  ;  le  plan  tangent  en  ce  point  passe  par  les  tangentes  à  la  courbe 
méridienne  et  au  cercle,  qui  se  coupent  à  angle  droit  en  ce  même  point;  mais 
les  tangentes  aux  courbes  méridiennes ,  menées  par  les  points  du  cercle  du 
diamètre  ss\  qui  passe  par  le  point  donné  (R,  r),  forment  un  cône  droit  qui 
est  coupé  par  le  plan  horizontal  XY  de  projection,  suivant  le  cercle  du  rayon 
OG  :=  O'g;  d'où  il  suit  que  la  tangente  à  la  courbe  méridienne  au  point  (R,  r) 
(le  cette  courbe,  rencontre  le  plan  horizontal  XY  au  point  G*  D'ailleurs 
(art.  ai),  la  trace  horizontale  GH  du  plan  tangent  est  perpendiculaire  à  la 
trace  ORP  du  plan  méridien  qui  passe  par  le  point  de  contact  (R,  r)  ;  menant 
cette  perpendiculaire,  elle  rencontre  la  trace  horizontale  Ijn  du  plan  donné, 
au  point  H  qui  détermine  la  tangente  HR.  Portant  mil  en  mH!  i^fig.  i  .a),  la 
droite  H  p  est  la  tangente  à  la  courbe  de  l'ellipsoide,  rapportée  sur  le  plan 
4e  cette  courbe  {fig*  i  .a). 

m 

Deuxième  exemple  de  V intersection  d'une  surface  de  résolution  par  un  plan. 
—  De  V intersection  du  tore ,  ou  de  la  surface  annulaire  par  un  plan. 

(PL  14.) 

118.  On  appelle  tore,  ou  surface  annulaire,  la  surface  engendrée  par  un 
cercle,  qui  tourne  autour  d'une  droite  située  dans  le  plan  du  cercle.  Cette 
droite  est  l'axe  de  révolution  ;  on  la  suppose  verticale  sur  la  figure  de  la/;/.  1 4, 
qne  nous  allons  expliquer. 

Soit  (A,  aa')  Taxe  de  révoluticto,  qui  est  donné  dans  le  plto  vertical  AEF 
du  cercle  dd'e/l  dont  la  projection  horizontale  est  la  droite  EF;  ce  cerdle^a 
son  centre  en  C  sur  le  plan  horizontal  de  projection ,  et  pour  diamètre  'la 
droite  (EF,  rf).  On  suppose  que  le  tore  est  coupé  par  un  plan  vertical  OEH 
perpendiculaire  à  la  droite  A*P,  et  passant  parle  point  (E,  e)  situé 'sur  le  dia- 
mètre horizontal  du  cercle  générateur,  parallèle  au  plan  vertical  de  projec- 

9 
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tion  ;  la  courbe  d'intersection  a  pour  projection  horizontale  la  droite  GH. 
Pour  développer  cette  courbe  dans  son  plan,  on  fait  tourner  le  plan  vertical 
GH  autour  de  sa  trace  horizontale  GH  comme  charnière.  La  distance  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe  à  la  charnière,  mesurée  sur  une  verticale , 
s'abat  sur  une  droite  de  même  longueur,  perpendiculaire  à  £G. 

Ayant  décrit  du  point  A  comme  centre,  avec  un  rayon  quelconque  A^^r, 
un  cercle  qui  coupe  la  droite  AF  au  point  tt,  la  perpendiculaire  mp  menée 
par  ce  point  à  XY,  rencontre  le  cercle  générateur  du  tore  ddefj  aux  points 
qy  q'  qui  sont  les  projections  verticales  des  deux  points  du  tore,  situés  sur  la 
verticale  ^.  Mais  le  cercle  du  tore  quia  pour  projection  horizontale  PVP, ren- 
contre le  plan  vertical  GH  aux  points  dont  P  et  P'  sont  les  projections  hori- 
zontales ;  donc  la  hauteur  de  ce  point  du  tore  au-dessus  du  plan  horizontal 
de  projection ,  sera  égale  ^pqy  ou  pq\  Ayant  élevé  la  perpendiculaire  QPQ' 
sur  GH,  on  prend  PQ :î=  PQ' =:py,  et  les  points  Q,  Q'  appartiennent  à  la 
courbe  d'intersection  du  tore  et  du  plan.  Les  points  K,  K'  de  cette  courbe, 
dont  l'ordonnée  verticale  Kl  ou  Kl  est  égale  au  rayon  du  cercle  générateur 
du  tore,  appartiennent  au  cercle  horizontal  du  rayon  AC,  décrit  parle  centre 
(G,  c)  du  cercle  générateur  autour  de  Taxe  de  révolution.  La  courbe  déve- 
loppée dans  son  plan  se  compose  de  deux  branches  égales ,  GKQE^'H  et 
H^EQ'K'G,  qui  se  croisent  au  point  double  E.  (  Voyez  pour  la  détermination 
des  tangentes  à  cette  courbe  au  point  double  E,  mon  deuxième  Supplément 
à  la  Géométrie  descriptwe  de  Monge,  page  1 1,  in-4^^  année  1818.  ) 

1 1  g.  La  section  du  tore  que  nous  venons  de  construire,  forme  le  passage 
des  sections  parallèles  à  deux  branches  séparées,  de  celles  qui  sont  à  une 
seule  branche.  Toutes  les  sections  du  tore  comprises  entre  le  plan  méridien 
721  et  le  plan  coupant  GH,  sont  à  deux  branches  séparées.  Toutes  les  sections 
comprises  entre  le  plan  coupant  GH  et  le  plan  tangent  parallèle  mené  par  le 
point  F,  n'ont  qu'une  seule  branche. 

De  la  tangente  à  la  courbe  d'intersection  du  tore  et  d'un  plan  parallèle  à  son 

axe. 

lao.  GH  étant  la  trace  horizontale  du  plan  coupant,  parallèle  à  l'axe  du 
tore,  et  P  la  projection  horizontale  d'un  point  de  la  courbe  d'intersection,  la 
hauteur  de  ce  point  au-dessus  du  plan  horizontal  est  la  droite  PQ  d'une  lon- 
gueur égale  kpq  ou  pq  ordonnée  verticale  du  cercle  dd'^.  Un  plan  méri- 
dien AP  mené  par  le  point  P,  cou^  le  tore  suivant  le  cercle  générateur  égal 
à  ddef;  or  la  tangente  à  ce  cerclé  au  point  q  rencontre  l'horizontale  bej  au 
point  r;  donc,  si  l'on  porte  la  partie  br  de  cette  horizontale  de  A  en  r\  la 
droite  r^  perpendiculaire  à  kr\  sera  la  trace  du  plan  tangent  au  tore,  au 
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point  Q  du  développement  de  la  courbe  d'intersection.  Mais  cette  droite  rT 
rencontre  la  trace  GH  du  plan  coupant  au  point  T  ;  d'où  il  suit  que  la  droite 
menée  par  le  point  T  et  par  le  point  Q  touche  la  courbe  EQGR'  au  point  Q. 
La  droite  TQ'  touche  cette  courbe  au  point  Q';  la  sous'tangente  TP  est  la 
même  pour  les  deux  points  Q,  Q'  situés  sur  la  droite  QPQ'. 

Le  plan  tangent  au  point  du  tore  qui  se  projette  en  I  sur  le  plan  horizon- 
tal ,  est  horizontal  ;  d'où  il  suit  que  la  tangente  au  point  R  ou  K'  de  la  courbe 
d'intersection  du  cône  et  du  plan  GIH,  est  une  droite  horizontale,  intersection 
du  plan  tangent  et  du  plan  coupant  vertical. 

Du  plan  tangent  de  la  seconde  espèce.  (  Voyez  art.  46.  ) 

1 2 1 .  Le  même  plan  que  nous  venons  de  considérer  comme  plan  coupant, 
et  qui  contient  une  courbe  à  deux  branches  du  tore,  est  aussi  tangent  au  tore, 
non  parce  qu'il  contient  les  deux  tangentes  au  point  double  £  d'une  ligne 
du  tore,  mais  parce  qu'il  ne  diffère  pas  du  plan  qui  serait  déterminé  par  les 
tangentes  à  deux  lignes  distinctes  du  tore,  l'une  le  cercle  horizontal  du  rayon 
A  £9  l'autre  le  cercle  vertical  du  diamètre  £F. 

JjG  plan  vertical  G'FU',  perpendiculaire  à  l'extrémité  F  du  diamètre  £F, 
est  aussi  tangent  au  point  F  du  tore,  puisqu'il  passe  par  les  tangentes  aux 
deux  cercles  qui  se  croisent  à  angle  droit  au  point  de  contact  F;  c'est  un  plan 
tangent  de  la  première  espèce  ;  il  n'a  de  commun  avec  la  surface  que  le  point 
de  contact  F,  qui  est  la  limite  des  sections  parallèles  à  une  seule  branche , 
comprises  entre  les  deux  plans  verticaux  parallèles  GH,  G'H'.  L'élément  du 
tore  au  point  E  est  aussi  la  limite  de  ces  mêmes  sections;  mais  ce  point  E 
appartient  en  même  temps  à  la  ligne  qui  est  limite  des  sections  parallèles , 
dont  chacune  a  deux  branches  séparées. 

Troisième  exemple  d'intersection  d'une  surface  de  révolution  par  un  plan.  — 
Intersection  de  la  surface  réglée  de  Vhjrperboloide  de  ré^huion  par  un  plan. 
(PI.  i5.) 

I  lia.  Une  droite  qui  tourne  autour  d'une  autre  droite  fixe,  engendre  une 
surfsice  de  révolution ,  dont  la  section  méridienne  est  une  hyperbole  qiy  a 
pour  demi-axe  principal  et  réel  la  plus  courte  distance  des  deux  droites 
données.  La  droite  génératrice  est  dans  toutes  ses  positions  parallèle  à  un 
plan  méridien,  et  sa  distance  à  ce  plan  est  égale  à  la  plus  courte  distance  des 
deux  droites  données. 

Un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution,  coupe  la  sur- 
face suivant  un  cercle,  le  plan  donné  suivant  une  droite,  et  les  points  de 
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rencontre  du  cercle  et  de  la  droite  appartiennent  à  la  couribe  d^intersection 
demandée. 

Explication  de  la  pL  il5«  On  suppose  le  plaa  horizontal  de  projection  per- 
pendiculaire à  Taxe  de  révolution,  et  le  plan  vertical  perpendiculaire  au  plan 
coupant. 

Soit  XY  l'intersection  des  deux  plans  de  projection;  (  Â,  aha!)  la  droite 
fixe  ou  Taxe  de  révolution;  (BG^  bc)  la  droite  mobile  dans  la  position  où  elle 
est  parallèle  au  plan  vertical  de  projection.  La  perpendiculaire  à  ces  deux 
droites  (  art.  36)  est  une  horizontale  AB,  qui  se  projette  sur  le  plan  vertical 
au  point  b  de  la  droite  ab.  Le  pied  (B,  6)  de  cette  perpendiculaire  sur 
la  droite  (CB,  eb),  décrit  en  tournant  autour  de  la  droite  fixe  le  cercle 
(BB'EF,  ebf)^  qui  est  le  plus  petit  de  la  surface,  et  qu'oii  nomme  par  cette 
raison  cercle  de  gorge.  Les  autres  cercles  ont  pour  rayons  les  perpendicu- 
laires abaissées  des  points  de  la  droite  donnée  (CB,  cb)  prolongée  indéfini- 
ment sur  l'axe  de  révolution.  Le  cercle  de  gorge  divise  la  surface  en  deux 
parties  égales,  dont  chacune  a  la  figure  d'un  entonnoir,  et  qui  sont  tangentes 
Tune  à  l'autre  ;  ces  deux  parties  ne  forment  qu'une  seule  nappe  divergente 
autdessus  et  au-dessous  du  plan  du  cercle  de  gorge  (*). 

5i  Ton  conçoit  par  ce  petit  cercle  un  cylindre  droit  vertical,  la  droite  gé- 
nératrice de  l'hyperboloîde  qui  est  donnée  dans  un  plan  tangent  à  ce  <;ylin- 
dre,  et  qui  tourne  autour  de  la  droite  fixe,  passe  successivement  dans  tous 
les  plans  tangens  au  même  cylindre;  or,  par  un  point  quelconque  de  l'hyper- 
boloîde, on  peut  mener  (art.  55)  deux  de  ces  plans,  dont  chacun  contient  la 


(^)  M.  Brocchi,  conservateur  des  modèles  à  TÉcole  polytechnique,  m'a  communiqué  un  procédé 
simple  et  trcs-exact,  de  son  invention,  pour  exécuter  sur  le  tour  une  portion  du  solide  terminé 
par  un  hyperboloïde  de  révolution, et  compris  entre  deux  cercles  égaux,  qui  sont  à  égale  distance 
du  cercle  de  gorge  :  ce  procédé  consiste,  i^  à  faire  un  cylindre  droit,  qui  a  pour  hauteur  W  diV 
tance  des  deux  cercles  extrêmes  de  Thyperboloide,  et  pour  base  supérieure  ou  inférieure.  Ton 
de  ces  cercles.  ix^  Le  cylindre  étant  supposé  horizontal ,  on  dispose  une  scie  rectiligne  dans  un 
plan  vertical  qui  passe  par  le  milieu  de  l'arête  la  plus  élevée  du  cylindre,  et  qui  fait  avec  l'axe 
horizontal  de  ce  cylindre  ua  angle  égal  à  celui  de  ce  même  axe  avec  une  parallèle  à  la  généra- 
'  trice  de  fhyperboloïde.  On  donne  un  trait  de  scie,  de  manière  que  la  droite  mobile  qui  ter- 
mine  les  dents  soit  constamment  parallèle  à  la  génératrice  de  l'hyperboloîde,  et  son  mouvement 
de  Va  et  vient  doit  cesser,  lorsque  le  trait  de  scie  est  à  une  distance  de  l'axe  du  cylindre,  égale  au 
rayon  du  cercle  de  gorge  de  l'hyperboloîde.  3^  On  remet  le  cylindre  ainsi  disposé  sur  le  tour, 
de  manière  que  l'axe  passe  de  ce  cylindre  par  les  deux  pointes  de  cet  outU^  et  avec  le  ciseau  od 
enlève  du  cylindre  des  tranches  circulaires  concentriques  à  son  axe ,  en  prenant  le  trait  de 
scie  pour  la  limite  de  ces  tranches.  Apr^  cette  opération,  le  cylindre  droit  est  transformé  to 
use  hyperboloïde  de  révolution  de  même  base  et  de  même  hauteur. 
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droite  génératrice;  donc  il  n'y  a  aucun  point  de  la  surfs^ce  qui  ne  soit  Fin* 
tersection  de  deux  droites  appartenant  à  cette  surface.  Ainsi  le  plan  verticf 
CDj  parallèle  au  pl^i»  vertical  de  projection,  contient  deux  droites  de  la  sur- 
hce  qui  ae  croisent  au  point  (B,  é);  elles  font  avec  le  plan  horizontal  le  mente 
angle.;  Tune  rencontra  le  plan  horizontal  au  point  C ,  et  l'autre  au  point  ï)  ; 
la  distance  CD  de  ces  deux  points ,  et  les  4eux  droites  de  la  surface,  foi^ment 
un  triangle  isocèle  égal  au  triangle  cbd  donné  sur  le  plan  vertical  de  projec- 
tion. Chacune  des  droites  (BC^  èc}j  (RD,  bd)  est  une  génératrice  de  la  surface. 
£n  marquant  par  des  fils  leurs  po^si-tions  successives,  on  obtient  deux  systè- 
mes de  droiles  qui  divisent  la  sur&ce  en  petits  quadrilatères;  les  di'oites  d'iup 
système  ne  se  rencontrent  pas  entr^  eU^s,  ap^ais  elles  sont  toutes  rençqnti^ées 
par  une  droite  quelconque  de  Vautre  système.  Les  droite^s  de  l'un  et  l'autre 
système  sont  également  inclinées  >  par  rapport  à  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  de  révolution;  l'angle  qu'elles  font  avec  ce  plan  est  constant. 

Ainsi  la  surface  que  nous  considérons  ne  JQ^it  pas  seulement  de  la  prOf* 
piiété  générale  de  toutes  les  surfsices  de  révolution,,  d'étrç  conpées  par  de^ 
plans  perpendiculaires  à  Taxe  de  révolution  suivant  d^s  cercles,  mais  elle 
peut  encore  être  engendrée  par  une  droite  de  deux  i^anières  différente^; 
d'où  il  suk  qu'un  point  quelconque  de  l'intersection  de  la  surface  et  du 
plan,,  césulte  de  l'intersection  d'un  cercle  ou  d'une  ligne  dro^^e  par  le  plap^ 
donné. 

ia3.  Soil  le  cercle  du  rayon  AU,  situé  dans.un  plan  horizontal  quelconque 
gUj  qui  rencontre  la  droite  génératrice  (BC,  éc)  au  point  (U,  u);  ce  pl^n 
coupe  le  plan  donné  (SOp)  suivant  l'horizontale  (GG',^);  cette  horizontale 
et  le  cercle  du  rayon  AU  se  rencontrent  aux  points  (Q,  g),  (4>9  ^f)*  qui  appar- 
tiennent à  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  et  du  plan  donné  (SlOp). 

Toutes  les  droites  de  la  surface  se  projettent  sur  le  plan  horizontal  suivajqt 
des  tangentes  au  petit  cercle  du  rayon  AB.  Soit  Gj8  l'une  de  ces  tangentes, 
qui  touche  le  cercle  au  point  /3,  et  qui  coupe  en  H  le  cercle  du  rayon  AC  ou 
AD  que  le  point  Ç  de  la  droite  génératrice  décrit  sur  lé  plan  horizontal  de 
projection;  la  droite  de  la  surface  (Hi2,  H'jS')  est  coupée  par  le  plan  donné 
(NQp)  au  point  (G,  g)  déjà  trouvé*  Si  l'on  mène  par  le  point  G,  la  tangente 
Gy  au  cercle  du  rayon  J^  qui  touche  ce  cercle  au  points,  et  coupe  le  cercle 
du  rayon  AC  au  point  v|),  on  aura  une  nouvelle  drojte.de  la  aurfaoe(4G>t4'é'>') 
qui  passe  encore  par  le  point  (G,^)  de  la  section  pUn^  ^  la  surfaqe.  hts 
deux  droites-  de  la  surface  (HGja,  H'grjB'),  (4Gr»  4'^"^')  passent  l'une  par  le 
point  (18,  lè!)j  et  l'autre  par  le  point  {yyy)  du  «erple  de  gorgp  OB'EF,,  ebf). 

1%^.  Un  cercle  ou  une  droite  db  la  surface  étant  donnée,,  on  vient  de  cqn- 
atruire  le  point  delà  eourbe  d'intersection  de  la  surfi^ce  par  un  plan ,  qp^  se 
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trouve  sur  l'une  ou  Tautre  de  ces  lignes,  et  les  deux  projections  de  ce  point 
déterminent  le  plan  méridien  qui  le  coùtient.  Mais  on  pourrait  proposer  de 
résoudre  le  problème  inverse  :  Étant  donné  un  plan  méridien,  trousser  le  point 
de  la  courbe  situé  dans  ce  plan?  Soit  AGQ  la  trace  horizontale  donnée  d'un 
plan  méridien  ;  on  demande  le  point  (G,  g)  de  la  section  située  dans  ce  plan. 

Solution.  Le  plan  méridien  AGQ  est  coupé  par  le  plan  donné  (NO^),  sui- 
vant ime  droite  qui  rencontre  l'axe  de  révolution  au  point  (A,  «).  On  regarde 
cette  droite  comme  la  génératrice  d'un  cône  droit  qui  a  pour  sommet  Le 
point  (A,  a),  et  pour  base  sur  le  plan  horizontal  de  projection,  le  cercle  d'un 
rayon  AQ,  dont  l'extrémité  Q  est  déterminé^  par  la  rencontre  des  deux  traces 
AQ,  ON.  La  droite  génératrice  de  l'hyperboloîde  de  révolution  (CE,  cb)  ren- 
contre le  cône  droit  en  deux  points,  dont  on  construit  les  projections  ho- 
rizontales U  et  Z.  Décrivant  du  point  A  comme  centre  avec  les  rayons  AU, 
AZ,  des  cercles  qui  coupent  la  trace  donnée  AG  du  plan  méridien,  aux  points 
G  et  Z',  ces  points  appartiennent  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe 
d'intersection  de  l'hyperboloîde  par  le  plan  ("NOp). 

ia5.  Pour  trouver  les  points  d'intersection  d'un  cône  droit  et  d*une  droite, 
on  mène  par  le  sommet  du  cône  une  parallèle  à  la  droite  donnée  ;  par  cette 
droite  et  sa  parallèle ,  on  conduit  un  plan  qui  coupe  le  cercle  base  du  cône 
en  deux  points  ;  les  arêtes  du  cône  menées  par  ces  points ,  coupent  la  droite 
donnée  aux  points  demandés 

Par  le  sommet  (A,  «)  du  cône  droit,  on  a  mené  la  parallèle  (  Ac,  eu')  à  la 
droite  génératrice  (CB,  c3);  le  plan  conduit  par  cette  droite  et  sa  parallèle 
coupe  le  plan  horizontal  suivant  la  droite  RS ,  qui  rencontre  le  cercle  du 
rayon  AQ,  base  du  cône  droit,  aux  points  R  et  S.  Les  arêtes  du  cône  qui  pas- 
sent par  ces  points,  coupent  la  droite  (CB ,  c^)  aux  points  dont  U  et  Z  sont 
les  projections  horizontales.  Faisant  tourner  cette  droite  autour  de  l'axe 
(A,  <ia')^  les  deux  points  qui  se  projettent  sur  le  plan  horizontal  en  U  et  Z, 
décrivent  des  cercles  de  la  surface  qui  rencontrent  nécessairement  la  droite 
du  plan  coupant,  située  dans  le  plan  méridien  donné  AGQ ,  aux  points  dont 
6  et  TI  sont  les  projections  horizontales. 

Les  cercles  décrits  autour  de  l'axe  (A,  ab)^  par  les  points  (U,  u),  (Z,  z)  de 
la  droite  génératrice  (CB,  cb) ,  se  projettent  sur  le  plan  vertical ,  respective- 
ment suivant  les  horizontales  menées  par  les  points  u  et  z.  Les  mêmes  hori- 
zontales contiennent  le3  projections  verticales  g^  z'  des  points  de  la  surface, 
dont  G  et  II  sont  les  prpjections  horizontales. 

1 26.  La  circonférence  du  rayon  AQ  rencontre  la  trace  NO  du  plan  cou- 
pant aux  points  Q  et  Q',  situés  dans  les  deux  plans  méridiens  AQ,.  AQ'.  En 
portant  sur  AQ'  les  droites  opposées  k^ ,  AZ",  respectivement  égales  aux 


^ 
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droites  AG ,  ÂZ',  les  points  ^  et  TU  appartiennent,  comme  les  points  G  et  Z'^ 
à  la  proje&tion  horizontale  de  l'intersection  de  l'hyperboloide  par  le  plan 
donné  (NQp). 

On  trouvera  de  la  même  manière  les  points  I  et  J  de  cette  projection , 
situés  sur  le  méridien  AN  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  ON  du 
plan  coupant.  Les  opérations  semblables  aux  précédentes  sont  tracées  sur 
répure* 

Des  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  réglée  d'une  hyperboloïde 
de  révolution  par  un  plan.  —  Nouvel  exemple  d'un  plan  tangent  de  la  se- 
conde espèce.  (  Pi.  1 5.  ) 

127.  Un  point  quelconque  de  lliyperboloîde  de  révolution  réglé  ou  à 
une  seule  nappe  (^),  est  Tintersection  de  deux  lignes  droites  et  d'un  cercle 
qui  se  croisent  eu  ce  point.  Le  plan  tangent  au  même  point  contient  les.  deux 
droites  et  la  tangente  au  cercle  ;  de  ces  trois  droites ,  deux  seulement  sont 
nécessaires  pour  déterminer  le  plan  tangent. 

Soit  (G,  g)  un  point  de  lliyperboloîde  de  révolution;  les  droites  de  la  sur- 
face qui  se  croisent  en  ce  point ,  rencontrent  le  plan  horizontal  aux  points 
H  et  4  ;  par  conséquent  la  droite  H'j;  est  la  trace  horizontale  du  plan  tangent. 
Le  plan  méridien  du  point  (G,  g)  étant  vertical ,  le  plan  tangent  en  ce  point 
lui  est  perpendiculaire  (art.  63  )  ;  d'où  il  suit  que  ces  deux  plans  sont  coupés 
par  le  plan  horizontal  de  projection,  suivant  deux  droites  AG,  H4  perpen- 
diculaires entre  elles.  En  effet,  dans  le  triangle  GH49  formé  par  les  tangentes 
au  cercle  du  rayon  AB,  menées  par  le  point  G,  les  côtés  GH,  G4  sont  égaux,  et 
forment  avec  la  trace  AG  du  plan  méridien  des  angles  égaux  ;  le  côté  H4  est 
donc  perpendiculaire  à  AG.  Cette  construction  fait  voir  que  le  plan  tangent 
en  (G,  g)  est  en  même,  tepips  sécant  en  tout  autre  point  des  deux  droites  de 
la  surface  par  lesquelles  il  passe,  puisque  sa  trace  sur  le  plan  horizontal  est 
une  corde  H4  d'un  cercle  appartenant  à  la  sur&ce. 

I  a8.  La  trace  horizontale  4H  du  plan  tangent  étant  prolongée ,  elle  ren- 
contre la  trace  NO  du  plan  coupant  (NO/?),  au  point  T  qui  appartient  à  la 
tangente  de  la  courbe  d'intersection  de  lliyperboloîde  de  révolution  et  du 
plan  donné  :  d'où  il  suit  que  la  droite  TG  est  la  projection  horizontale  de 
cette  tangente  ;  6<t  sera  une  autre  tangente  au  point  ^  de  la  courbe  GI^Z'JZT, 


(*)  La  surface  de  lliyperboloide  de  rérolation  non  n^giée  est  engendrée  par  une  hyperbole 
qui  tourne  anlûur  de  son  axe  principal  non  tranwerse  ;  cette  surface  est  foraiée  de  deux  nappes 
séparées. 
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si  Von  prend  sur  la  trace  horizontale  NO  da  plan  coupant,  la  droite  NT=Nfl, 

et  sur  la  perpendiculair^^^i  à  la  droite  AN^,  Gq'  =ip'^. 

lag.  Ayant  construit  la  projection  horizontale  ÏG7^3Z'<pl  de  l'intersection 
de  l*hyperboloîde  par  le  plan  donné  (KO^*),  on  l'obtiendra  dans  son  plan 
(y%.  I  -a),  en  faisant  tourner  ce  plan  autour  de  sa  irace  Terticale  Op  {Jïg.  i). 
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i3i.  Le  plan  tangent  en  un  point  de  Hiyperboloïde  de  révolution,  est 
déterminé  (art.  63  et  1 97)  par  les  deux  conditions  de  passer  par  une  droite 
de  la  surface,  et  d'être  perpendiculaire  au  plan  méridien  du  point  de  con<- 
tact.  Mais  lorsque  le  point  de  contacît  est  à  l'infini  sur  une  droite  donnée  de 
la  surface,  le  plan  méridien  de  ce  point  est  nécessairement  parallète  à  cette 
droite  (art  12a);  donc  un  plan  mené  par  la  droite  donnée,  perpendiculaire- 
ment au  plan  méridien  qui  lui  est  parallèle,  est  le  plan  tangent  au  point  situé 
à  l'infini  sur  cette  droite  :  l'intersection  de  ce  plan  tangent  et  du  phm  de  la 
section,  est  Vasympto^. 

Dans  le  cas  où  la  section  est  une  hyperbole ,  il  y  a  sur  Thyperboloïde  de 
révolution,  deux  droites  parallèles  au  plan  coupant,  qui  déterminent  deux 
plans  tangens  pour  les  points  de  ces  droites  situés  à  l'infini  ;  les  droites  in- 
terjections de  ces  plans  et  du  plan  de  la  section ,  sont  les  asymptotes.  Dans 
le  cas  de  hi parabole,  le  plan  tangent  au  point  situé  k  l'infini  sur  la  droite 
parallèle  au  plati  coupant,  est  parallèle  à  ce  dernier  plan,  et  la  section  n'a 
pas  à^asymptote.  Pour  démontrer  le  parallélisme  de  ces  deux  plans,  nous  fe- 
rons remarquer  que  les  méridiens  des  points  de  contact  situés  à  l'infini,  pas- 
sent par  leà  arêtes  du  cône  droit,  parallèles  aux  droites  de  l'hjperboloïde, 
auxquelles  ces  points  appartiennent;  mais  par  hypothèse,  dans  le  cas  de  la 
parabole,  lè  plan  mené  par  le  sommet  du  cône  droit  parallèlement  au  plan 
coupant,  est  tangent  à  ce  cône  ;  donc  le  plan  méridien  mené  par  l'arête  de 
contact  est  perpendiculaire  au  plan  coupant  :  or  le  plan  taisent  au  point 
situé  à  l'infini  passe  par  une  parallèle  à  1  arête  de  contact  du  cane ,  et  il  est 
de  plus  perpendiculaire  au  plan  méridien  de  cette  arête  ;  donc  le  plan  tangent 
et  le  plan  coupant  passent  par  des  droites  parallèles,  et  sont  perpendiculaires 
au  même  plan  méridien  ;  d'où  il  suit  qu'ils  sont  parallèles.  Ce  parallélisme 
n'a  pas  lieu  pour  le  cas  dé  l'hyperbole ,  parce  que  les  plans  méridiens  des 
points  de  contact  situés  à  l'infini ,  étant  normaux  au  cône  droit ,  ils  sont  né> 
cessairement  inclinés  par  rapport  au  plan  coupant  y  dont  le  parallèle  mené 
par  le  sommet  du  cône  coupe  ce  cône  suivant  deux  arêtes. 

i^es  foyers  des  sections  planes  de  Vhyperboloîde  de  ré^^olution  à  une  nappe. 

1 3a.  Lçs  sections  planes  de  rhypÊrboU>id?  de  révx>lution  étant  comme  pour  ' 
le  cône  droit,  des  elHpaes,  on  des  hyperboles,  ou  des  piiraboles ,  ces  couiJ>es 
ont  des  foyers,  et  on  démontre  que  œss  foyers  sont,  comme  pour  le  cône  droit 
(art.  87),  les  points  de  contact  des  sphères  circonscrites  à  l'hyperboloide  et 
tangentes  aux  plans  des  courbes. 

Soit  ABCD  (/^.  5^pL  suppl.  A)  la  section  méridienne  de  l'hyperboloide, 

10 
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composée  des  deux  branches  égales  d'hyperbole  ALC,  BC^D,  et  sapposons  que 
le  plan  de  cette  section  soit  perpendiculaire  au  plan  qui  coupe  l'hyperbo- 
loïde,  en  sorte  que  l'intersection  des  deux  plans  soit  la  droite  PQ.  Désignons 
par  k'  une  droite  quelconque  de  l'hyperboloïde,  qui  se  projette  [Jîg.  5)  sui- 
vant la  droite  II',  tangente  aux  deux  branches  de  l'hyperbole  ;  la  droite  de 
l'espace  «  est  coupé  par  le  plan  PQ,  en  un  point  m  de  l'espace,  qui  ^par- 
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§  IV.  PES  nrTE&SBcnoirs  des  subfaces  réglées  par  un  plaît ,  et  des  tangentes 


AUX  courbes  d'intersection. 


i33«  Une  surface  réglée  est  définie  (art.  Sii),  lorsque  pour  chacun  de  ses 
points,  on  peut  assigner  la  position  de  la  droite  mobile  qui  s*appuie  sur  les 
trois  courbes  directrices.  Un  plan  étant  donné,  une  droite  quelconque  de  la 
surface  est  coupée  par  ce  plan  en  un  point  qui  appartient  à  la  courbe  d'in- 
tersection de  la  surface  et  du  plan  :  or  on  sait  comment  (art.  1 7)  on  construit 
le  point  de  rencontre  d'une  droite  et  d'un  plan  donnés  de  position  ;  par  con- 
séquent on  trouvera  tant  de  points  qu'on  voudra  de  la  courbe  d'intersection 
d'une  surface  réglée  et  d'un  plan  ;  mais  la  tangente  à  cette  courbe  en  un  point 
déterminé  résulte  de  l'intersection  du  plan  tangent  à  la  surface  au  même  point 
et  du  plan  coupant;  ainsi  la  détermination  de  la  tangente  dépend  de  la  solu* 
tion  de  ce  problème  :  Mener  un  pian  tangent  à  une  surface  réglée  par  un 

point  donné  sur  la  surface. 

Il  est  nécessaire,  pour  résoudre  ce  problème,  de  considérer  la  surface  ré- 

glée  particulière,  qui  a  pour  directrices  de  la  droite  mobile  trois  droites  fixes 

données  de  position ,  et  d'en  faire  connaître  les  propriétés  par  rapport  au 

plan  tangent. 

De  la  surface  réglée  élémentaire,  ou  de  Vhyperhohïde  à  une  nappe.  (PI.  16.) 

I  34*  Nous  avons  démontré ,  dans  nos  ÉUmens  de  géométrie  à  trois  di- 
mensions  (*),  qu'il  n'y  avait  que  cinq  espèces  de  surfaces  du  second  degré , 
dont  trois  ont  un  centre,  et  deux  autres  en  sont  dépourvues.  Les  trois  pre- 
mières se  nomment  ellipsoïde,  hyperholoïde  à  une  nappe,  hyperholoïde  à  deux 

'La  propriété  de  la  section  conique  PQ  par  rapport  à  la  directrice  TV  consiste  dans  la  rela- 
tion qui  existe  entre  les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  section  au  foyer  F  et  à  la  droite 
TT';  ces  deux  distances  sont  dans  un  rapport  constant  pour  l'ellipse  et  l'hyperbole,  et  elles  sont 
égales  pour  le  parabole.  AdopUnt  les  dënominatious  de  l'article  87  cité  page  Si,  et  ayant  abaissé 
40  poipt  M  la  perpendiculaire  MNN'  sur  l'axe  SRR'  du  cône  droit,  on  a  mF  =  itii  =  AN = BN'. 
Or  les  deux  triangles  QTB,  QA£N'  donnent  la  proportion  : 

BIV'  on  otF  :  MX  ::  QB  :  QT  ::  sin  QTB  :  sin  QBTj  donc  ^=g^§™ 

j7t]F  et  BIT  sont  les  distances  d'un  point  quelconque  m  de  la  section  conique  PQau  foyer  F  et  à 
la  directrice  TT;  ces  distances  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  sinus  de  deux  angles  qui  ne 
dépendent  que  delà  direction  du  plan  PQ  par  rapport  à  l'axe  du  cène  droit;  d'où  il  suit  que  ce 
rapport  est  constant.  Lorsque  la  section  est  une  parabole (^T^.  4,77/.  suppi.  A),  les  deux  angles 
QTCy  QBT  sont  supplém^ps  l'un  de  l'autre,  et  on  a  :  mF  =MT. 

(*)   1  vol.  in  8%  partie  analytique ,  F.  Didot,  1817- 
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nappes;  les  deux  autres,  paraboloïde  elliptique  et paraboloïde  hjrperboUque, 
Cette  dernière,  etrl'kyperboloîde  à  une  nappe,  jouissent  de  la  propriété  d'être 
engendrées  par  une  droite  de  deux  manières  différentes;  on  peut  aussi  les  ap- 
peler surfaces  réglées  du  second  degré,  et  c'est  ainsi  que  nous  les  désignons 
pL  16  et  17. 

1 35.  Etant  données  trois  droites  fixes,  on  prend  un  point  quelconque  sur  la 
première^  par  ce  point  et  par  la  seconde  droite,  on  mène  un  plan  qui  coupe 
la  troisième  droite;  la  quatrième  droite,  menée  par  le  point  d'intersection 
et  par  le  point  de  la  première  droite ,  s*appuie  sur  les  trois  directrices  fixes. 
Cette  quatrième  droite,  qu'on  mène  successivement  par  tous  les  points  de  la 
première,  est  la  génératrice  de  Vhyperboloïde  à  une  nappe.  Cette  surface  a  un 
centre,  et  trois  axes  principaux  rectangulaires  qui  passent  par  ce  centré.  Ces 
trois  axes  sont  (/?/.  16,  fîg.  i)  les  droites  BAB',  EAF  ou  eaf,  et  ea/^. 

'  Deux  de  ces  axes  BB',EF  sont  aussi  ceux  de  l'ellipse  qui  forme  la  gorge  de 
la  surface.  Lorsque  ces  axes  sont  égaux  (yîg^.  2,  pi.  16  ),  l'ellipse  de  gorge  de- 
vient un  cercle,  et  l'hyperboloïde  à  une  nappe  ne  diffère  pas  de  l'hyperboloïde 
de  révolution,  qui  a  été  l'objet  des  articles  (1212-1 33).  Les  sections  parallèles 
des  surfaces  du  second  degré  étant  semblables,  les  plans  parallèles  à  l'ellipse 
de  gorge  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  coupent  cette  surface  suivant  des 
ellipses  semblables,  dont  les  axes  augmentent  continuellement,  à  mesure  que 
leurs  plans  s'éloignent  de  l'ellipse  de  gorge,  en  sorte  que  la  surface  est  com- 
posée de  deux  parties  égales,  qui  s'étendent  indéfiniment  au-dessus  et  au-des- 
sous de  cette  ellipse. 

BB'EF(y%^.  I,  /?/.  16)  est  l'ellipse  de  gorge  construite  sur  les  axes  BB',  EF. 
J^e  plan  mené  par  l'axe  £F,  perpendiculairement  à  celui  de  l'ellipse,  coupe 
l'hyperboloïde  suivant  l'hyperbole  xex,  jff,  qui  a  pour  axes  principaux  la 
droite  ç/'=:  EF,  et  la  droite  donnée  e4>.  Un  troisième  plan  perpendiculaire  à 
celui  de  la  gorge,  qu'on  mènerait  par  l'axe  BB',  couperait  l'hyperboloïde  sui- 
vant une  hyperbole  qui  aurait  pour  axes  principaux  les  droites  BB^et  e<p.  Ainsi 
les  trois  sections  principales,  construites  sur  les  trois  axes  donnés  BB',  EF,  %^^ 
qui  se  croisent  au  centre  A  de  la  surface  du  second  degré,  sont  pour  l'hyper- 
boloïde à  une  nappe,  une  ellipse  et  deux  hyperboles  ;  elles  seraient  toutes  trois 
ellipses  pour  l'ellipsoïde,  et  se  réduiraient  à  deux  hyperboles  pour  l'hyperbo- 
loïde à  deux  nappes.  Les  droites  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  projetées 
sur  les  plans  des  trois  sections  principales  de  cette  surface ,  sont  tangentes 
à  ces  sections,  car  on  démontrera  (art.  i44)  que  les  plans  projetant  les 
droites  de  la  surface ,  sont  comme  tous  les  plans  passant  par  ces  droites 
tangens  à  la  surÊice.  ^ 
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Des  sections  elliptiques  et  circulaires ^  prises  pour  les  directrices  de  la  droite 
mobile  génératrice  de  Vhyperboloïde  à  une  nappe  ;  de  la  double  génération 
de  cette  surface  par  une  ligne  droite,  (Fig.  i,  pi.  16.) 

i36.  Toutes  les  sections  planes  de  Thyperboloïde  sont^  comme  pour  le 
cône  k  base  circulaire ,  des  ellipses ,  des  hyperboles  ou  des  paraboles  ;  deux 
systèmes  de  plans  parallèles  le  coupent  suivant  des  cercles  :  tous  les  cercles 
d'un  même  système  ont  leurs  centres  sur  une  droite  qui  passe  par  le  centre 
de  la  surface ,  et  qui  est  inclinée  par  rapport  à  leurs  plans.  Deux  plans 
(xyl  xy)  {fig.  i),  parallèles  au  plan  de  TeUipse  de  gorge  (BB'EF) ,  coupent 
l'hyperboloûide  vivant  des  ellipses  qui  se  projettent  sur  le  plan  horizontal, 
suivant  une  seule  ellipse  XYZZ',  semblable  à  l'ellipse  BB'£F  et  sembiabletnent 
située.  Deux  autres  plans  menés  par  les  grands  axes  de  ces  ellipses  (XY,  xy\ 
(XY,  x*y)  sous  une  inclinaison  déterminée,  coupent  la  sur£sice  suivant  deux 
cercles  égaux  et  parallèles^  d'un  diamètre  égal  à  la  droite  XY.  Concevons 
que  les  circonférences  de  ces  deux  cercles  aient  été  divisées  en  un  nombre 
pair  d*arcs  égaux,  à  partir  des  points  (X,  x)j  (X,  x)  extrémités  de  leurs  dia- 
roètres  parallèles;  la  droite  menée  du  point  (X,  a;)  du  cercle  inférieur  à  un 
point  déterminé  du  cercle  supérieur,  déterminera  la  position  de  toutes  les 
autres  droites  de  la  surface.  Avançant  d'un  arc  sur  le  cerclie  inférieur,  on 
avancera  pareilleinent  d'un  arc  égal  sur  le  cercle  supérieur,  et  la  droite  qui 
joindra  les  extrémités  de  ces  deux  arcs  appartiendra  encore  à  la  surface; 
mais  du  point  (X,  x)  du  cercle  inférieur  on  peut  mener  deux  droites  de 
même  longueur  à  deux  points  déterminés  du  cercle  supérieur,  et  il  est  évi- 
dent que  ces  deux  points  à  égale  distance  du  point  (X,  x)  sont  situés  dans 
un  plan  tel  que  ^-^^  perpendiculaire  à  la  droite  XY. 

Lies  deux  droites,  en  se  mouvant  suivant  la  même  loi,  engendrent  la  même 
surface  ;  les  deux  systèmes  de  droites  divisent  cette  surface  en  petits  quadri- 
latères; une  droite  quelconque  de  l'un  des  systèmes  coupe  toutes  les  droites 
de  l'autre  système.  On  remarquera  que  les  projections  de  ces  droites  sur  le 
plan  horizontal  divisent  Tellipse  XYZZ'  en  arcs  inégaux,  tels  que  les  pro- 
jections des  deux  systèmes  de  droites  passent  par  les  méikies  points  de  cette 
ellipse.  Il  n'est  pas  nécessaire,  pour  obtenir  cette  division,  de  connaître  l'in* 
cUnaison  du  plan  du  cercle  par  rapport  au  plan  de  l'ellipse  qui  a  pour  grand 
axe  le  diamètre  du  cercle.  On  décrit  sur  XY,  comme  diamètre,  une  demi^ 
circonférence  qu'on  divise  en  parties  égalés  à  partir  de  l'extrémité  X  dé  ce 
xiiamètre,  et  on  abaisse  des  points  de  division  des  perpendiculaires  sur  XY, 
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qui  divisent  Tellipse  de  la  manière  la  plus  symétrique  et  la  plus  commode 
pour  exécuter  la  surface  avec  des  fils. 

Néanmoins  les  perpendiculaires  à  XYj  voisines  des  droites  Xo:  ou  Yjr,  cou- 
peraient Teilipse  XYZZ'  sous  des  angles  très-aigus,  et  il  conviendra  par  cette 
raison  de  déterminer  l'inclinaison  du  plan  qui  coupe  Tellipsoîde  suivant  un 
cercle.  La  perpendiculaire  ZV  à  Taxe  BB'  rencontre  le  cercle  du  diamètre  XY 
au  point  i^,  par  lequel  on  mène  le  rayon  A^.  Le  plan  mené  par  Taxe  XY,  et 
qui  fait  avec  le  plan  de  l'ellipse  de  gorge  l'angle  Z'Ai^^  coupe  i'hyperboloide 
à  une  nappe  suivant  un  cercle  dont  la  projection  sur  le  plan  de  la  gorge  est 
évidemment  l'ellipse  XYZZ'.  Ayant  divisé  le  quart  de  cercle  Xu  en  parties 
égales,  on  abaisse  de  chaque  point  de  division,  tel  que  t^  la  perpendiculaire  ts 
sur  AZ'u;  on  porte  As  en  As'  sur  le  rayon  At^,  et  les  droites  rectangulaires  st\ 
tt\  parallèles  respectivement  aux  axes  £F,  BB',  se  coupent  k  l'un  des  points 
de  division  i  de  l'ellipse  XYZZ'.  Cette  division  de  l'ellipse  étant  connue,  on 
prend  deux  disques  elliptiques  égaux  et  semblablement  placés,  dont  les  cen- 
tres sont  sur  une  droite  perpendiculaire  à  leurs  plans;  on  attache  sur  les 
bords  de  chaque  disque  de  petites  pointes  ou  crochets ,  aux  points  de  divi- 
sion déterminés  comme  on  vient  de  l'indiquer.  Le  fil  qui  joint  successivement 
les  points  correspondans  des  deux  ellipses ,  engendre  I'hyperboloide  dont  la 
gorge  est  dans  un  plan  parallèle  aux  disques,  et  à  égale  distance  de  ces  dis- 
ques. Lorsqu'à  la  place  des  disques  elliptiques  on  prend,  deux  disques  circu* 
laires,  I'hyperboloide  à  une  nappe  devient  une  sur&ce  de  révolution  dont  la 
gorge  {Jig.  n  )  est  le  cercle  BB'EF,  concentrique  au  cercle  XYZZ',  projection 
des  deux  sections  circulaires  à  égales  distances  du  plan  de  la  gorge. 

137.  Au  lieu  de  prendre  (y%.  i)  pour  directrices  de  la  droite  mobile  gé- 
nératrice de  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  deux  ellipses  égales  et  parallèles,  on 
pourrait  supposer  que  cette  droite  s'appuie  constamment  sur  deux  cercles 
égaux  et  parallèles,  dont  les  centres  sont  joints  par  upe  droite  qui  est  inclinée 
par  rapport  aux  plans  de  ces  cercles. 

Soient  {fig.  ^^pL  16)  i,  a,  3,  4*—9  ^^  abcdces  deux  cercles;  ayant  divisé 
leurs  circonférences  dans  le  même  nombre  de  parties  égales,  on  mènera  d'un 
point  quelconque  de  division  i  du  premier  cercle,  deux  droites  égales  et  d'une 
longueur  donnée  i.a,  1 . i '  vers  les  deux  points  de  division  a,  1  '  du  second  cer- 
cle. On  aura  pour  les  droites  d'un  système,  celles  qui  joignent  les  points  con« 
sécutife  I9  ^9  3,  4»**-  du  premier  cercle,  et  les  points  consécutifs  a,  b,  c,  d.... 
du  second  ;  les  droites  de  l'autre  système  joindront  les  points  consécutife  et 
correspondans  (i,  i'),  (a,  a'),  (3,3'),  (4, 4')>  ^c-  ^^  ^^^^^^  systèmes  de  droites 
divisent  en  parties  égales  le  cerd^e  de  gorge  ab'tf. 

i38.;Si  l'on  donnai^  l'ellipse  de  gorge  et  une  seule  droite  de  la  surface  hy- 
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perboloîde,  cette  surface  serait  déterminée.  En  effet,  on  considérerait  l'ellipse 
donnée  comme  la  base  d'un  cylindre  droit.  Un  plan  quelconque,  tangent  à 
ce  cylindre,  couperait  la  droite  donnée  en  un  point;  Taréte  de  contact  du  cy* 
lindre  et  du  plan  rencontrerait  l'ellipse  en  un  autre  point  :  la  droite  qui 
joindrait  ces  deux  points  appartiendrait  à  la  surface. 

189.  Soit  qu'on  prenne  pour  directrices  de  la  droite  génératrice  de  l'hy* 
perboloïde  à  une  nappe,  deux  ellipses  égales  et  parallèles,  ou  deux  cercles 
égaux  et  parallèles,  cette  surface  comprend  deux  séries  de  droites,  et  le  plan 
tangent  en  un  point  quelconque  est  déterminé  par  les  deux  droites  qui  se 
croisent  en  ce  point;  considérant  trois  droites  quelconque  de  l'une  ou  l'autre 
série  comme  les  directrices  d'une  droite  mobile,  il  est  évident  (art.  5a)  que 
la  surface  engendrée  par  cette  droite  sera  déterminée,  et  qu'elle  ne  différera 
pas  de  l'hyperboloîde  à  une  nappe,  qui  a  pour  génératrice  la  droite,  dont 
les  directrices  ont  été  désignées  dans  l'article  précédent.  On  peut  donc  définir 
la  sur£3ice  de  l'hyperboloîde  à  une  nappe  par  cette  propriété  caractéristique, 
qu'elle  est  engendrée  par  une  droite  mobile  qui  s'appuie  sur  trois  droites  fixes. 
En  admettant  cette  définition,  on  peut  démontrer  synthétiquement  que  la 
surface  a  un  centre,  et  qu'elle  peut  être  engendrée  par  une  droite  mobile 
de  deux  manières  différentes.  Nommons  A,  B,  G  trois  droites  de  l'espace 
qui  ne  se  rencontrent  pas  et  qui  ne  sont  pas  parallèles  à  un  même  plan,  et 
soit  construit  (art.  4o)  le  parallélipipède  capable  de  ces  trois  droites,  et  de 
leurs  symétriques  A',  B',  C  (art.  4i  )•  Chacune  de  ces  droites  symétriques, 
A'  par  exemple,  est  déterminée  par  la  condition  d'être  parallèle  à  A,  et  d'être 
sécante  des  deux  autres  B  et  G.  On  a  démontré  (art.  ^^)  qu'une  droite  T  qui 
s'appuie  sur  les  trois  droites  A,  B,  G,  avait  pour  symétrique  une  droite  pa- 
rallèle S  qui  s'appuie  sur  les  trois  droites  symétriques  A',  B',C,et  que  les  deux 
transversales  T,  S  étaient  à  la  même  distance  du  centre  du  parallélipipède. 
Ayant  construit  une  série  de  transversales  T,  T',  T"....  des  trois  droites  A,  B,  G, 
on  en  déduit  les  transversales  symétriques  correspondantes  S,  S',  S'';  si  les 
droites  T,  T',  T^....  appartiennent  à  la  surface  réglée,  les  droites  S,  S',  S^... 
seront  sur  la  même  surface. 

En  effet,  concevons  par  le  centre  I  (Jig.  7,  pi.  suppL  A)  du  parallélipi- 
pède, trois  parallèles  ab,  ca!,  b'c\  aux  trois  droites  données  A,  B,  C,  ou  à 
leurs  symétriques  A',  B',  G',  et  les  trois  plans  P,  P',  P"  m^és  par  ces  paral- 
lèles prises  deux  à  deux.  Soit  f  un  point  quelconque  de  la  tranversale  T,et  t'  (*) 


(•)  Ces  points  /,  «'sont  marqués  des  mêmes  leUres  sur  la /"g. '3,/?/.  5;  les  droites  Im^tm' (même 
figure)  senties  transversales  qui  sont  ici  désignées  par  les  lettres  T,  T,  et  qui  coupent  Tune  les 
roi»  droites  AB,  CA',  B'C,  Vautre  leurs  symétriques  A'B',  C'A,  BC{/lg.  Z^pL  5). 
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son  point  symétrique,  qui  est  situé  sur  la  droite  U  prolongée,  et  qu'on 
détermine  en  prenant  It'  t=r  It.  On  conçoit  un  second  parallélipipède  t^rfwi' 
(yî^.  7,/>/.  suppl.  AVdç  même  centre  I  que  le  premier,  dont  les  arêtes  sont 
parallèles  aux  trois  droites  A,  B,  G ,  et  qui  a  pour  diagonale  la  droite  tt'.  Le 
solide  et'mm'  est  divisé  par  les  trois  plans  P,  P',  P"  en  quatre  parallélipipèdes 
égaux,  dont  deux  Itbc,  It'aà  ont  poiir  diagonales  les  droites  égales  k^  U;  or  les 
points  ty  t'  rapportés  aux  trois  plans  P,  P',  P"  sont  déterminés  Tnn  par  les  trois 
droites  £r^  xb,bl^  l'autre  par  les  trois  droites  t^x\  x'a,  al  respectivement  égales, 
parallèles  et  comprenant  les  mêmes  angles  ;  donc,  quelle  que  soit  la  l*elàtion 
qui  existe  entre  les  trois  premières  droites,  elle  subsiste  eâtre  les  trois  se- 
condes; donc  les  positions  des  points  t  et  t*  sont  déterminées  par  les  mêmes 
conditions;  d'où  il  suit  que  ces  points  appartiennent  à  la  même  surface,  et 
que  cette  surface  a  pour  centre  le  point  I,  centre  du  parallélipipède  capable 
des  trois  directrices  données  A,  B,  G. 

i4o.  Le  centre  I  de  la  surface  n'est  pas  seulement  le  centre  du  parallélipi- 
pède construit  sur  les  trois  droites  A,  B,  G  ou  A',  B',  G'.  Trois  droites  quel- 
conques prises  dans  l'une  ou  l'autre  série  des  transversales  T,  T',  T*'...,  S,  S',  S" 
déterminent  un  parallélipipède;  tous  les  parallélipipèdes  construits  sur  trois 
transversales  quelconques  prises  dans  la  même  série ,  ont  même  centre,  et  ce 
centre  commun  est  aussi  celui  de  la  surface.  Leis  trois  transversales  de  chaque 
série  peuvent  être  prises  pour  la  génératrice  de  l'hyperboloïde  ;  d'où  il  suit 
que  cette  surface  peut  être  engendrée  par  une  droite  mobile  de  deux  ma- 
nières différentes,  et  qu'il  n'y  a  aucun  point  de  cette  surface  par  lequel  on 
ne  puisse  mener  deux  droites  D,  D',  l'une  D  de  la  série  des  transversales  T, 
r,  T....  l'autre  D'  de  la  série  S,  S',  S\... 

Cette  propriété  de  la  double  génération  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe, 
subsiste  encore  tlâns  le  cas  particulier  où  les  trois  droites  A ,  B,  G  directrices 
de  la  droite  mobile,  sont  parallèles  à  un  nàéme  plan;  alors  l'hyperboloïde  à 
une  nappe  prend  le  nom  de  pàfaboloïde  hyperbolique.  Avant  la  division 
(art.  i54)  des  surfaces  du  second  degré  ëii  cinq  espèces,  le  paraboloïde  hy- 
perbolique était  connu  en  charpenterie  sous  le  nom  àejnm  on  plan  gauche; 
on  n'avait  considéré  pour  t&  cons^thuction  dé  certains  combles,  que  la  por- 
tion du  paraboloïde  comprise  dans  le  quadrilatère  qui  est  'fermé  par  quatre 
droites  de  cette  sur&ce  non  situées  dans  le  même  plan,  et  que  plusieurs  géo^ 
mètres  avaient  nommé  quadrilatère  gauche. 
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Du  paraboloïde  hyperbolique,  de  sa  double  génération  par  une  ligne  droite. 

(Fig.  i,pl.  17.) 

i4i.  La  section  principale  qui  est  une  ellipse  BB'£F  (Jîg.  î,pL  16)  pour 
llxyperboloïde  à  une  nappe,  devient  pour  le  paraboloïde  hyperbolique,  une 
parabole;  soit  ZFZ'  (pi.  l'J^^g^  i)  cette  parabole;  toutes  les  droites  de  la  sur- 
face  se  projettent  sur  le  plan  de  cette  parabole,  suivant  les  tangentes  à  cette 
courbe.  Soit  FF'G'  la  tangente  au  sommet  F  de  la  parabole  et  la  projection  ho- 
rizontale de  Tune  de  ces  droites  ;7?^'g'' ou j^"g^",  la  projection  de  cette  droite 
de  la  surface  sur  un  plan  vertical  XY  parallèle  à  la  projection  horizontale 
FF'^  En  prenant  pour  directrices  de  la  droite  génératrice  du  paraboloïde,  la 
parabole  FMNZ  (Jig.  i  ),  et  la  droite  (FF'G',#'^'  ou^g^^y%.  i,  i.a) ,  toutes 
les  positions  de  la  droite  génératrice  seront  déterminées.  En  effet,  considé- 
rons la  parabole  ZFZ'  comme  la  base  d*un  cylindre  dont  les  arêtes  sont  per- 
pendiculaires au  plan  de  cette  parabole  ;  puisque,  par  hypothèse ,  les  droites 
du  paraboloïde  se  projettent  (^g.  i)  suivant  les  tangentes  à  la  parabole  ZFZ', 
un  plan  quelconque  tangent  à  ce  cylindre  coupera  les  droites  ÇP'G\J^'g'), 
ÇP'G^J^g")  en  deux  points;  l'arête  de  contact  sur  le  cylindre  rencontre  la 
parabole  en  un  autre  point  ;  les  droites  menées  de  ce  point  aux  deux  pre- 
miers, appartiennent  à  la  surface.  Les  projections  de  ces  droites  sur  le  plan 
vertical  XY  sont  toutes  parallèles  entre  elles ,  et  parallèles  aux  droites  don- 
nées j^'^^^.  Soient  M^  N,  Z,  ou  M',  N',  Z',  les  points  de  la  parabole  qui  se 
projettent  sur  le  plan  vertical  XY  en  //i,  /i,  z,  ni',  ri,  z\  Les  parallèles  menées 
par  ces  derniers  points  auif:  droitesj^'g^J^'g^  sont  les  projections  verticales  des 
droites  de  la  surface,  qui  ont  pour  projections  horizontales  les  tangentes  à  la 
parabole  FF',  MI,  Ml,  NK,  IT'K,  ZL^  Z'L.  Tous  les  plans  perpendiculaires 
au  plan  de  la  parabole  ZFZ',  et  parallèles  au  grand  axe  AFfde  cette  parabole, 
coupent  le  paraboloïde  suivant  une  parabole  constante  FTlTCK^LX'.  En 
faisant  mouvoir  cette  parabole  dans  les  plans  FA ,  MS,  M'S',  NU,  N'U',...  de 
manière  que  son  sommet  parcoure  la  parabole  de  la  section  principale  ZFZ', 
elle  engendre  le  paraboloïde  hyperbolique.  Les  paraboles  fixe  et  mobile  di- 
vei^ent  dans  l'espace  en  sens  contraire  (*);  ces  diverses  propriétés  du  pa- 
raboloïde réglé  se  démontrent  par  l'algèbre. 


(*)  Si  ces  deux  paraboles  divergeaient  dans  le  même  sens,  la  parabole  mobile,  telle  que  yF'V^ 
égale  à  la  parabole  LT'L'  retournée,  engendrerait  \e  paraboiMe  tttif^uei  [Fcf.  la  définidoB 
des  autres  surfaces  du  second  degré,  art.  x34.) 


II 
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143.  En  partant  de  la  définition  du  paraboloïde  hyperbolique  que  celte 
surface  à.pDur génératrice. une  droite  mobile  qui  s'appuie £ur  trois  droites 
fixes  parallèles  à  un  même  plan,  on  démontre  synthétiquement  qu'elle  jouit 
fînmmft  l'hvnf>rboloïde  à  une  nanne.  dont  elle  est  un  cas  narticulier.  de  la 
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Ayant  construit  le  parallélogramme  ABDû?  sûr  les  cètés  ÀB,  AD*dii*qnadri- 
latère,  tirons  la  droite  Cd,  qui  forme  avec  les  lignes  J^d,  CD  le' triangle  CDrf, 
et  avec  les  lignes  ^d,  BC  le  triangle  CB^?;  il  est  évident  que' les  plans  de  ces 
triangles  sont  respectivement  parallèles  aux  côtés  opposés  du  quadrilatère  gau- 
che. Menons  deux  plans  quelconques  parallèles  aux  plans  destrianglék  GBt/, 
CD^^  et  soient  11,  M/i  les  traces  de  ces  plans  sur  le  plan  du  parallélogranmie 
ABD^.  Leurs  traces  sur  les  plans  des  triangles  CD^,  CB^  seront  les  droites 
/K.,  reN  parallèles  à  la  droite  Cd,  et  on  atira  deux  triangles  IK/^  MNn,  dont 
les  plans  respectitement  parallèles  à  ceux  dès  triangles  CB^,  CD^,  se  coupent 
suivant  la  droite  Gh  qui  passe  par  le  point  A,  intersection  des  deut  droites 
lly  TAriy  et  qui  est  parallèle  aux  droites  CJ,  K/  et  Nn.*  Nous  allons  dénion* 
trer  que  la  droite  Gh  qui  rencontre  nécessairement  les  droites  IK;  MN,  les 
coupe  au  même  point  G. 

Considérons  d'abord  cette  droite  Gk  \ians  le  plan  du  triangle  KJ/^  et 
comme  une  parallèle  de  K /,  qui  coupe  la  droite  IR  au  point  6  :  à  cause  des 
triangles  semblables  ViG^  I/KL,  on  a  la  proportion  : 

I/:IA::K/:GA; 

d'où  il  suit  que  la  droite  Gh  qui  se  termine  au  point  6  de  la  droite  IR, 

TA  U 

a  pour  valeur  -^  Y^l  ^  on  g^  Kl  y  ou  enfin  à  cause  des  triangles  semblables 

BGi,BNn,GA=^K/. 

Considérons  maintenant  la  droite  Gh  dans  le  plan  du  trismgle  MN/i ,  et 
comme  une  parallèle  de  N/i  qui  coupe  la  droite  MN;  je  dis  que  le  point  d-in- 
tersection  ne  différera  pas  du  point  G  de  la  droite  IR;  car  on  a,  à  cause  des 
triangles  semblables  M  (7/2,  MGhy  la  proportion  : 

'HlniWiV.lXniGh; 


'  % 


qui  donne  pour  la  longueur  Gh^  en  supposant  que  TeExtiséimitéG  dec^tte 
droite  soit  sur  MN  : 

Gh  ==1^7   Nn  !=  Kt/Nn  =  jri  N/ï. 

M/1  Da  Ca 

I^s  deux  Valeurs  de  G^  sont  égalée;  d*où  }1  stirt  que  t6u«éS  Jbftitliodiw  K*, 
l'K.'  d'un'  premier  mode  de  géttéi^ton  du'ptfi^b^S^loïdé  ré^lé,  isoltft  r^HMirt #é«s 
par  toutes  les  droites  MN,  IMTN'  àù  second  mûdeé^  gériéititiOB  ;  ce  qui^  prouve 
lo  que  le  paraboloîde  peut  être  engendré  par  une  droite  mobile  de  dem 
manières  différentes; 

ao  Que  dans  cbaque  mode  de  génération,  le  mouvement  de  la  droite  gé- 
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nératrice  est  déterminé  ou  par  la  condition  de  s'appuyer  sur  trois  droites 
fixes,  parallèles  à  un  même  plan,  ou  par  les  deux  conditions  de  s'appuyer  seu- 
lement sur  deux  droites  fixes,  et  de  rester  parallèle  à  an  plan  directeur  donné. 
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« 

I 

Des  sections  planes  du  parabohide  hyperbolique. 

146.  Les  sections  planes  d'un  paraboloïde  hyperbolique  ne  peuvent  pas 
être  des  courbes  fermées  ;  elles  sont  ou  des  paraboles  ou  des  hyperboles;  car 
quel  que  soit  le  plan  coupant,  deux  droites  de  ia  surface  seront  parallèles  à 
ce  plan,  et  les  points  de  la  courbe  d'intersection  situés  sur  ces  droites,  seront 
à  l'infini.  Pour  le  prouver,  concevons  que  le  plan  coupant  et  les  deux  plans  pa> 
rallèles  aux  deux  systèmes  de  droites  du  paraboloïde  se  rencontrent;  nom- 
mons petq  les  droites  d'intersection  de  ces  plans  ;  A,  A'  les  cotés  opposés  du 
quadrilatère  gauche  (art.  i43)  qui  détermine  le  paraboloïde,  B,  B'  les  deux 
autres  cotés.  Toutes  les  parallèles  aux  droites  p  et  q  seroQ|,parallèles  au  plan 
coupant  :  or,  il  y  a  deux  droites ,  l'une  parallèle  à  p,  l'autre  à  q,  qui  s'ap- 
puient, la  première  sur  les  directrices  A,.  A',  la  seconde  sur  les  directrices  B, 
fi';  car,  si,  par  la  directrice  A  et  une  parallèle  à  la  droite  />,  on  imagine  un 
plan  qui  coupe  la  directrice  A'  en  un  point,  une  autre  parallèle/^'  à  la  droite 
p  menée  par  ce  point,  s'appuiera  sur  les  directrices  A,  A'  et  sera  parallèle  au 
plan  des  deux  directrices  B^  B'  et  au  plan  coupant^  plans  qui  par  hypothèse 
se  rencontrent  suivant  la  droite/?. 

Par  la  même  raison,  la  directrice  B  et  une  parallèle  à  la  droite  q^  détermine 
un  plan  qui  coupe  la  directrice  B'  en  un  point,  par  lequel  on  conçoit  une  pa- 
xallèle  j^'  à  la  droite  q;  cette  parallèle  s'appuiera  sur  les  directrices  B,  B',  et 
sera  parallèle  au  plan  des  deux  directrices  A,  A'  et  au  plan  coupant.  Mais  les 
deux  droite  p'j  q\  l'une  parallèle  au  plan  des  deux  directrices  B,  B',  l'autre 
au  plan  des  deux  directrices  A,  A',  appartiennent  à  la  surface  du  paraboloïde, 
et  ^ont  parallèles  au  plan  coupant  ;  donc  elles  contiennent  des  points  de  la 
courbe  d'intersection  du  paraboloïde  et  du  plan  donné,  qui  sont  situés  à 
l'infini  ;  d'où  il  suit  que  le  plan  donné,  quel  qu'il  soit,  ne  peut  couper  le  pa* 
ral)oloïde  suivant  une  courbe  fermée. 

Les  deux  droites/?',  q'  se  réduiront  à  une  seule,  lorsque  le  plan  coupant 
sera  parallèle  à  la  droite  d'intersection  des  deux  plans,  l'un  parallèle  aux  côtés 
At  A'  du  quadrilatère  gauche,  l'autre  aux  côtés  B,  B'  de  ce  quadrilatère.  Dans 
ce  cas,  la  section  du  paraboloïde  sera  une  parabole,  c'est*à-dire  l'une  des 
sections  coniques  qui  s'étend  à  l'infini,  et  n'a  pas  d'asymptotes.  Connaissant , 
dans  le  cas  d'ime  section  hyperbolique ,  les  droites/^',  q*  de  la  surface  parallèle 
au  plan  coupant,  on  détjerminera  les  asymptotes  de  cette  section  par  des  con- 
sidérations semblables  à  celles  qui  ont  servi  à  trouver  les  asymptotes  des  sec* 
tions  de  l'hyperboloide  de  révolution  (art.  i3i). 

£n  effet,  le  plan  mené  par  la  droite  p'  parallèlement  au  plan  des  deux  di* 
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rectrices  B,  B',  ne  rencontre  aucune  des  droites  de  la  surface  parallèle  à  ce 
plan^  et  il  est  tangent  k  la  surface;  le  point  de  contact  est  donc  situé  à  l'in- 
fini :  d*où  il  suit  qu'il  rencontre  le  plan  coupant  suivant  l'asymptote  de  la 
action  contenue  dans  ce  dernier  plan.  Par  la  même  raison,  le  plan  mené  par 
la  droite  ^'  parallèlement  au  plan  des  deux  directrices  A,  A'  ne  rencontre  au- 
cune des  droites  de  la  surface  parallèle  à  ce  ^plan,  et  il  est  comme  tout  pllan 
qui  passe  pair  vue  droite  de  la  surface,  tangent  à  cette  surface  (art  i44); 
donc  le  point  de  contact  est  situé  à  l'infini.  Les  mtei'Bections  du  plan  coupant 
et  des  deux  plans  tangeh^  pour  lesquels  le  point  de  contact  est  situé  à  l'infini, 
déterminent  les  deux  asymptotes  qui,  d'après  cette  construction^  sont  paral- 
lèles aux  droites  p\  q'.  Lorsque  ces  droites  p\  q'  se  réduisent  à  une  seule, 
elles  sont  à  une  dictance  infinie  des  deux  plans  parallèles  eux  deux  systèmes 
de  droites;  un  troisième  plan  qui  leur  est  parallèle,  et  qui  est  mené  par  cette 
droite,  ne  rencontre  le  plan  coupant  que  suivant  une  droite  située  à  Tinfini; 
d'où  il  suit  que  la  courbe  contenue  dans  le  plan  coupant  n'a  pas  d'asymp- 
totes; ce  qui  indique  que  cette  courbe  est  une  parabole. 

• 

:  :  pey  "seûttôfis  planes  de  Vhyp^rhohïde  à  une  nappe. 

.  ;(i47i'Si  Vx)iï  prend  sur  un  fayperboloïde  cinq  droites  d^un  même  système,  et 
quepar  le  centre  de  oette  surface  on  mène  des  parallèles  à  ces  droites,  le  cône 
ellifttique>qui  |)assera  par  ces  '  pslrilUèles  jouit  de  la  propriété  qu'il  n'y  a  au- 
cune droite  sur  l'hyperbololde  appartenant  à  l'un  ou  l'autre  système  de  gé- 
nération, qui  n'ait  sa  pamllèle  dur  ce  cône,  qu'on  a  nommé  par  cette  raison 
GÔrie  Mjmpiotique  de  l'hypérboloïde.  En  admettant  cette  proposition  ^omme 
démbntt»ée,  et  ayant  construit  le  cône  asymptotique  dont  on  connaît  le  som- 
metyet  cinq  points  de'sa  base  sitiués  ^ur  les  dnq  arêtes  données,  on  pourra 
reeonnaUre  l'espèce  de  courbe  qui  téstilte  de  l-intersection  de  l'hypérboloïde 
et  d'un  plan  donné.  Ayant  mené  par  le  sommet  du  cône  un  plan  pamlièle 
au  plau  coupant ,  ou  ce  plan  n'aura  de  commun  avec  le  cône  que  le  sofnmet^ 
ou  il  fari  sera  tangent,  ou«  éqfinil  sera  sécant,  et  il  èonëendra  deux  atétes^  du 
oècie;^es*  sections  corres^oÀdàûtes  k  ces  trois  cas  seront  ou  des  ellipses,  ou 
dés  porâbolea,  ?ofi  des  hypevbqles* 

.  '  lâupposons  que  la;  section  soh^une  iiyperbole  ;  alors  dèuji:  droil^  de  lliyper- 
èôloide  9  >nhe  nappe  sbi^t' parallèles  auplan  cojrfpant,  et  détërittiteenties 
asymptotes'derfoyperbole^^En  effet/ désignons 'par  A  la  première  de  tes 
droites,  et*pàr  Bj  C  deux  antres  droites!  quelconques  de  l'hypérboloïde,  ap- 
partenant au  même  système  de-èénéwition.  • 
Tout  plan  (artv  r4/|)  pattàni;  par  A  coupé  les  droites  B^tC  en  deux  points; 
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la  droite  qui  joint  ces  deux  points,  et  la  droite  A  fixent  la  position  d'un  plan 
tangent  à  la  surface,  et  se  coupent  au  point  de  contact  de  la  surface  et  du 
plan.  Si  par  les  droites  B  et  C,  et  parallèlement  à  la  droite  A,  on  mène  deux 
plans,  TintersectiOn  de  ces  plans  aéra  parallèle  à  A,  et  s'appuiera  sur  les  droites 
B  et- G;  donc  si  p^r  cette  droite  d'intersection  et  par  la  droite  A  on  mène^un 
plan,  il  sera  tangent  à  la  surface  en  ud  point  de  cette  droite-A  situé  à  l'infini; 
donc  (art*  i3i)  l'intersection  de  ce  plan  et  d'un  plan  coupant  parallèle  à  la 
droite  A,  sera  l'asymptote  de  l'hyperbole*  En  opérant  de  la  même  manièrp 
sur  la  féconde  droite  A'  de  la  surface,  parallèle  au  plan  tangent,  on  construira 
deux  autres  droites  quelconques  BVG'  du  même  système  de  génération;  on 
mènera  par  ces  droites  des  plans  parallèles  à  la  droite  A':  rintersectiop  de  ce^ 
plians  et  la  droite  A'  détermineront  un  second  plan  tangent,  dont  le  point  de 
contact  sera  situé  à  l'infini,  et  qui  coupera  le  plan  de  Thyperbole. suivant  ta 
seconde  asymptote» 

Le  cône  asymptotique  de  Thyperboloïde  à  une  nappe,  devient  un  cône 

droit  à  base  civoulaire,  lorsque  cet  hyperboloïde  est  de  révolution  (art*  t3o). 

-^148.  La  théorie  que  noiisv^nons^d'exposer.  conduit  ^c^jréisuUaty  que  l'hy*- 

perboloide  à  une  nappe  comprend  comme  cas  particuliers  l'hypèrbeloîde  de 

révolution  etle  parabolokle  hyperbolique;  que  ces  trois  surfaces  peuvent  être 

Mtgendrées  de  deux  manières  différentes,  par  une  droite  mobile  ;'qu'eUes'éont 

divisées. en  une  infinité  de  petits  quadrilatères  gauches  par  les  deux  systèmes 

de  droites,  génératrices;  ei^n,..que  les  aires  comprises  entre'  deux  droites 

consécutives  d'un  même  système  dé  génération,  sont  des  ^/!^;»en5g<;atic^5^i 

s'étendent  indéfiniment  dans  Je  sens  des  droites  qui  les  comprenne»^.  Nou^ 

allons  maintenant  prouver  que  la  surface  réglée  la  plus  générale ,  telle  que 

nous  l'avons  définie  (art*  5a\  et  rbyperboloïde  à  une  nappe,  peuvent  par  un 

qlioix  convenable. des  droites  directrices  de  cette  seconde  surface,  avoir  en 

comfnuuun  ou.deuKélémens  gauches  consécutifs,  suivant  lesquels  rhyperbo<* 

loïde  est  tangent  à. la  surface  réglée  générale;  c'est  par  cette  raisdvi  que  l'hy** 

perboloîde  à  une  nappe,  est  à  l'égard  des  surfaces  réglées  ce  que  le  plan  est 

par  rapport  aux  surfaces  développàbles  :  il  n'y  a  aucune  surface  réglée  qu'on 

ne  puisse  regarder  comme  l'enveloppe  de  l'espace  que  parcourt  un  byperl3K> 

loide.à  une  nappe. 
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Des  plans  tangens  à  la  surface  réglée  générale. 

149.  Soient  {pL  suppL  k.fig.  8)  AB,  A'B',  A'B"  trois  courbes  quelconques 
directrices  d'une  droite  mobile  A  A' A';  la  surface  réglée  dont  cette  droite  est 
la  génératrice,  a  pour  Tun  de  ses  élémens  gauches  Taire  kAlk'aa'a"  com- 
prise entre  deux  positions  consécutives  AA'A"^  ciàci'  de  la  droite  mobile. 
Quelle  que  soit  la  surface  engendrée  par  cette  droite,  qui  a  pour  directrices 
les  trois  courbes  AB,  A'B',  A'B",  on  conçoit  qu'ayant  mené  par  les  trois  points 
A,  A',  A"  trois  autres  courbes  quelconques  AC ,  A'C,  K'U  de  la  surface,  on 
pourra  prendre  ces  nouvelles  courbes  pour  directrices  de  la  droite  mobile. 
La  seconde  surface,  engendrée  dans  cette  hypothèse,  ne  différera  pas  de  la 
première,  puisque  les  droites  AA'A',  aaUy  BB'B'',  qui  s'appuient  sur  les  di- 
rectrices AB,  A'B',  A^B*',  rencontrent  d'autres  courbes  de  la  première  surfiice, 
telles  que  AC,  A'C,  AX",  qui  passent  par  les  points  A,  A',  A".  Mais  en  ne 
considérant  que  l'élément  gauche  AaA  a'A  V,  il  est  évident  que  la  droite  aa'a' 
de  cet  élément  s'appuie  sur  les  tangentes  aux  trois  premières  directrices  AB^ 
A'B',  A''B^  et  que  la  droite  oAct  qui  s^appuie  sur  les  tangentes  aux  trois  nou- 
velles directrices  AC,  A'C,  A^C'',  appartient  au  même  élément,  puisque  toutes 
les  tangentes  à  la  surface  menées  par  les  points  A ,  A',  A''  sont  comprises 
dans  les  plans .  tangens  en  ces  points  ;  donc  si  l'on  mène  trois  plans  tangens 
en  trois  points  A,  A',  A*"  d'une  droite  d'une  surface  réglée,  et  dans  chacun 
de  ces  plans  une  droite  qui  passe  par  le  point  de  contact,  on  aura  trois  droites 
qu'on  pourra  prendre  pour  les  directrices  d'un  hyperboloîde,  qui  sera  tan- 
gent  à  la  surface  réglée,  suivant  l'élément  gauche  AA'A'^oa V. 

Ainsi,  quelle  que  soit  une  surfisice  réglée,  il  y  a  une  infinité  d'hyperboloîdes 
à  une  nappe  qui  ont  un  élément  commun  avec  cette  surface,  et  qui  lui   est 
tangent  suivant  la  droite  qui  termine  cet  élément.  Chacun  de  ces  hyperbo- 
loïdes  a  pour  directrices  de  sa  génératrice,  trois  droites  menées  arbitraire- 
ment dans  trois  plans  tangens  de  la  surface  réglée ,  par  trois  points  de  la 
droite  de  contact  de  cette  surface  et  des  hyperboloïdes*  Tous  ces  hyperbo- 
loides  n'ont  de  commun  avec  la  surface  réglée  que  deux  droites  consécutives 
de  cette  surface,  hors  un  seul  qui  passerait  par  trois  droites  cpi^séculives  de  la 
surface  réglée,  qui  aurait  avec  cette  surface  un  contact  plus  immédiat,  et  que 
j'ai  nommé  par  cette  raison  hyperboloïde  osculateur^ 

f  5o.  Les  hyperboloîdes  à  une  nappe,  tangens  à  une  surface  réglée  suivant 
une  droite,  deviennent  des  paraboloîdes  hyperboliques,  lorsque  les  droites 
directrices  prises  dans  les  trois  plans  tangens,  sont  parallèles  à  un  même  plan. 
Soient  A,  A',  A''  {pL  suppL  k^fig*  8)  trois  points  quelconques  d'une  droite 
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AA'A"  d'une  surface  réglée  ;  on  mène  par  ces  points  les  plans  tangens  à  la 
surface,  et  par  les  mêmes  points,  trois  plans  parallèles  quelconques,  qui  cou- 
pent les  plans  tangens  suivant  trois  droites  ;  prenant  ces  dernières  droites 
pour  directrices  9  la  droite  mobile  engendre  un  paraboloïde;  et  comme  la 
directiob  des  plans  parallèles  est  arbitraire,  il  s'ensuit  qu'il  y  a  une  infinité 
de  paraboloides  qui  sont  tangens  à  la  surface  réglée  suivant  l'élément  A  A  Va. 
Parmi  ces  paraboloides  tangens,  il  y  en  a  un  dont  les  directrices  sont  perpen- 
diculaires à  la  droite  donnée  A  A' A".  On  détermine  ces  directrices,  en  menant 
par  les  trois  points  A,  A',  A""  des  plans  parallèles,  perpendiculaires  à  la  droite 
AA'A\  qui  coupent  les  plans  tangens  aux  mêmes  points  A ,  A',  A  ,  suivant 
trois  droites  qui  sont  évidemment  parallèles  à  un  même  plan ,  et  perpendi* 
culaires  à  la  droite  AA  A"  de  la  surface  réglée. 

Du  plan  tangent  en  un  point  quelconque  d'une  surfojce  réglée. 

1 5 1 .  Soit  M  (/>/.  suppL  A,  fig.  8  )  un  point  donné  sur  une  surface  réglée  ;  on 
suppose  que  la  droite  AA'A*"  de  la  surface  qui  passe  par  ce  point  soit  connue, 
et  que  les  plans  tangens  en  trois  points  A,  A',  À"  de  cette  droite  soient  4é* 
terminés.  On  mène  dans  ces  plans  trois  droites  quelconques  directrices  A^, 
A'i,  A.^h;  par  deux  points  g,  k  pris  à  volonté  sur  la  premier^  directrice  Aît, 
on  £siit  passer  deux  droites  gfe^  kih  qui  s'appuient  sur  les  deux  autres  direc- 
trices. Là  droite  gfe  et  le  point  donné  M  de  la  sur&ce  détermiilent  un  plan 
qui  coupe  la  droite  kih  au  poiqt  n;  joignant  les  points  fp  et  M  par  uiie 
droite  lAn ,  le  plan  conduit  par  les  deux  droites  MA'A  et  M/i,  sera  le  plan 
tangent  de  la  surface  réglée  au  point  M  de  cette  surface.  ^ 

En  effet,  ce  plan  sera  (art.  1 44)  tangent  à  l'hyperboloïde  qui  a  pour  direc- 
trices les  trois  droites  A^,  Aï,  M'h;  or  cet  hyperboloïde  est  tangenf  à  la  sur- 
face*  réglée  (art.  1 49)  j  suivant  la  droite  kk'k';  donc  le  plan  (MA ,  Mn)  est 
aussi  tangent  à  cette  surface. 

Si  Ton  eût  pris  les  trois  droites  A^ ,  Aï,  A'/r  parallèles  à  un  plan  4o.niié, 
niyp^rboloîde  construit  sur  ces  droites  co^me  directrices,  se  changerait  en 
paraboloïde,  et  le  plan  tangent  au  point  M  de  ce  paraboloïde  serait  aussi 
tangent  à  la  surface  réglée. 

Nous  allons  appliquer  cette  méthode  à  des  surfeces  réglées  particulières, 
AoTïi  oh  fait  usajge  en  architecture  pour  la  construction  de  quelques  voûtes. 


Il 
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EXEMPLES    DE    PLANS    TANGENS   AUX   SURFACES    RÉGLÉES,    ET    DE    TANGENTES    AUX 

SECTIONS   PLANES   D^   CES    SURFACES.   (Pi.   I7.) 

Premier  exemple.  —  Plan  tangent  à  la  surface  réglée  quon  nomme  conoïde. 

(PI.  i7,fig.  a.) 

i52.  La  surface  réglée  qu^on  nomme  conoïde,  est  engendrée  par  une  droite 
mobile  toujours  horizontale,  qui  s'appuie  sur  deux  directrices  dont  Tune  est* 
une  droi|e  verticale,  Tautre  une  courbe  donnée  dans  un  plan  vertical.  Cette 
surface  termine  une  petite  voûte  onporte^  qu'on  appelle  en  coupe  des  pierres 
voûte  conoïde. 

Soit  {pi.  l 'Jyfig*  a)  la  verticale  (A,  k!à)  directrice  de  la  droite  mobile  hori- 
zontale; la  seconde  directrice  est  un  cercle  BezC  qui  est  donné' dans  le  plan 
vertical  XY,  et  qu'on  prend  pour  la  base  du  conoïde.  Le  centre  A' de  ce  cercle 
est  sur  l'intersection  XY  des  deux  plans  de  projection  ;  d'où  il  suit  que  les 
horizontales  AB,  AC  sont  les  traces  du  conoïde  sur  le  plan  horizontal  de  pro- 
jection. Les  projections  horizontales  de  toutes  les  droites  de  la  surface  pas- 
sent évidemment  par  le  point  A. 

Un  plan  vertical  X'Y',  parallèle  au  plan  vertical  de  projection ,  coupe  le 
conoïde  suivant  une  courbe  (DE ,  D'E'a),  et  on  demande  la  tangente  à  cette 
courbe  en  tm  point  donné,  dont  la  projection  horizontale  est  le  pomt  M  de 
la  droite  DE  ?  La  droite  du  conoïde  qui  passe  par  ce  point,  a  pour  projection 
horizontale  la  droite  AML  ;  elle  rencontre  la  base  circulaire  au  point  /;  d'où 
il  suit  qu'elle  a  pour  projection  verticale  l'horizontale  //';  élevant  la  perpen- 
dic^ire  à  XY,  qui  coupe  la  droite  //'  au  point  m,  ce  dernier  point  appar- 
tient à  la  courbe  (  DE,  H'fxmE! )  ;  on  construirait  de  la  même  manière  tout 
autre  poirié  de  cette  courbe. 

Connaissant  la  droite' (AML,  //')  du  conoïde,  qui  passe  par  le  point  (M,  ni) 
de  cette  surface ,  on  construira  les  directrices  d'un  paraboloïde  tangent  au 
conoïde  suivant  cette  droite.  Deux  directrices  suffiront  (art.  i44)>  parce  que  la 
droite  génératrice  du  paraboloïde  sera  constamment  horizontale,  comme  la 
droite  génératrice  du  conoïde.  L'une  de  ces  directrices  est  la  tangente  Ih  du 
cercle,  menée  par  le  point  /où  la  droite  (AML,  W)  rencontre  ce  cercle.  Pour 
obtenir  l'autre  directrice,  il  faut  remarquer  que  le  plan  tangent  au  point  (A,  a) 
de  la  droite  (AML,  //'),  passe  par  cette  droite  et  par  la  verticale  (A,  A'a)  qui  se 
croisent  en  ce  point  :  or  ce  plan  est  coupé  par  le  plan  vertical  X'^Y",  parallèle 
au  plan  vertical  de  projection,  suivant  la  verticale  (A,  A'a);  donc  les  direc- 
trices du  paraboloïde,  situées  dans  les  plans  verticaux  parallèles  XY,  X'^Y", 
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sont  10  la  verticale  (A,  A'a);  a<>  la  tangente  Ih  du  cercle  BaC.  Mais  cette 
tangente  coupe  le  plan  horizontal  de  projection  au  point  h;  d'où  il  suit  que 
la  trace  du  paraboloîde  sur  ce  plan  est  la  droite  Kh.  Le  plan  vertical  X'Y' 
de  la  courbe  D'ûE'  rencontre  la  trace  kh  au  point  G,  dont  la  projection  sur 
le  plan  vertical  est  G';  ce  qui  détermine  la  droite  (MG,  mG')  du  paraboloîde. 
Menant  par  le  point  G  la  droite  NGO  parallèle  à  Thorizontale  (AL,  //'),  cette 
droite  sera  la  trace  horizontale  NGO  du  plan  qui  touche  le  paraboloîde  au 
point  (M,  /7i).  Ge  plan  tangent  est  coupé  par  le  plan  X'Y  de  la  courbe 
D'àFJy  suivant  la  droite  (GM,  G'm);  donc  la  projection  verticale  G  m  de 
cette  droite  est  tangente  à  la  courbe  D'aE'.  On  déterminerait  de  la  même 
manière  la  tangente  /x'F'  au  point  fjL  de  cette  courbe,  situé  sur  Thorizon- 
taie  It. 

Il  est  à  remarquer  que  l'on  peut  prendre  pour  directrices  du  paraboloîde 
tangent  au  conoïde  suivant  l'horizontale  (AML,  //'/n/x'),  les  deux  horizontales 
{kh,  hK)^  {kk\  i)  :  or  le  plan  vertical  X'Y'  de  la  section  D'aE'  du  conoïde, 
coupe  la  seconde  directrice  (AA',  i)  au  point  (I,  i);  d  où  il  suit  que  la  droite 
(GMI,  G'm/),  qui  appartient  au  conoïde,  est  aussi  dans  le  plan  tangent  au 
point  (M,  m)  de  ce  conoïde,  et  que  la  tangente  Grn  au  point  m  de  la  courbe 
jy'aE'  passe  par  le  point  i  de  la  verticale  AV. 

Deuxième  exemple. — Plan  tangent  à  la  surface  du  biais  pa^sé.  (PI.  1 7,  fig.  3.) 

N 

1 53.  Cette  surface  est  engendrée  par  une  droite  mobile,  qui  a  pour  direc* 
triées  deux  cercles  et  une  ligne  droite.  Soient  XY,  XTf'  les  traces  parallèles  de 
deux  plans  verticaux  sur  le  plan  horizontal  de  projection;  ces  plans  contien* 
nent  deux  cercles  des  diamètres  AB,  CD,  dont  les  centres  «,  /S  sont  sur  une 
droite  «0  inclinée  par  rapport  aux  traces  XY,  XTT'.  Les  diamètres  AB,  CD 
forment  avec  les  droites  AC,  BD  un  parallélogramme  qui  est  divisé  en  deux 
parties  égales  par  la  droite  £F  parallèle  à  AB.  Par^^  milieu  G  de  cette  droite, 
on  élève  une  perpendiculaire  IGHF  aux  plans  des  cercles,  qu'on  prend  pour 
la  troisième  directrice  de  la  surface  du  biais  passé.  Un  plan  quelconque  mené 
par  cette  horizontale  IGH ,  coupe  le  plan  vertical  XY  suivant  la  droite  Hi(/, 
qui  rencontre  le  premier  cercle  du  diamètre  CD  au  point  ky  et  le  second 
cercle  au  point  (L,  /);  ces  deux  points  déterminent  la  droite  (LKN,  HX7)  de 
la  surface.  Soit  (M,  m)  un  point  de  cette  droite,  pour  lequel  on  demande  le 
plan  tangent  à  la  surface;  nous  allons  d'abord  construire  les  directrices  d'un 
paraboloîde  tangent  à  la  surface  du  biais  passé  suivant  la  droite  connue 
(LiKN,H^/).Les  deux  premières  directrices,  situées  sur  les  plans  des  cercles, 
sont  les  droites  (XY,  ks)  et  (XTf',  lt)\  la  troisième  directrice  du  paraboloîde 
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située  dans  un  pian  X'^Y"  parallèle  à  cçlui  des  cercles,  pas^e  par  le  pqinf  N 
de  ce;  plan  où  la  droite  de  la  surface  rençqntre  l'horizontale  IHN ,  Tuqe  des 
directrices  de  la  surface  de  biais  passé.  Cette  troisième  directrice  est  aussi 
dans  le  plan  tangent  à  cette  surface  au  point  N,  lequel  plan  a  pour  traces 
^ur  les  plans  dp  projection  les  droites  NHI,  Hil;  elle  a  donc  pour  projection 
les  droites  H^/  €;t  NX'T' . 

Connaissant  les  trois  directriices  (XY,  JisY),  (X'Y',  AU'),  pçy%  H>f/),  la  po- 
sition d'une  droitç  qui  s'appuie  sur  ces  trois  directriççji  sera  déterminée,  lors- 
qu'on donnera  un  point  de  cette  droite  sur  la  première  directrice,  par  exemple 
le  point  V,  oui  la  tangente  h  rencontre  le  plan  horizontal.  Le  plan  mené  par 
ce  point  V  et  par  la  directrice  (X'Y',  ^),  a  pour  trace  sur  le  plan  ho^'izontal  la 
droite  UVO,  qui  coupe  la  droite  X^Y"  au  point  O;  d'où  il  suit  qu'il  rencontre 
le  plan  vertical  ICY  suivant  une  droite  parallèle  à  {XY\  It),  meoée  par  ce 
poin.t  O.  La  projection  de  cette  droite  sur  le  plan  vertical  XY,  sera  donc  ime 
parallèle  O'^  à  la  tangente  //U'  du  cercle  A7B',  et  de  plus  passera  par  le  point 
Ô',  projection  de  O  sur  XY.  Mais  cette  parallèle  O'p  coupe  la  projection  BÂl 
de  la  troisième  directrice  (XT",  HÂl)  au  poin.t  p;  donc  le  plan  qui  a  pour 
trace  horizontale  UVO,  coupe  cette  directrice  au  point  ÇP,p).  U  résulte  de 
ces  constructions  que  la  droite  du  parahploïde  qui  passe  par  le  point  Y  de  la 
première  directrice  (XY,  V^^)  de  ce  paraboloïde,  et  par  la  seconde  directrice 
(X'Y',  UYit) ,  a  pour  projection  horizontale  la  droite  VP,  et  pour  projection 
verticale  la  droite  Vp;  ces  deux  projections  partent  du  même  point  V  de  l'in- 
tersection XY  des  plans  de  projection. 

Cette  droite  (VP,  Yp)  du  paraboloïde  tangent  rencontre  la  seconde  direc- 
trice (XY',  Vit)  au  point  (Q,  q\  déterminé  par  la  rencontre  des  droites  con- 
nues Vit,  Yp  qui  se  croisent  au  point  g.  La  perpendiculaire  yQ  à  XY  ren- 
contre la  droite  XY'  au  point  Q,  situé  sur  le  prolongement  de  la  droite  VF. 

Maintenant  oi;i  donne  un  point  (M,//?)  delà  siu*face,  situé  sur  la  droite 
(LR,  lÂU)  de  cette  surface,  et  on  demande  le  plan  tangent  en  ce  point? 

i5i  Le  plan  vertical /JrM ,  mené  par  le  point  (M,  m)  parallèl^nent  aux 
plans  XY;  X'Y'  des  cercles,  coupe  le  paraboloïde  tangent  à  la  sur£ïce  réglée, 
suivant  la  droite  (MR,  mr);  cette  droite  et  la  droite  (LMK.,  imi)  de  contât, 
idéterminent  le  plan  tangent  au  ppint  M  du  paraboloïde;  et  puisque  par  hy- 
pothèse le  pariiboloïde  touche  l£(  surface  réglée  au  même  point,  il  s'ensuit 
que  le  plan  conduit  par  les  droites  (LMK,//7i^)et  (MR,  mr)  est  tangent  à  la 
surface  réglée  au  point  (!M,  m)  de  cette  surface. 

là'».  I^  plan  vertical j^o:  coupe  la  surface  du  biais  passé  suivant  une  courbe 
qui  se  projette  parallèlement  à  elle-même  en  ymcùtT';  l'intersection  du  plan  de 
cette  courbe  et  xlu  plan  tangent  au  point  (M,  m)  est  la  droite  (MR,  mr)  ;  d'où 
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il  suit  que  la  projection  verticale  mr  de  cette  droite  est  tangente  à  la  courbe 
^  mciJ''  au  point  m  de  cette  courbe. 

Pour  construire  la  courbe  ymtài'^  00  remarque  1  »  que  ies  projections  ver- 
ticales des  deux  cercles  du  biais  passé,  se  coupent  sur  le  plan  vertical  XY  au 
point  c»,  qui  est  sur  le  prolongement  de  la  droite  IGH,  et  que  toutes  les  sec- 
tions  de  la  surface  par  des  plans  parallèles  à  ceux  des  cercles,  se  projettent 
sur  le  plan  vertical  XY,  suivant  des  lignes  telles  que  7  «cT',  qui  passent  par  le 
point  1»;  1^  que  les  droites  horizontales  i.C,  BDdu  biais  passé,  sont  coupées 
par  le  plan  vertical  yvo  aux  points  7,  ef,  dont  les  projections  verticales  sont 
y\  ^'.  Qn  trQ9veri^it  tapt  d'autres  points  qu'on  voudrait  de  la  courbe  y'mv^\ 
en  mettant  les  droites  de  la  surface  en  projection  horizontale.  Soit  LMK  la 
projection  de  l'une  de  ces  droites;  elle  est  coupée  par  le  pian  vertical  xy  au 
pomt  (M9  nC}^  qui  se  ptroje.tte  sur  le  plan  vertical  XY  au  point  m  de  la  droite 
Hit  Un  plan  quelconque  IW7',  mené  par  la  droite  IH,  coupe  les  deux  cercles 
doniiés  ayx  points  ky  V;  les  perpendiculaires  à  XY,  tirées  par  oes  points, 
coupent  les  traces  XY,  XT  des  plans  verticaux  des  cercles  aux  points  K',  L', 
qui  déterpiinent  la  projection  horizontale  K'L'  d'une  autre  droite  de  la 
sur&ce  réglée,  et' un  nouveau  point  (M',  m)  de  la  courbe  d'intersection 
(vçr>  y^tnS"')  de  cette  surface  par  le  plan  vertical  xj.  Pour  "construire  la  tan- 
gente au  point  m!  de  la  ligne  ymm!^\  on  opérerait  comme  pour  le  point  m 
de  cette  ligne. 

Troisième  exemple.  —  Surface  réglée  de  V arrière^oussure  de  Marseille. 

Définition  de  cette  surface.  (Fig.  4»  pi.  17.) 

^  156.  On  mène  perpendiculairement  à  une  droite  horizontale  donnée,  telle 
que  IH  ifig.  4,  pi.  17),  deux  plans  verticaux,  qui  ont  pour  traces  sur  le  plan 
horizontal  de  projection,  les  droites  XY,  X'Y',  perpendiculaires  à  IH.  Le  pre« 
i^i^r  plau  XY  contient  un  cercle  donné,  dont  le  centre  est  en  B,  et  qui  a  pour 
diamètre  la  droite  CD.  Le  second  plan  X'V  contient  un  autre  cercle  aussi 
donné,  qui  a  pour  corde  la  droite  AB,  dont  le  centre  est  sur  la  verticale 
(I,  Hf  ),  et  qui  se  projette  sur  le  plan  vertical  XY  suivant  A'<j)B';  les  <Ieux  cer* 
clés  et  l'horizontale  IH  sont  les  directrices  de  la  droite  mobile ,  génératrice 
de  la:  sur£aice  réglée. 

Vn  plan  quelconque  (IH/)  coupe  les  cercles  en  deux  points  (K,  >f),  (L,  /); 
la  droite  de  la  surfiice  contenue  dans  ce  plan  a  pour  projection  horizontale 
et  verticale,  les  droites  LK,  Ik.  La  projection  horizontale  LK  prolongée, 
coupe  l'horizontide  IHN  au  point  N,  qui  appartient  à  la  droite  (LK,  lÂ)  de  la 
surface.  Toute  autre  droite  de  la  surface  rencontrerait  la  directrice  IH  en  un 
poiot  qu'on  déterminerait  de  la  même  manière. 
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Intersection  de  la  surface  de  Varrièrê-voussure,  par  un  plan  vertical  parallèle 

au  plan  vertical  de  projection  XY. 

j5'j.  Les  droites  de  la  surface  ont  pour  projections  verticales  des  droites 
qui  concourent  vers  le  point  H,  et  pour  projections  horizontales  des  droites 
telles  que  LRN.  Un  plan  vertical  donné  xy,  coupe  la  droite  (LK,  lÂ)  au  point 
(M,/w),  qui  se  projette  sur  le  plan  vertical  en  m;  le  point  (M,  m)  appartient  à 
la  courbe  d'intersection  de  la  surface  par  le  plan  xy.  Les  droites  AC,  BD  de 
la  surface,  qui  sont  données  sur  le  plan  horizontal  de  projection,  et  qui  con- 
courent vers  un  point  de  Fhorizontale  IH ,  forment  avec  le  diamètre  CD  du 
petit  cercle,  et  la  corde  AB  du  plus  grand  cercle,  le  trapèze  ABCD.  Le  plan 
vertical  xjr  coupe  les  droites  AC,  BD  au  point  7,  cT,  dont  les  projections  y\  9 
appartiennent  à  la  courbe  y'nKpJ^'.  Pour  construire  le  point  4  de  cette  courbe, 
qui  est  sur  le  prolongement  de  la  droite  IH,  on  rapporte  la  flèche  ïl<p  de  l'arc 
A'<pB\  de  I  en  <p'  sur  la  droite  X'Y';  on  joint  <p'  et  l'extrémité  D  du  rayon  HD 
par  ï)(p'  :  cette  droite  D<p'  coupe  la  droite  xj-  au  point  tt;  la  distance  W  à 
l'horizontale  IH  est  égale  en  longueur  à  H4.  On  verra  la  raison  de  cette  con- 
struction ,  en  menant  par  la  droite  IH  un  plan  vertical  qui  coupe  les  deux 
plans  verticaux  des  cercles  suivant  les  parallèles  HD,  l(p',  et  la  surface  suivant 
la  droite  J)(p'.  Il  est  évident  que  la  verticale  -ttV  se  projette  sur  le  plan  vertical 
XY  suivant  la  droite  H4,  et  qu'on  a  H4  =  tt'tt. 

De  la  tangente  h  la  section  verticale  {xj^  ym-^J^'). 

i58.  On  détermine  la  tangente  (MR,  mr)  au  point  (M,  m)  de  la  courbe 
(xy,  >'/n4<^')  par  les  mêmes  opérations  qui  ont  été  décrites  pour  la  figure  pré- 
cédente. Les  articles  (i53  -  i55)  s'appliquent  aux  àexxx  figures  3  et  ^^pL  17. 

iSq.  La  surface  de  la  petite  voûte,  qu'on  nomme  arrière-voussure  de  Mar- 
seillcy  se  compose  de  deux  surfaces  réglées  qui  ont  deux  directrices  com- 
munes 3  savoir,  l'horizontale  IHN,  et  le  cercle  du  diamètre  CD;  leur  mode 
de,  génération  ne  diffère  que  par  la  troisième  directrice.  Elles  ont  aussi  deux 
droites  communes,  et  j'ai  fait  voir  dans  mes  leçons  de  stéréotomie  à  l'École 
polytechnique,  qu'on  pouvait  les  raccorder:  ce  raccordement  consiste  en 
ce  qiVelles  soient  tangentes  l'une  à  l'autre,  suivant  les  droites  qui  leur  sont 
con^mime^.  On  démontrera  (art.  161)  que  cette  condition  est  remplie,  lors- 
qu'elles ont  mêmes  plans  tangens  en  trois  [Joints  de  chacune  des  deux  droites 

communes. 
En  nommant  conoïde  une  surface  réglée  dont  la  génératrice  a  pour  direc- 
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tri  ces  deux  lignes  courbes  et  une  ligne  droite,  cette  dénomination  convien- 
drait aux  deux  surfaces  du  biais  passé  et  de  Farrière- voussure  de  Marseille, 
qui  ont  chacune  pour  directrice  de  la  génératrice  une  droite  horizontale. 

Quoique  nous  n'ayons  considéré  que  des  paraboloïdes  tangens  aux  surfaces 
réglées,  les  problèmes  de  plans  tangens  à  ces  surfaces  se  résoudraient  de  la 
même  manière  dans  le  cas  général  où  la  surface  réglée  élémentaire,  dont  on 
aurait  substitué  l'élément  à  celui  de  la  surface  réglée  générale,  serait  iin  hy- 
perboloïde  à  une  nappe. 

Du  contact  des  hyperboloïdes  à  une  nappe  et  d'une  surface  réglée, 

160.  Trois  lignes  quelconques  d'une  surface  réglée  dirigent  le  mouvement 
de  la  droite  génératrice  de  cette  surface;  les  tangentes  à  ces  courbes,  menées 
par  les  points  où  une  droite  quelconque  de  la  surface  les  rencontre,. déter- 
minent un  hyperboloïde  tangent  à  la  surface  suivant  cette  droite;  mais  on  a 
démontré  (art.  i44)  qu'un  plan  qui  tourne  autour  d'une  droite  d'un  hyper- 
boloïde, est  dans  toutes  ses  positions  tangent  à  cet  hyperboloïde;  d'où  il  suit 
qu'un  plan  qui  tourne  autour  d'une  droite  d'une  surface  réglée,  est  aussi  dans 
toutes  ses  positions  tangent  à  cette  surface,  puisqu'il  serait  constamment  tan- 
gent à  un  hyperboloïde  qui  est  lui-même  tangent  à  la  surface  réglée. 

Ayant  mené  un  plan  quelconque  par  une  droite  donnée  d'une  surface 
réglée,  ce  plan  est  tangent  à  la  surface  ;  mais  le  point  de  contact  n'est  pas 
connu,  et  on  propose  de  le  déterminer,  sans  avoir  recours  à  l'un  des  hyper- 
boloïdes,  qui  serait  tangent  à  la  surface  réglée,  suivant  la  droite  donnée.  Pour 
résoudre  cette  question,  nous  désignerons  par  D  la  droite  donnée  de  la  sur- 
face, et  par  P,  un  plan  mené  par  cette  droite.  Nous. remarquerons  que  ce 
plan  P  coupe  les  deux  systèmes  de  droites  situées  des  deux  côtés  de  la  droite  D, 
en   deux  séries  de  points  formant  une  courbe  unique,  et  q\ie. cette  courbe 
rencontre  la  droite  D  au  point  de  contact  du  plan  P  et  de  ,1a  surface  réglée. 
En  effet,  désignons  par  M  ce  point  de  contact,  par  m,  m',  ni...  et  par  /2,  n\  n... 
les  deux  séries  de  points,  intersections  du  plan  P  et  des  droites  de  la  surface 
ré^^lée  situées  des  deux  côtés  de  la  droite  D.  Un  plan  est  tangent  à  cette  sur- 
face, lorsqu'il  passe  (art.  44)  p^^i*  ^^  tangentes  à  deux  sections  de  la  surface; 
qui  se  croisent  au  point  de  contact  ;  mais  le  point  M  est  l'intersection  de  la 
droite  qui  est  sa  propre  tangente,  et  de  la  courbe  unique  formée  par  les  deux  ' 

séries  de  points  m,  m\  m"....  n,  n\  n^ ;  donc  le  plan  P  qui  contient  cette 

courbe  et  toutes  ses  tangentes,  ainsi  que  la  droite  D,  est  tangent  à  la  surface 
réglée  au  point  d'intersection  M  de  la  droite  et  de  la  courbe. 

On  construira  tant  de  points  qu'on  voudra  des  deux  séries  w,  7n\  in,,.- 
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n,n\n ,  en  approchant  continuellement  de  la  droite  D;  ces  deux  séries 

tendront  à  se  réunir  au  point  M  de  la  droite  D,  vers  lequel  eHes  convergent 
sans  pouvoir  jamais  l'atteindre.  Une  main  habile  tracera  la  courbe  avec  une 
exactitude  suffisante  pour  la  pratique  des  arts  graphiques,  en  satisfaisant  à 
la  loi  de  continuité  qui  lie  tous  les  points  d'une  même  ligne,  et  à  la  condi- 
dion  du  raccordement,  qui  consiste  en  ce  que  les  deux  parties  de  la  courbe 
ont  une  tangente  commune  au  point  cherché  M  ;  l'intersection  de  cette 
courbe  /n,  m\  m"....  /i,  n\  n".,.,  et  de  la  droite  D  détermine  le  point  de  con- 
tact M. 

On  déduit  de  cette  considération  une  méthode  graphique  pour  mener  une 
tangente  à  une  courbe,  en  plaçant  cette  courbe  sur  une  surface  réglée.  (Voy. 
les  Élémensde  géométrie  à  trois  dimensions,  cités  page  75.) 

161.  Ayant  mené  par  une  droite  d'une  surface  réglée  trois  plan&  quelcon- 
ques qui  la  touchent  en  trois  points  connus,  il  e&t  évident  que  toutes  les  droites 
menées  dans  ces  plans  par  les  points  de  contact,  seront  tangentes  à  la  surface  ^ 
or  trois  de  ces  droites  prises  dans  les  trois  plans,  déterininent  un  hyperbo- 
loïde  tangent  à  la  surface  réglée  ;  d'où  il  suit  que  deux  surfaces  réglées  qui  ont 
une  droite  commune  et  trois  plans  tangens  communs  en  trois  points  de  cette 
droite ,  sont  tangentes  Vune  à  Vautre  dans  tous  les  points  de  la  droite  corn- 
mune^  car  elles  seraient  touchées  suivant  cette  droite  par  un  hyperboloîde 
qui  aurait  pour  directrices  trois  droites  menées  dans  les  trois  plans  tangens, 
par  les  points  de  contact  de  ces  plans  et  des  deux  surfaces. 

i6si.  Les  trois  plans  tangens  menés  par  uiie  droite  donnée  d'une  surface  ré- 
glée, et  les  trois  points  de  contact,  déterminent  une  infinité  d'hyperboloides  à 
une  nappe,  tangens  à  la  surface  suivant  la  droite  donnée.  Parmi  ces  hyper- 
boloides,  il  y  en  a  un  très«>remarquable;  c'est  celui  qui  contient  trois  droites 
consécutives  de  la  surface  réglée,  et  qu'on  nomme  (art.  149)  hyperboloîde  os- 
cuUueur(^).  Il  mesure  la  courbure  d'un  élément  gauche  de  surface  réglée, 
comme  le  cercle  mesure  celle  de  la  courbe  dont  il  est  osculateur. 


(*)  Parmi  les  plans  tangens  d'une  surface  réglée,  menée  par  une  droite  D  de  celte  surface , 
ums  quelconques  de  ces  plans  coupent  la  surface  suivant  trois  courbes  jC,  C,  C,  qui  sont  ren- 
contrées par  la  droite  D  en  trob  points  M»  Bf,  IT;  les  tangentes  respectives  aux  ccMirbês 
C,  C,  Cf  menées  par  les  points  M,  M*,  BT,  sont  les  directrices  de  la  droite  génératrice  de  Fh)N 
perboloide  osculateur. 
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CHAPITRE  IV. 


$  I.  DES   mTERSEGTIOirS   DE   SUAFACÈS  GOUEBES  QUI   SE   pilTÈTAENT. 


i63.  Deux  surfaces  définies  sont  situées,  Tune  à  Fégard  de  Tautre,  de  ma- 
nière qu'elles  se  pénètrent  ;  on  propose  de  déterminer  la  forme  et  la  position 
de  leur  intersection,  c'est-à-dire  de  la  ligne  suivant  laquelle  elles  se  pénètrent. 
En  concevant  par  chaque  point  de  cette  ligne  un  plan  qui  coupe  à  la  fois 
les  deux  surfaces  suivant  deux  courbes,  il  est  évident  que  si  ces  deux  courbes 
étaient  construites,  le  point  où  elles  se  rencontreraient  appartiendrait  à  la 
ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  :  or,  d'après  le  chapitre  précédent,  on 
sait  construire  et  tracer  les  sections  planes  d'une  surface,  soi<  qu'on  les  re« 
présente  sur  les  plans  de  projection ,  ou  qu'on  développe  les  plans  qui  les 
contiennent;  donc  on  trouvera  tant  de  points  qu'on  voudra  de  la  ligne  d'in- 
tersection des  deux  sur&ces.  Lorsque  les  sections  des  deux  surfaces  par  un 
même  plan  ne  se  rencontrent  pas ,  quoique  les  surfaces  se  pénètrent,  on  doit 
en  conclure  que  le  plan  des  deux  sections  et  la  courbe  de  pénétration  n'ont 
aucun  point  commun.  On  choisit  dans  chaque  cas  particulier  le  système  de 
plans  coupans  le  phis  convenable,  pour  réduire  autant  que  possible  le  nom- 
bre et  la  longueur  des  lignes  de  construction.  Ce  choix  étant  fait,  une  autre 
question  se  présente  ;  il  s'agit  de  déterminer  les  plans  limites  entre  lesquels 
la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  est  comprise. 

Lorsque  les  deux  surfaces  qui  se  coupent  sont  coniques  par  exemple,  on 
fait  usage  d'un  système  de  plans  coupans  qui  passent  par  les  sommets  des 
deux  cônes  et  par  des  points  de  leurs  bases.  Il  en  résulte  que  chaque  plan 
coupe  les  cônes  suivant  des  droites  qui  se  rencontrent  en  des  points  de  l'in- 
tersection des  deux  surfaces.  C'est  par  la  même  raison  qu'ayant  à  trouver  l'in- 
tersection de  deux  surfaces  cylindriques,  on  les  coupe  par  des  plans  parallèles 
aujt  génératrices  de  ces  cylindres. 

Soient  S,  S' les  deux  surfaces  qui  se  pénètrent  :  si  la  surface  S  a  pour  gé- 
nératrice une  courbe  plane,  chacun  des  plans  dans  lesquels  cette  courbe  se 
trouve  successivement,  coupe  la  surface  S'  suivant  une  autre  courbe  ;  les 
points  communs  aux  deux  courbes  situées  dans  le  même  plan,  appartiennent 
évidemment  à  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  courbes  S  et  S'. 

i3 
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Une  ligne  étant  donnée  sur  la  surface  S^  on  peut  demander  le  point  de 
rencontre  de  cette  ligne  et  de  la  surface  S'.  Dans  le  cas  où  la  ligne  donnée 
est  droite,  un  plan  quelconque  mené  par  cette  droite,  coupera  la  seconde 
surface  suivant  une  courbe  j  les  points  communs  à  cette  courbe  et  à  la  droite 
donnée  appartiendront  à  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces.  Lorsque 
la  ligne  donnée  sur  la  surface  S  est  une  courbe  à  double  courbure,  on  placera 
cette  courbe  sur  une  surface  réglée  développable  ou  non  développable  ;  cha- 
que droite  de  cette  surface  sera  rencontrée  par  la  surface  S'  en  un  ou  plusieurs 
points  qui  appartiendront  à  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  réglée  et 
de  la  surface  $';  les  points  communs  à  cette  courbe  et  à  la  ligne  donnée  de 
la,  surface  S,  sont  ceux  où  cette  dernière   ligne  rencontre  la  surface  S'. 

164.  Deux  surfaces  courbes  qui  se  pénètrent,  étant  définies,  la  recherche 
des  points  de  la  ligne  de  pénétration,  dépend  de  l'intersection  des  deux 
surfaces  par  des  plans  menés  suivant  une  certaine  loi  ;  il  n'y  a  pas  de  règle 
générale  pour  déterminer  le  meilleur  système  de  plans  coupans,  ni  pour 
trouver  les  plans  limites  de  ce  système.  La  solution  de  ces  questions  serait 
encore  plus  indéterminée  si  l'on  substituait  aux  plans  coupans  un  système 
de  surfaces  courbes  de  même  nature  et  de  dimensions  variables,  dont 
chacune  satisferait  à  la  condition  de  passer  par  deux  courbes  tracées  sur  les 
deux.surfaces  proposées,  qui  se  rencoatreraient  en  un  point  de  la  ligne  d'in- 
tersection de  ces  deux  surfaces.  Cette  substitution  présente  néanmoins  dan& 
quelques  cas  particuliers  des  avantages ,  surtout  lorsque  les  surfaces  courbes, 
substituées  auxplans  ne  varient  que  par  une  seule  dimension.  Prenons  pour 
exemple  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent;  on  sub- 
stitue aux  plans  coupans  des  sphères  variables  de  rayon  et  concentriques,  dont 
le  centre  commun  est  le  point  d'intersection  des  deux  axes;  ce  qui  revient  à 
considérer  chaque  point  de  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  comme 
le  point  commun  à  deux  cercles  d'une  sphère,  dont  le  rayon,  qui  est  la  di- 
mjension  variable,  est  connu. 

Deux  petits  cercles  d'une  sphère  ne  se  rencontrent  pas  nécessairement; 
mais  deux  cercles  qui  ne  sont  pas  dans  le  même  plan,  et  qui  se  rencontrent,, 
sont  nécessairement  sur  la  même  sphère.  Ainsi,  quel  que  soit  le  système  des 
surfaces  coupantes,  les  valeurs  des  dimensions  variables  doivent  être  telles, 
que  chaque  surface  de  ce  système  contienne  deux  lignes  connues,  tracées  sur 
les  surfaces  qui  se  pénètrent. 

La  méthode  générale  que  nous  venons  d'exposer,  s'appliquera  avec  les 
modifications  convenables  aux  cas  particuliers  que  nous  allons  examiner. 
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Des  tangentes  aux  courbes  d'intersection  de  deux  surfaces; 

i65.  La  tangente  en  un  point  de  la  ligne  d'intersection  de  deux  surfaces, 
est  évidemment  dans  le  plan  qui  touche  chaque  surface  en  ce  point;  d'où  il 
suit  qu'on  obtient  cette  tangente  par  l'intersection  des  deux  plans  tangens.  Si 
l'une  des  deux  surfaces  est  un  plan ,  on  a  déjà  vu  (art.  4^)  que  la  tangente 
est  l'intersection  du  plan  tangent  à  la  surface  et  du  plan  de  la  courbe* 

La  tangente  à  la  courbe  à  double  courbure,  qui  résulte  de  la  pénétration 
de  deux  surfaces,  peut  aussi  être  considérée  comme  une  droite  perpendi- 
culaire aux  normales  des  surfaces  menées  par  le  point  oùja  tangente  tou- 
che la  courbe;  mais  lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  à  deux  autres 
droites,  et  que  ces  trois  droites  se  croisent  au  même  point,  la  première 
est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  dernières  ;  donc  la  tangente  de  la  ligne 
d'intersection  des  deux  surfaces  courbes  est  perpendiculaire  au  plan  mené 
par  le  point  de  contact,  et  par  les  deux  normales  aux  surfisices  qui  passent 
par  ce  même  point  (*). 


EXEMPLES  DE   SUBFACES   QUI   SE   PÉNÈTRENT,   ET  DE   TANGENTES   AUX   LIGNES 


d'intersection. 


Premier  exemple.  —  Intersection  d'un  cône,  et  d'une  sphère  qui  a  pour  centre 

le  sommet  du  cône.  (PI.  18.) 

166.  Les  deux  nappes  opposées  d'un  cône  étant  coupées  par  la  sphère  qui 
a  pour  centre  le  sommet  de  ce  cône ,  la  ligne  d'intersection  est  formée  de 
deux  branches  séparées  et  symétriquement  placées  par  rapport  au  centre 
de  la  sphère  ;  il  suffira  de  construire  Tune  de  ces  branches ,  par  exemple 
celle  qui  est  située  entre  le  sommet  du  cône  et  le  plan  horizontal  de  projec- 
tion :  tout  ce  qu'on  dira  de  cette  branche  inférieure  s'appliquera  également 
à  la  supérieure. 

On  conçoit  par  le  sommet  du  cône  une  suite  de  plans  verticaux  ;  chacun 
de  ces  plans  coupe  le  cône  suivant  des  lignes  droites,  la  sphère  suivant  un 
grand  cercle  ;  les  points  communs  au  cercle  et  aux  lignes  droites  appartien- 
nent à  l'intersection  de  la  sphère  et  du  cône. 


(*)    ^«rtfz  an  article  de  M.  Binet  (M,-J.),  dans  la  Correspondance  sur  l'École  polytechnique  y 
tome  III  >  page  199. 
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Soit  BCDE  {pi.  1 8,^g^.  I  )  la  base  du  cône  donnée  sur  le  plan  horizontal  (A,  a'); 
le  sommet  du  cône  ou  le  centre  d'une  sphère  du  rayon  a!l  ou  a'x.  Un  plan  ver- 
tical quelconque  CAE,  mené  par  ce  point  (A,  a'),  coupe  le  cône  suivant  deux 
arêtes  qui  passent  par  les  points  G  et  E,  et  la  sphère  suivant  un  grand  cercle. 
Faisant  tourner  ce  plan  autour  de  la  verticale  (A^  aa'  )  poiu*  l'amener  dans  le 
plan  vertical  FAG  parallèle  au  plan  vertical  de  projection,  les  points  G,  £ 
viennent  en  F  et  G,  et  les  arêtes  du  cône  qui  passent  par  ces  points,  se  pro- 
jettent sur  le  plan  vertical  en  a/ et  a! g  :  or  ces  droites  sont  rencontrées  par 
le  cercle  du  diamètre  IX  aux  points/*',  g\  distans  de  la. verticale  aa!  dej*'<p  et 
^'4*  Portant  ces  distances  sur  l'horizontale  GA£  de  A  en  H  et  en  J,  ces  points 
H  et  J  appartiennent  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'intersection 
de  ia  sphère  et  du  cône.  Les  points  correspondans  h  et  i  de  la  projection  ver- 
ticale de  cette  courbe  se  trouvent  sur  les  perpendiculaires  ïUi,  Ji  à  la  trace  XY 
des  plans  de  projection ,  et  sur  les  horizontales/^'/kf),  gi^^  par  conséquent 
les  points  de  rencontre  hy  i  de  ces  droites  appartiennent  à  la  projection  ver- 
ticale de  la  courbe  d'intersection. 

167.  La  tangente  à  cette  courbe  au  point  (  J,  i)  s'obtient  par  l'intersection 
des  plans  tangens  aux  deux  surfaces,  menés  par  ce  point.  Le  plan  tangent  au 
cône  a  pour  trace  (art.  5g)  sur  le  plan  horizontal,  la  droite  CP  tangente  à  la 
base  BCDE  ;  le  plan  tangent  à  la  sphère  considérée  comme  surface  de  révo- 
lution, rencontre  le  plan  horizontal  (art.  63)  suivant  la  droite  OP  perpendi- 
culaire au  méridiei^  vertical  ACH;  les  deux  traces  OP,  CP  se  coupent  au 
point  P  de  la  tangente;  d'où  il  suit  que  les  droites  PJ,/>/  sont  les  projections 
horizontales  et  verticales  de  la  tangente  au  point  (  J ,  i)  de  la  courbe  d'in- 
tersection des  deux  surfaces. 

Pour  trouver  le  point  O  de  la  trace  horizontale  OP  du  plan  tangent  à  la 
sphère,  on  a  mené  la  tangente  go  au  grand  cercle  de  la  sphère,  décrit  du 
point  a  comme  centre  avec  le  rayon  donné  a'I;  cette  tangente  rencontre  la 
droite  XY  au  point  o,  distant  de  la  verticale  aa!  de  oa.  On  a  porté  cette  dis- 
tance ao  de  A  en  O'  sur  la  droite  AF,  parallèle  à  XY;  l'arc  de  cercle  décrit 
du  point  A  comme  centre  avec  AO'  pour  rayon ,  coupe  la  droite  AE  au 
point  O. 

168.  Dans  le  ca^  particulier  où  la  base  du  cône  est  une  ellipse  BCDE,  on 
déterminera  les  arêtes  de  ce  cône  situées  dans  les  plans  tangens  perpendi- 
culaires au  plan  vertical  de  projection,  en  menant  le  diamètre  BD  de  l'ellipse 
conjugué  au  diamètre  qui  est  parallèle  à  la  droite  XY,  intersection  des  plans 
de  projection.  Les  tangentes  B*,  Drf  coupent  cette  droite  XY  aux  points  b 
et  d;  les  droites  a'b,  a'd  sont  les  limites  de  la  projection  verticale  du  cône, 
et  comme  elles  sont  aussi  les  traces  verticales  des  plans  tangens  au  cône, 
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perpendîcfilaires  au  plan  vertical  de  projection ,  elles  touchent  (art.  94)  la 
courbe  hikn  aux  points  n^  t. 

Pour  déterminer  fes  points  de  contact  n^  k^on  décrit  du  point  À  comme  cen- 
tre avec  les  rayons  AB,  AD,  les  arcs  BB',  DD'  qui  coupent  la  droite  FAG  aux 
points  B',D',  par  lesquels  on  élève  les  perpendiculaires  B'^',  DW  àXY.  Tirant 
ks  droites  €fb\  dd'  qui  coupent  le  grand  cercle  de  la  sphère  du  diamètre  û, 
aux  points  ri^  k\  les  horizontales  n'uy  kk  rencontrent  les  limites  dbj  ad  de 
la  projection  verticale  du  cône ,  aux  points  n  et  k.  Les  perpendiculaires  /^N, 
^R  à  XY  rencontrent  les  droites  AB,  AD  aux  points  N  et  K  de  la  projection 
horizontale  NRCH  de  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère  et  du  cône.  On 
construirait  les  tangentes  N/*,  K/*'  aux  points  N  et  K  de  cette  projection, 
comme  pour  le  point  J. 

i6g.  Il  y  a  encore  sur  la  courbe  d'intersection  d'autres  points  remarqua- 
bles, tels  que  ceux  pour  lesquels  les  tangentes  à  la  courbe  sont  horizontales. 
Ces  points  se  trouvent  sur  les  arêtes  du  cône ,  qui  passent  par  les  pieds  des 
normales  qu'on  peut  abaisser  du  point  A  sur  l'ellipse  BCDE.  Soit  A/d  l'une  de 
ces  normales,  sur  laquelle  se  trouve  le  point  (M,  ni)  de  la  courbe  d'intersection 
delà  sphère  et  du  cône;  la  tangente  en  ce  point  est  horizontale;  d'où  il  suit 
que  le  point  m  de  la  courbe  hikn  est  lé  |dus  élevé  au-dessus  du  plan  horizontal 
de  projection.  (L'horizontale  kk^  sécante  de  cette  courbe,  ne  pardt  tangente 
sur  le  dessin,  que  parce  qu'elle  se  confond  avec  l'horizontale  qui  passerait 
par  le  point  m») 

IjCs  tangentes  aux  points  situés  dans  les  plans  verticaux  normaux  à  la  base 
du  cône,  sont  horizontales,  parce  que  les  plans  tangens  au  cône  et  à  la  sphère, 
dont  elles  sont  les  intersections,  se  coupent  suivant  des  droites  horizontales 
ou  perpendiculaires  aux  plans  verticaux,  qui  ont  pour  traces  horizontales  des 
droites  telles  que  Ap  normales  à  l'ellipse  base  du  cône. 

1 70.  La  courbe  hikn^  construite  sur  le  plan  vertical  XY,  est  tangente  au 
grand  cercle  lf'g\  limite  de  la  projection  verticale  de  la  sphère,  et  pour  dé- 
terminer les  points  de  contact  >,  <r,  on  mettra  en  projection  verticale  les 
points  de  rencontre  «,  jB  de  la  droite  FAG  et  de  l'ellipse  BCDE;  ce  qui  don- 
nera les  points  « ,  |d',  par  lesquels  on  mènera  les  droites  a  a',  d^  qui  coupent 
le  grand  cercle  If^  x  aux  points  de  contact  7 ,  /  de  ce  grand  cercle  de  la 
sphère  et  de  la  courbe  hikn.  Cette  courbe  a  un  point  double  m  qui  se  trouve 
sur  une  droite  dê\  menée  par  la  projection  d  du  sommet  du  cône,  et  par  le 
point  •'  projection  verticale  du  point  i.  Ce  dernier  point  est  l'intersection  de 
la  droite  FAG  parallèle  à  XY,  et  du  diamètre  BD  de  l'ellipse.  En  effet,  ce  dia- 
mètre (art.  168)  coupe  en  deux  parties  égales  l'ordonnée  ^tTr'  de  l'ellipse,  et 
le  miheu  e  étant  sur  la  droite  FAG,  il  s'ensuit  que  les  droites  AaiV,  AmV  sont 
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égales.  Considérant  ces  droites  comme  les  traces  de  deux  plans  verticaux  qui 
appartiennent  au  système  de  plans  qui  coupent  la  sphère  et  le  cône*  les 
arêtes  du  cône  contenues  dans  ces  plans  se  projettent  sur  le  plan  vertical  XY, 
suivant  une  droite  unique  a'*',  et  seront  rencontrés  par  la  sphère  en  deux 
points  situés  sur  l'horizontale  (m'w",  «)  perpendiculaire  au  plan  vertical  de 
projection.  L'intersection  des  deux  droites  connues  «'(«',  aV  détermine  le 
Doint  double  m  de  la  courbe  hikmnyj-a. 
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gueurs  respectives,  les  perpendiculaires  abaissées  des  poiats  r\  y,  i^  m^  k 
{fig.  i)  sur  la  droite  XY.  La  courbe  R^/J^M^'K"  (/%.  i.a)  qui  passe  par 
les  extrémités  de  ces  ordonnées,  fait  connaître  ce  que  devient  l'une  des  parties 
(MJR,  mir^fig.  i)  de  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère  et  du  cône,  sur 
le  développement  d'un  cylindre  vertical  qui  la  contient  ;  on  trouvera  de  la 
même  manière  l'autre  partie  (MRR,  mkr)  de  cette  courbe. 

La  courbe  R^'M^R"  (y%^.  i  .a)  a  pour  ordonnée  maximum  la  droite  M'M"  qui 
correspond  au  point  (M,  Jn){/ig.  i)  de  l'intersection  des  deux  surfaces  ;  l'ayant 
divisée  en  parties  très-petites  et  sensiblement  droites,^  on  rapporte  toutes^ 
ces  parties  sur  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  S  {^/ig.  i.b)  comme  centre, 
avec  un  rayon  SR"  égal  au  rayon  de  la  sphère  qui  pénètre  le  cône.  On  joint 
les  points  de  division  et  le  centre  S  par  des  droites  qui  représentent  les  arêtes 
du  cône.  Supposons  que  lare  de  cercle  R"?"!"  soit  de  même  longueur  que  la 
portion  de  courbe  RV^J*  (/%•  i  •^)>  ^^  droite  SJ"C  sera  l'arête  du  cône  qui  a 
pour  projection  {fig*  i)  les  droites  AC,  ac,  et  le  point  J"  {Jîg.  i.b)  représen- 
tera le  point  (J,  0  (7%^- 1)  de  la  courbe  d'intersection  du  cône  et  de  la  sphère. 
Construisant  la  longueur  de  l'arête  du  cône,  qui  a  pour  projection  les  droites 
AC,  dc^fig^  i),  et  la  rapportant  {fig.  i.b)  de  S  en  G,  le  point  G  appartiendra 
à  la  courbe  pCpKp\  qui  est  sur  le  développement  du  cône,,  la  transformée  de 
l'ellipse  SGDEy  base  de  ce  cône  (art.  96). 

L^  tangente  GP  {^g.  1)  de  l'ellipse,  et  la  tangente  de  la  courbe  d'inter- 
section au  point  (J,  <),  forment  avec  la  portion  d'arête  du  cône  (GJ,  ci),  un 
triangle  Gi"P  {/îg.  i.  b\  dent  le  côté  CP  est  une  tangente  à  la  courbe  p'GpEp'; 
mais  chaque  tangente  de  la  transformée  de  la  courbe  d'intersection,  est  une 
tangente  de  l'arc  du  rayon  SR"  {fig.  i.b)\  donc  si  l'on  construit  la  longueur 
de  la  droite  (JP,  ip)  {fig.  1  ),  et  qu'on  la  porte  de  J"  en  P  (y%.  i  .b)  sur  la  per- 
pendiculaire JT  à  SJ",  l'hypothénuse  GP  du  triangle  rectangle  CJ"P,  sera  la 
tangente  de  la  courbe  p'ÇpËV'9  transformée  de  l'ellipse  base  du  cône. 

jyeuxikme  exemple  d* intersection  de  surfaces.  —  Deux  surfaces  cylindriques  se 
pénètrent^  et  on  demande  la  courbe  d'intersection?  (PL  19.)  —  Voyez  la  dé^ 
/Snition  de  ces  surfaces,  page  3o,  art.  53.. 

I  ya.  Chaque  point  de  la  ligne  d'intersection  de  deux  surfaces  cylindriques 
est  déterminé  par  la  rencontre  des  deux  droites  qu'on  peut  mener  par  ce 
point  sur  les  surfaces  :  or  tous  ces  couples  de  droites  sont  situés  dans  des 
plans  parallèles  aux  droites. génératrices  des  deux  cylindres;  donc  en  cou* 
pant  les  deux  surfaces  par  des  plans  parallèles*  à  ces  génératrices,  on  con- 
struira chaque  point  de  la  ligne  d'inl;|rsection  par  la  rencontre  de  deux 
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plans  tangens  suivant  ces  arêtes,  ont  pour  traces  horizontales  les  droites  TZ, 
UZ  tangentes  aux  bases  des  cylindres  ;  donc  le  point  Z  où  ces  traces  se  cou- 
pent, appartient  à  la  tangente.  Tirant  Zj3  du  point  Z  au  point  donné  jd, 
abaissant  la  perpendiculaire  ZZ'  sur  XY,  et  joignant  les  points  Z\  ^\  on  aura 
lespMJections  Zjg,  Z'^'  de  la  tangente  au  point (jS,  /S')  de  la  courbe  d'intersec- 
tion des  deul  cylindres. 

174.  On  mènera  d'autres  plans  coupans,  par  les  points  C,  D,  G,  H  où  les 
bases  des  cylindres  sont  touchées  par  les  droites  CC\  DD',  GO',  HH'.  Les  plans 
coupans  limites  MNO ,  PQR  sont  tangens  au  premier  cylindre  suivant  des 
arêtes  qui  passent  par  les  points  M,  P  de  la  base  ÂBCD,  et  sont  sécans  du  se- 
cond cylindre  suivant  les  arêtes  qui  passent  par  les  points  N,  O,  Q,  R  de  la 
seconde  base  EFGH  ;  ces  dernières  arêtes  sont  des  tangentes  à  la  courbe  d'in- 
tersection, puisqu'elles  sont  aussi  les  droites  intersections  des  plans  tangens 
au  second  cylindre  menés  par  ces  arêtes ,  et  des  plans  tangens  au  premier 
menés  par  les  points  M ,  P  de  sa  base.  Mais  les  arêtes  du  second  cylindre  qui 
passent  pas  les  points  N,  O,  Q,  R  ont  pour  projections  horizontales  quatre 
parallèles  à  la  droite  11  menées  par  ces  points,  et  pour  projections  verticales 
quatre  parallèles  à  la  droite  U  menées  par  les  points  N',  O',  Q',  R',  projec- 
tions verticales  des  pbints  N,  O,  Q ,  R  ;  d  où  il  suit  que  les  quatre  premières 
parallèles  sont  tangentes  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'intersec- 
tion des  deux  cylindres,  et  les  quatre  autres  sont  tangentes  à  la  projection 
verticale  de  cette  courbe. 

175.  Les  projections  horizontales  des  deux  cylindres  ont  pour  limites  les 
tangentes  DD',  CC'  menées  à  la  base  ABCD,  parallèlement  à  Kl ,  et  les  tan- 
gentes GG',  HH'  à  la  basé  EFGH,  parallèles  à  LI  :  or  ces  tangentes  sont  aussi 
les  traces  de  plans  verticaux  tangens  aux  cylindres,  et  ces  traces  sont  elles- 
mêmes  des  tangentes  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'intersection  ; 
donc  les  droites  DD',  CC,  GG',  HH'  sont  tangentes  à  cette  projection.  Le 
méine  raisonnement  s'applique  aux  limites  des  projections  verticales  des  cy* 
lîndres.  Les  tangentes  aux  bases,  telles  que  A  A',  BB',  EE',  FF'  perpendiculai- 
res à  XY,  rencontrent  cette  droite  aux  points  A',  B',  E',  F;  menant  par  les 
points  A',  B'  des  droites  parallèles  à  ki,  et  par  les  points  E',  F'  des  droites  pa- 
rallèles à  /i,  ces  droites  A'a,  B'^,  E'e,  F/ sont  des  tangentes  à  la  projection 
verticale  de  la  courbe  d'intersection. 

1 76.  Lorsque  deux  surfaces  cylindriques  dont  les  génératrices  sont  pa- 
rallèles, se  rencontrent,  la  pénétration  a  lieu  suivant  une  ou  plusieurs  droites; 
dans  le  cas  où  les  génératrices  ne  sont  pas  parallèles,  il  peut  arriver  deux 
cas  9  ou  que  les  bases  des  cylindres,  c'est-à-dire  leurs  traces  sur  le  plan  ho- 
rizontal ,  soient  des  courbei  fermées  ou  infinies.  Sî  elles  sont  fermées ,  la 

14 


io6  GEOMETRIE  DESCRIPTIVE. 

courbe  d'intersection  est  aussi  fermée;  si  elles  s'étendent  à  l'infini,  de  ma- 
nière qu'elles  soient  rencontrées  par  tous  les  plans  parallèles  aux  deux  gêné-' 
ratrices,  la  courbe  d'intersection  s'étend  aussi  à  l'infini. 

1 77«  £n  supposant  que  les  bases  des  cylindres  donnés  soient  les  ellipses 
ABCD,  EFGH  qui  sont  des  courbes  fermées,  la  ligne  d'intersection  est  aussi 
fermée;  mais  elle  peut  avoir  ou  une  seule  branche,  ou  deux  branches  sé- 
parées :  c'est  ce  qu'on  reconnaît  à  priori ^  par  les  traces  des  plans  coupans  li- 
mites sur  les  plans  des  bases. 

Lorsque  les  deux  traces  sont  tangentes  à  l'une  des  deux  bases  seulement, 
et  sécantes  de  Tautre,  comme  \9ijig.  i ,  pL  19  l'indique,  le  cylindre  cor- 
respondant à  la  première  base  pénètre  le  second  cylindre,,  de  manière 
qu'il  y  a  sur  celui-ci  courbe  d'entrée  et  courbe  de  sortie;  mais  si  les  traces 
des  plans  sécans  limites  ne  sont  pas  tangentes  à  une  seule  des  deux  bases 
données,  il  n'y  a  pas  pénétration  totale,,  il  y  a  seulement  arrachement;  la 
ligne  d'intersection  est  dans  ce  cas  d'une  seule  branche.  On  aurait  cette 
branche  unique  (/>/.  19  )^  en  prenant  les  droites  ^-^^  ^'-^  pour  les  limites  de» 
plans  sécans  ;  chacune  de  ces  droites  est  tangente  à  une  base,  et  sécante  de 
l'autre. 

1 78.  Il  y  a  des  cas  où  la  pénétration  de  deux  cylindres  est  une  courbe 
plane.  Soit,  par  exemple  (Jig.  a, pi.  19) ,  un  cylindre  horizontal  qui  a  pour 
base  un  cercle  vertical  du  diamètre  AB,  et  dont  les  arêtes  passant  par  les  ea&- 
trémités  A,  B  de  ce  diamètre,  soient  les  horizontales  ACE,  BFI>;  en  coupant 
ce  premier  cylindre  par  un  plan  vertical  CD,  et  regardant  la  section  comme 
la  base  d'un  second  cylindre  dont  les  arêtes  sont  parallèles  aux  droites 
données  CF,  DE,  il  est  évident  que  les  deux  cylindres  se  pénétreront,  et  que 
la  ligne  d'intersection  sera  composée  de  deux  courbes  planes,  situées  dans  les 
plans  verticaux  CD,  EF;  ces  deux  courbes  se  coupent  au  point  dont  O  est  la 
projection  horizontale  ;  ce  point  O  est  l'intersection  de  deux  arêtes  horizon- 
tales contenues  dans  le  même  plan  tangent.  L'intersection  de  ce  plan  et  des 
plans  verticaux  CD ,  EF,  déterminera  les  tangentes  horizontales  de  la  ligne 
d'intersection  des  deux  cylindres. 

m 

Troisième  exemple  d'intersection  des  surfaces.  —  Pénétration  de  deux  surfaces 

œniques,  (Pi.  ao.) 

1 79.  Deux  surfaces  coniques,  telles  qu^on  les  a  définies  page  34»  se  pénè- 
trent, et  on  propose  de  construire  leur  ligne  d'intersection  ? 

On  prend  pour  le  système  de  plans  qui  coupent  à  la  fois  les  deux  surfiaioes 
données,  ceux  qui  passent  par  les  sommets  des  deux  cônes,  ou  plutôt  par  la 
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droite  qui  joint  ces  sommets.  Chaque  point  de  la  courbe  d'intersection  étant 
déterminé  par  la  rencontre  des  deux  droites  des  surfaces,  le  plan  de  ces 
droites  contient  évidemment  la  droite  qui  joint  ces  sommets,  puisque  toutes 
les^  droites  de  chaque  cône  passent  par  le  sommet  de  ce  cône.  Réciproque- 
ment, un  plan  conduit  par  la  droite  qui  joint  les  deux  sommets  et  qui  ren- 
contre les  deux  bases,  contient  les  droites  des  cônes ,  qui  se  coupent  en  un 
point  de  la  ligne  d'intersection  demandée. 

180.  Soient  {pL  ao)  (A,  «),  (B,  b  )  les  sommets  des  cônes  qui  se  pénètrent; 
DEFG,  HIRL  les  directrices  des  droites  génératrices  de  ces  cônes,  données 
sur  le  plan  horizontal  de  projection  ;  la  droite  (AB,  ah)  qui  joint  les  sommets 
des  cônes ,  coupe  le  plan  horizontal  au  point  G ,  par  lequel  on  mène  les  tan- 
gentes CDK,  GEL  à  la  directrice  DEFG  base  du  premier  cône.  Ces  tangentes 
sont  les  traces  horizontales  des  plans  coupans  limites  ;  le  plan  coupant  dont 
la  trace  horizontale  serait  hors  de  Tangle  DCE,  ne  rencontrerait  pas  les  deux 
cônes,  et  par  conséquent  ne  contiendrait  pas  de  points  de  l'intersection  de- 
mandée. Les  traces  limites  CD,  CE  coupent  la  directrice  HIKL,  base  du  se- 
cond cône,  aux  points  K,  L,  extrémités  de  l'arc  KIL,  base  de  la  partie  de  ce 
cône,  qui  est  pénétrée  par  le  premier  cône.  Menant  les  arêtes  (BK,  iK'), 
(BL,  ^L')  du  second  cône,  et  les  arêtes  (AD,  aD'),  (AE,  aE')  du  premier,  elles 
se  coupent  aux  points  (M,  m),  (N,  n)  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  cônes. 
Les  projections  horizontale  et  verticale  de  ces  arêtes  sont  tangentes  aux  pro- 
jectîons  de  la  ligne  d'intersection,  parce  que  ces  arêtes  peuvent  être  consi- 
dérées comme  les  droites  intersections  des  plans  tangens  aux  cônes ,  menés 
par  les  points  (M,  m),  (N,  /i). 

i6ï .  Un  plan  coupant  dont  la  trace  horizontale  CRQP  est  dans  l'angle  DCE, 
coupe  le  premier  cône  suivant  les  arêtes  (AQ,  aQ'),  (AR,  aR'),  et  le  second 
côjie  suivant  l'arête  (BP,  iP');  ces  arêtes,  situées  dans  le  mêpie  plan ,  se  ren- 
contrent aux  points  (S,  s\  (T^  t)  de  la  ligne  d'intersection.  On  déterminerait 
de  )a  même  manière  d'autres  points  de  cette  ligne. 

On  a  déjà  remarqué  (art.  1 73)  qu'en  prenant  pour  plan  de  projection  le 
plan  des  bases  des  cylindres  qui  se  pénètrent,  les  projections  de  la  ligne 
d'intersection  sur  ce  plan  se  construisaient  à  part ,  et  sans  avoir  recours  au 
second  plan  de  projection,  si  ce  n'est  pour  déterminer  un  plan  parallèle  aux 
droites  génératrices  des  deux  cylindres;  la  même  remarque  s'applique  aux 
cônes.  On  ne  se  sert  du  second  plan  de  projection  que  pour  trouver  le  point 
d'intersection  de  la  droite  qui  joint  les  sommets  des  deux  cônes  et  du  plan 
des  bases  de  ces  cônes.  Cependant,  si  l'on  demandait  (/>/.  ao)  les  points  de 
la  projection  horizontale  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  cônes,  qui  sont 
sur  la  droite  ABC,  trape  du  plan  vertical  mené  par  les  sommets  des  deux 
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cônes,  la  projçction  verticale  deviendrait  nécessaire.  Cette  droite  ABC, 
projectioiji  horizontale  de  la  droite  qui  joint  les  deux  sommets,  peut 
être  considérée  comme  la  trace  d'un  plan  coupant  vertical ,  qui  rencontre 
chacun  des  cônes  suivant  deux  arêtes  ;  les  projections  verticales  de  ces 
arêtes  se  coupent  en  quatre  points  de  la  projection  verticale  de  la  ligne 
d'intersection  des  deux  cônes.  Deux  de  ces  quatre  points,  marqués  3',  4' 
(^pl.  ao),  sur  le  plan  vertical  de  projection,  déterminent  sur  la  droite  ABC 
les  deux  points  3,  4  de  la  courbe  MNST,  projection  horizontale  de  la  ligne 
d'intersection  des  deux  cônes. 

]8a.  La  tangente  en  un  point  quelconque  (S,  s)  de  l'intersection  des  deux 
cônes,  se  trouve  dans  les  plans  tangens  aux  cônes  menés  par  ce  point.  Le 
plan  tangent  au  premier  cône  passe  par  Tarête  qui  rencontre  le  plan  hori- 
zontal au  point  Q  ;  d'où  il  suit  que  la  tangente  QY  à  la  base  DEFG  est  la  trace 
horizontale  de  ce  plan  tangent.  La  trace  du  second  plan  tangent  au  même 
point  (S,  s)  du  second  cône  est  la  droite  PV  tangente  au  point  P  de  la  base 
ILHK  :  or  les  deux  traces  se  coupent  au  point  Y  ;  donc  ce  point  appartient  à 
la  tangente  (VS,  V'^).  La  droite  YS  est  tangente  à  la  projection  horizontale 
MNST  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  cônes,  et  la  droite  Y'^  est  tangente 
à  la  projection  verticale  mnst  de  cette  ligne.  Cette  projection  mnst  a  encore 
pour  tangente  la  droite  bl\  limite  de  la  projection  verticale  du  cône  à  base 
IRH,  et  les  droites  àF\  aG\  limites  de  la  projection  verticale  du  cône  à  base 
EFDG.  Pour  construire  le  point  de  contact  sur  l'une  de  ces  tangentes,  par 
exemple  sur  aF',  qui  correspond  à  l'arête  (AF,  aY')  du  premier  cône,  on 
mènera  par  le  point  F  la  trace  CF  d'un  plan  coupant  ;  cette  trace  coupe  la 
base  du  second  cône  au  point  fi.  L'arête  (BjS,  bfi')  de  ce  cône  rencontre  l'arête 
(AF,  àF')  du  premier  cône  au  point  («,  a)  ;  ce  qui  détermine  le  point  de  con- 
tact tt  sur  la  droite  aaF\  tangente  à  la  courbe  mnst. 

1 83.  La  courbe  (MNSTa ,  mnsta  )  que  nous  venons  de  construire ,  n'est 
qu'une  branche  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  cônes,  car  il  est  évident 
que  le  premier  cône  serait  coupé  en  totalité  par  la  portion  du  second  cône, 
qui  a  pour  base  l'arc  ^f  de  la  base  de  ce  cône  ;  ce  qui  formerait  une  seconde 
branche  de  la  ligne  d'intersection,  que  l'on  doit  tracer  pour  résoudre  le  pro- 
blème complètement,  mais  qu'on  a  omise  (j?L  ao)  afin  d'éviter  la  confusion 
des  lignes  de  construction. 
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De  la  courbe  d'intersection  de  deux  cônes  du  second  degré. 

1 84.  On  nomme  cônes  ou  cylindres  du  second  degré,  ceux  dont  les  bases 
sont  des  courbes  planes  du  second  degré,  l'ellipse,  la  parabole,  l'hyperbole 
(art.  80)- 

Deux  cylindres  à  bases  elliptiques  ne  peuvent  se  couper  que  suivant  une 
courbe  fermée,  d'une  seule  branche  ou  à  deux  branches  séparées  ;  la  courbe 
d'intersection  ne  s'étend  à  l'infini  que  lorsque  les  deux  bases  sont  des  hy- 
perboles ou  des  paraboles.  La  condition  nécessaire  pour  que  deux  cônes 
quelconques  se  pénètrent  suivant  une  ligne  à  branches  infinies ,  c'est  qu'ils 
a^ient  des  arêtes  parallèles.  Chaque  point  de  l'intersection  étant  donné  par 
la  rencontre  de  deux  droites  des  cônes,  il  est  évident  que  ce  point  ne  peut 
être  situé  à  l'infini  que  lorsque  les  droites  deviennent  parallèles.  En  ne  con- 
sidérant que  les  cônes  du  second  degré,  on  peut  déterminer  à  priori  le 
nombre  de  branches  infinies  de  leur  ligne  d'intersection ,  et  les  asymptotes 
de  cette  ligne. 

Des  asymptotes  de  la  ligne  d'intersection  de  deux  cônes  du  second  degré. 

i85.  L'asymptote  de  la  ligne  d'intersection  de  deux,  cônes  est  la  tangente 

au  point  de  cette  ligne  situé  à  l'infini  :  or  ce  point  est  Fintersection  des 

droites  des  cônes ,  qui  sont  parallèles  ;  d'où  il  suit  que  les  plans  tangens 

aux  cônes  menés  par  ces  droites  se  coupent  suivant  les  asymptotes  de  la  ligne 

d'intersection.  Pour  déterminer  les  droites  parallèles  de  deux  cônes,  on  joint 

leurs  sommets  par  une  droite,  et,  supposant  que  le  premier  cône  soit  fixe, 

on  fait  mouvoir  le  second  cône  parallèlement  à  lui-même,  de  manière  que 

son  sommet  parcoure  la  droite  dirigée  vers  le  scmimet  du  premier  cône. 

ILiOrsque  les  deux  sonunets  sont  réunis,  on  coupe  le  oône  fixe  et  le  cône 

transporté  par  un  même  plan  ;  les  courbes  qu'on  obtient,  présentent  les  cas 

suivans  : 

lo  Elles  peuvent  se  couper  en  quatre  points; 

a""  Se  couper  en  deux  points,  et  se  toucher  en  un  troisième; 

3<>  Se  toucher  en  deux  points  ; 

4^  Se  couper  en  deux  points  ; 

5®  Se  toucher  en  un  seul  point; 

60  N'avoir  aucun  point  commun. 

lïous  allons  examiner  ces  six  casy  et  pour  distinguer  les  çône^  donnés,  nous 
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appellerons  le  premier  A,  le  second  B,  et  ce  dernier,  transporté  parallèlement 

à  lui-même,  B';  tes  deux  cônes  A  et  B'  ont  même  sommet. 

i86.  Premier  cas.  Les  sections  des  deux  cônes  A  et  B'  par  un  même  plan 
se  coupent  en  quatre  points. 

Les  cônes  A  et  B',  dans  cette  hypothèse,  ont  quatre  arêtes  communes  qui 
passent  par  les  points  où  leurs  sections  planes  se  coupent  :  or  ces  arêtes  nni: 
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l'un  des  cônes  est  sur  la  sur£aice  de  l'autre,  alors  ce  sommet  est  un  des 
points  de  la  courbe  d'intersection  ;  projetant  ce  point  et  la  courbe  sur  un 
plan  j  la  projection  du  point  tient  lieu  d'une  branche.  Cet  exemple  fait  voir 
en  géométrie  ce  que  dans  la  théorie  des  courbes  on  entend  par  point  isolé. 
Le  sommet  de  l'un  des  cônes  étant  sur  la  surface  de  l'autre ,  et  ces  deux 
cônes  ayant  une  arête  commune,  cette  arête  sera  une  des  branches  de  la 
courbe  d'intersection,  et  les  branches  qui  complètent  cette  courbe  ne  pour- 
ront être  coupées  qu'en  trois  points  par  une  ligne  droite. 

De  Vintersection  du  cône  et  du  cylindre  dans  le  cas  où  les  sections  de  ces  sur^ 
faces  par  un  plan  sont  des  courbes  du  second  degré  fermées. 

i88.  Pour  reconnaître  à />nV>n  si  la  ligne  qui  résulte  de  l'intersecticm  des 
deux  surfaces,  le  cône  et  le  cylindre  du  second  degré,  s'étend  à  l'infini,  on 
mènera'par  le  sommet  du  cône  une  parallèle  à  la  génératrice  du  cylindre,  et 
on  construira  le  point  d'intersection  de  cette  parallèle  avec  la  courbe  du  se* 
cond  degré,  qui  est  la  trace  du  cône  sur  l'un  des  j^lans  de  projection.  Ou 
ce  point  se  trouvera  hors  du  contour  de  la  coiu-be,  ou  sur  ce  contour  ;  s'il  V 

est  hors  du  contour,  on  conclura  que  le  cylindre  et  le  cône  n'ont  aucune 
arête  parallèle,  et  que  la  courbe  qui  résulte  de  leur  pénétration  est  néces- 
sairement composée  de  branches  fermées;  s'il  est  sur  le  contour,  toutes  les 
arêtes  du  cylindre  seront  parallèles  à  une  arête  du  cône,  et  le  plan  tangent  au 
cône  suivant  cette  arête,  sera  \xskplan  asjrmptotique  de  la  courbe  d'intersec- 
tion du  cylindre  et  du  cône. 

Quatrième  exemple  d'intersection  de  surfaces  ;  pénétration  de  deux  surfaces  de 

résolution.  (PL  ai.) 

1 89.  On  suppose  que  deuit  sur&ces  de  révolution  se  pénètrent,  et  on  pro- 
pose de  construire  leur  ligne  d'intersection  dans  le  cas  particulier  où  leur» 
axes  se  rencontrent?  {PL  ^i-^fig*  i-) 

Les  deux  axes  des  surSaces  de  révolution-  étant  donnés^  on  prend  pour 
Fun  des  plans  de  projection,  l'horizontal  par  exemple ,  un  plan  perpendicu- 
laire au  premier  axe,  et  pour  plan  vertical^  un  plan  parallèle  aux  deux  axes. 

lïous  avons  considéré  jusqu'à  présent  chaque  point  delà  ligne  d'intersec- 
tion de  deux  surfaces,  comme  le  point  de  rencontre  de  deux  courbes  de  ces 
surfaces,  contenues  dans  un  même  plan,  et  nous  avons  déterminé  pour  quel* 
ques  cas  particuliers  le  système  de  plans  qui  coupent  les  surfaces  proposées 
suivant  les  lignes  les  plus  faciles  à  construire.  A  ce  système  de  plans  coupans^ 
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on  substitue  quelquefois  (art.  i64)  avec  avantage  (Fautres  surfaces  coupantes  ; 
les  deux  surfaces  de  réyotution  dont  les  axes  se  rencontrent,  en  offrent  un 
exemple.  On  considère  le  point  de  rencontre  de  ces  axes  comme  le  centre 
d'une  série  de  sphères  qui  coupent  chacune  des  deux  surfaces  suivant  des 
cercles.  Les  cercles  qui  ne  se  couperont  pas,  ne  contiendront  pas  de  points 
de  la  ligne  d'intersection;  mais  il  y  aura  une  ou  plusieurs  sphères  coupantes 
qui  contiendront  des  cercles  tangens  l'un  à  l'autre  ;  les  points  de  contact  de 
ces  cercles  appartiendront  à  la  ligne  d'intersection,  et  à  partir  de  ces  sphères 
limites,  des  sphères  intermédiaires  de  même  centre  et  cle  divers  rayons,  cou- 
peront les  surfaces  de  révolution  suivant  des  cercles  qui  auront  leurs  centres 
sur  les  axes  de  ces  surfaces,  et  dont  les  plans  seront  perpendiculaires  à  ces 
axes.  Les  deux  cercles  situés  dans  deux  plans  inclinés  lun  par  rapport  à 
l'autre,  ne  peuvent  se  couper  que  sur  la  droite  intersection  de  ces  plans; 
lorsque  cette  droite  coupe  l'un  des  cercles,  les  points  d'intersection  appar- 
tiennent à  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces. 

Explication  de  la  fig.  ly  pi.  ai. 

190.  Soient  (D,  D'ii),  (DR,  dr)  les  deux  axes  de  révolution,  dont  les  projec- 
tions sur  le  plan  vertical  de  projection  parallèle  à  ces  axes,  font  entre  elles 
rapgleD'^/r;leplan  horizontal  de  projection  est  perpelidiculaire  au  premier 
axe  (D,  D'^).  Le  plan  méridien  ADB,  parallèle  au  plan  vertical  de  projection, 
coupe  les  deux  surfaces  de  révolution  suivant  les  courbes  abcc\  e/gh,  qui  se 
rencontrent  aux  points  a,  9.  La  sphère  du  centre  (D,rf)  et  du  rayon  dai, 
coupe  les  deux  surfaces  suivant  des  cercles  des  diamètres  0)8,  «7,  qui  se 
touchent  au  point  («,  *')  de  la  ligne  d'intersection.  Le  premier  cercle  se  pro- 
jette sur  le  plan  horizontal  suivant  un  autre  cerclfe  de  même  diamètre  «  j8', 
qui  a  pour  centre  le  point  D.  Une  autre  sphère  llipite,  du  rayon  rf«r,  coupe  les 
deux  sur&ces ,  suivant  deu:x  cercles  tangens  des  diamètres  cT^,  ^4»  <iui  se 
touchent  au  point  (J,  <r')  de  la  ligne  d'intersection. 

Une  sphère  intermédiaire  d'un  rayon  dq  plus  petit  que  dJ^^  et  plus  grand 
que  da^  coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux  cercles  des  diamètres  ln,pqy 
dont  les  plans  se  co^pent  suivant  une  droite  horizontale  (jn,  M/^),  perpendi- 
culaire au  plan  vertical  de  projectipnr  La  projection  horizontale  M/j,  de  cette 
droite  rencontre  le  cercle  du  tayon  DM ,  moitié  de  bij  aux  points  M,  fjL  de  la 
projection  horizontale  M/u»^  ^e  l'intersection  des  deux  surfaces.  En  faisant 
varier  le  rayon  de  la  sphère  coupante,  dont  le  centre  (D,  d)  est  invariable,  on 
trouverait  tant  d'autres  points  qu'on  voudrait  de  la  ligne  d'intersection  des 
deux  ftiiifaces  (M/u«'cr',  tinUyjSg.  T^pl.  21  ). 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE.  ii3 

De  la  tangente  à  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  de  réf^lution. 

•  * 

19  V.  La  tangente  en  un  point  de  la  ligne  d'intersection  de  deux  surfaœs  de 
révolution  est,  comme  dans  les  ei^emples  précédens,  la  droite  intersection  des 
plans  tangens  à  ces  surfaces  menés  par  le  point  qui  leur  est  commun.  Chaque 
plan  tangent  est  en  général  déterminé  par  les  tangentes  à  deux  sections  de  la 
surface  ;  mais  dans  le  cas  particulier  de  la  surface  de  révolution ,  la  tangente 
à  la  courbe  méridienne  en  un  point  quelconque ,  détermine  la  droite  nor- 
male à  la  surface  qui  passe  par  ce  point,  puisque  cette  droite  est  aussi  normale 
à  la  courbe  méridienne.  Connaissant  les  projections  de  la  normale  à  la  sur- 
face^  on  construit  les  traces  du  plan  tangent  à  la  surface  de  révolution,  en 
considérant  que  ces  traces  sont  perpendiculaires  aux  projections  de  la  nor- 
male. 

191.  Soit  (M,  m)  le  point  commun  à  deux  surfaces  de  révolution,  par  le- 
quel il  s'agit  de  mener  des  plans  tangens  à  ces  surfaces.  Le  plan  tangent  à  la 
surface  dont  Taxe  est  vertical,  se  construit  comme  il  a  été  dit  (  art.  63  )  ;  le 
cercle  horizontal  du  diamètre  In,  dont  le  plan  passe  par  le  point  (M,  m), 
coupe  la  méridienne  abcc'  au  point  /,  par  lequel  on  mène  la  tangente  h  à 
cette  méridienne.  On  prend  la  distance  D'o  du  point  o  de  la  droite  XT  au 
point  D'  de  la  projection  de  l'axe,  qui  est  sur  la  même  droite,  et  on  la  porte 
sar  le  méridien  vertical  DM  de  D  en  O  ;  la  perpendiculaire  OY  à  DM  est  la 
trace  horizontale  du  plan  tangent  à  la  première  surface  au  point  (M,  m,/lg.  i, 
pi.  21). 

Le  cercle  du  diamètre  pq,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  incliné 
dr,  rencontre  la  méridienne  e^h  de  la  seconde  surface  au  pomtp;  la  tan- 
gente pr  de  cette  méridienne  coupe  l'axe  dfr  au  point  r,  et  par  conséquent 
(art.  64)  la  tangente  de  la  méridienne  au  point  (M,  m)  a  pour  projection  ver- 
ticale la  droite  mr^  et  la  droite  MR  pour  sa  projection  horizontale.  La  per- 
pendiculaire p»  à  la  tangente  pr^  rencontre  l'axe  dr  au  point  de  concours  m  de 
toutes  les  normales  à  la  surface  suivant  le  cercle  du  diamètre  pq  :  or  ce  point 
de  concours  a  pour  projection  horizontale  le  point  tù  de  la  drcite  DR  ;  donc 
la  normale  au  point  (M,  m)  a  pour  projections  les  droites  mo).  Mm.  Le  plan 
perpendiculaire  à  cette  normale  mené  par  le  même  point  (M,  m),  a  pour 
trace  horizontale  la  droite  YT  perpendiculaire  à  la  projection  horizontale 
M»  de  la  normale  :  or  cette  droite  rencontre  la  trace  OY  du  premier  plan 
tangent  au  point  Y;  donc  la  tangente  demandée  a  pour  projections  les  droites 
MY,  mV. 

j  93.  La  trace  horizontale  YT  du  plan  tangent  &  la  seconde  surfiice  de  ré* 

i5 
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volution,  est  déterminée  par  trois  conditions,  dont  deux  seulement  sont  né- 
cessaires. En  effet,  puisque  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  à  la  nor- 
male (m»,  M»'),  sa  trace  sur  le  plan  vertical  est  perpendiculaire  à  la  droite 
/w»,  et  la  parallèle  à  cette  trace  menée  par  le  point  (M,  m)  a  pour  projection 
verticale  la  droite  /Tzf  perpendiculaire  à/Tïn,  et  pour  projection  horiaontale  la 
droite  MT  parallèle  à  l'intersection  XY  des  plans  de  projection  :  or  cette  pa^^ 
rallèle  rencontre  le  plan  horizontal  au  point  T;  donc  la  trace  horizontale  VT 
du  plan  tangent  passera  par  le  point  T;  première  condition.  Puisque  ce  plan 
est  perpendiculaire  à  la  normale  dont  la  projection  horizontale  est  Mid',  la 
droite  YT  est  perpendiculaire  à  cette  projection;  deuxième  condition.  Enfin, 
elle  passe  par  le  point  S  où  la  tangente  (MR,  mr)^  située  dans  le  plan 
tangent,  rencontre  le  plan  horizontal;  cette  troisième  condition  dispen-» 
serait  de  construire  la  droite  (MT,  mt)^  et  le  point  T  où  elle  coupe  le  plan 
horizontal. 

194.  De  ce  que  les  normales  aux  deux  surfaces  de  révolution,  menées  par 
le  point  (M,  /;2)de  leur  ligne  d'intersection,  rencontrent  les  deux  axes  de 
révolution  aux  points  m  et  x,  il  suit  que  le  plan  conduit  par  ces  normales 
coupe  le  plan  des  deux  axes,  qui  est  par  hypothèse  parallèle  au  plan  vertical 
de  projection  suivant  la  droite  ox  :  or  la  tangente  à  la  ligne  d'intersection 
au  point  (M,  /72)  est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  normales;  donc  la 
perpendiculaire  um\'  abaissée  du  point  m  sur  la  droite  sda  ,  est  une  tan- 
gente de  la  projection  verticale  amJ'  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  sur- 
faces. 

Menant  par  le  point  (D,  >)  de  la  première  normale  (MD,  mk)  un  plan 
horizontal  qui  coupe  la  seconde  normale  au  point  (6, 6'),  la  droite  D8'  sera 
parallèle  à  la  trace  horizontale  du  plan  des  deux  normales  ;  d'où  il  suit  que 
la  projection  horizontale  MV  de  la  tangente  de  la  ligne  d'intersection,  doit 
être  perpendiculaire  à  la  droite  connue  Dfi'.  Il  suffira,  pour  satisfaire  à  cette 
condition,  d'abaisser  du  point  M  la  perpendiculaire  MV  sur  la  droite  DO'. 

Tout  ce  qu'on  vient  de  dire  sur  la  tangente  à  la  ligne  d'intersection  de 
deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent,  serait  encore  vrai, 
dans  le  cas  où  les  axes  ne  se  rencontreraient  pas. 

195.  Dans  le  cas  général  où  les  axes  des  deux  surfaces  de  révolution  ne  se 
rencontreraient  pas,  chaque  point  de  la  ligne  de  pénétration  de  ces  surfaces 
serait  l'intersection  d'un  cercle  appartenant  à  la  première  surface,  et  de  la 
section  de  la  seconde  surface  par  le  plan  de  ce  cercle.  Il  serait  donc  conve- 
nable de  couper  les  deux  surfaces  par  un  système  de  plans  perpendiculaires 
à  l'axe  de  l'une  d'elles,  afin  de  n'avoir  à  construire  par  points,  que  des  courbes 
de  l'autre  surface.  On  a  considéré  un  cas  particulier  pour  lequel  les  axes  de 
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révolution  ne  se  raooontrent  pas,  et  néanmoins  on  est  parvenu  à  trouver 
chaque  point  de  la  ligne  d'intersection  par  la  rencontre  de  deuK  cercles  qui 
sont  les  projections  des  sections  des  surfaces  par  un  même  plan.  Gette^soïu- 
tion  particulière  est  de  M.  Ghapuy,  ancien  élève  à  TÉcole  polyfedmique 
(  yoyez  la  Correspondance  sur  V  École  polytechnique^  tome  II,  janvier  i8i  i); 
elle  est  fondée  sur  les  trois  propositions  suivantes  :  i""  Deux  surfieices  du  second 
degré,  quelle  que  soit  leur  position  respective,  sont  coupées  par  des  plans  pa* 
rallèles  suivant  des  lignes  semblables  et  semblablement  placées;  \^  la  pro- 
jection orthogonale  d'une  ellipse  sur  un  plan  passant  par  son  petit  axe ,  est 
un  cercle  d'un  rayon  égal  à  ce  petit  axe,  lorsque  le  grand  axe  se  projette  sui- 
vant une  droite  égale  en  longueur  au  petit  axe;  3^  l'intersection  de  deux 
ellipsoïdes  de  révolution ,  qui  ont  même  centre,  et  dont  les  sections  circu- 
laires passant  par  ce  centre  sont  de  même  rayon,  se  compose  de  deux  ellipses 
dont  les  plans  sont  perpendiculaires  à  celui  qui  passe  par  les  axes  de  révolu- 
tion des  deux  ellipsoïdes. 

4^  On  peut  couper  les  deux  ellipsoïdes  de  révolution  par  deux  couples  de 
plans  perpendiculaires  à  celui  des  deux  axes  de  ces  ellipsoïdes ,  tek  que  la 
section  contenue  dans  l'un  des  plans  du  premier  couple,  par  exemple,  se  pro- 
jette sur  l'autre  plan  du  second  couple  suivant  un  cercle. 

Intersection  de  deux  ellipsoïdes  de  révolution  dont  les  axes  ne  se  rencon^^ 

trent  pas. 

1 96.  Soient  (y%.  ^pL  ai)  deux  ellipsoïdes  de  révolution  qui  se  pénètrent, 
le  premier  a  pour  axe  la  droite  AB,  et  pour  section  méridienne  l'ellipse  AHB; 
cette  ellipse  a  pour  grand  axe  la  droite  AB,  perpendiculaire  an  demi  petit 
axe  OH.  On  prend  pour  premier  plan  de  projection  celui  qui  passe  par  l'axe 
AB  9  et  qui  est  parallèle  au  second  axe  ;  on  donne  la  distance  de  ce  second 
a:xe  au  premier,  mesurée  sur  une  droite  qui  leur  serait  perpendiculaire. 

Tout  plan  perpendiculaire  au  premier  plan  de  projection ,  mené  par  le 
centre  O  du  premier  ellipsoïde  AB,  coupe  cet  ellipsoïde  suivant  une  ellipse, 
dont  le  grand  axe  est  un  diamètre  de  l'ellipse  AEB,  et  le  demi  petit  axe  est 
égal  à  OH,  demi  petit  axe  de  Tellipsoide. 

Il  en  serait  de  même  d'un  autre  plan  perpendiculaire  au  plan  de  projec- 

tion,  qui  passerait  par  le  centre  O'  du  second  ellipsoïde.  La  section  serait 

une  ellipse  qui  aurait  pour  petit  axe  une  droite  égale  au  petit  axe  H'h  de 

Tellipsoïde,  et  pour  grand  axe  un  diamètre  de  l'ellipse  CDH'A',  qui  est  la  sec- 

'tion  méridienne  de  œ  second  ellipsoïde. 

197.  Soit  0£  la  trace  d'un  plan  quelconque  perpendiculaire  au  premier 
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plan  de  projection,  qui  passe  par  le  centre  O  du  premier  ellipsoïde  ;  la  section 
Êàite  par  ce  plan  sur  l'ellipsoïde  sera  une  ellipse  (E),  (}ui  a  pour  demi  grand 
axe  0£,  et  pour  demi  petit  axe  OH.  Construisant  sur  0£  comme  hypothé- 
nuse,  avec  un  côté  £G  égal  à  OH,  le  triangle  rectangle  EGO,  EG  sera  la  trace 
d'un  plan  perpendiculaire  au  premier  plan  de  projection  ,  et  en  le  pre- 
nant pour  le  second  plan  de  projection,  l'ellipse  (E)  s'y  projettera  suivant  un 
cercle,  puique  la  projection  du  grand  axe  de  cette  ellipse  sera  égale  au 
petit  axe. 

On  fera  un  raisonnement  semblable  sur  le  triangle  E'O'G',  rectangle  en 
G'.  Si  le  côté  E'G'  est  égal  au  petit  axe  O'H',  l'ellipse  (E'),  section  du  second 
ellipsoïde  par  le  plan  O'E',  se  projettera  sur  le  plan  E'G'  suivant  un  cercle,  les 
lignes  de  projection  étant  parallèles  au  côté  O'G',  perpendiculaire  à  E'G'; 
mais  ilÊiut  que  les  plans  des  deux  ellipses  (E),  (E')  soient  parallèles,  et,  pour 
déterminer  leur  direction,  on  a  recours  à  l'artifice  suivant.  \ 

198.  On  imagine  un  troisième  ellipsoïde  de  révolution,  semblable  ^n  se- 
cond, et  dont  le  petit  axe  est  égal  à  celui  du  premier,  ellipsoïde.  Ce  troisième 
ellipsoïde  a  même  centre  O  que  le  premier;  son  grand  axe  CD',  parallèle  à 
l'axe  CD  du  second  ellipsoïde,  est  à  cet  axe  CD  dans  le  rapport  des  deux 
petits  axes  OH,  O'H'.  On  porte  sur  OA,  perpendiculaire  à  CD',  le  petit  axe 
Oh  =  OH  ;  et  pour  avoir  la  longueur  OC  du  demi  grand  axe,  on  fait  la  pro- 
portion  : 

Oh  X  O'C 


OW  :  OA::0'C:OC= 


tut 


O'H 


L'ellipse  CAD'  du  troisième  ellipsoïde  coupe  l'ellipse  AHB  génératrice  du 
premier,  au  point  E,  et  on  mène  la  droite  OE.  Cette  droite  et  le  demi  petit 
axe  OH  déterminent  le  triangle  EOG  :  or  il  est  évident  que  le  plan  EO,  per- 
pendiculaire au  plan  parallèle  aux  deux  axes,  coupe  le  premier  et  le  troi- 
sième ellipsoïdes  qui  sont  semblables  jet  ont  des  axes  proportionnels,  suivant 
des  ellipses  dont  les  projections  sur  le  plan  EG  ou  E'G',  sont  des  cercles  ;  d'ail- 
leurs, les  sections  parallèles  d'un  ellipsoïde  sont  semblables  et  semblablement 
placées  ;'donc  en  prenant  pour  plan  de  projection  le  plan  EG  ou  E'G',  chaque 
couple  de  sections  faites  sur  le  premier  et  troisième  ellipsoïdes,  se  projettera 
sur  le  plan  suivant  deux  cercles,  qui  se  couperont  en  deux  points  ^e  la  ligne 
d'intersection  du  premier  ellipsoïde  et  de  l'ellipsoïde  auxiliaire.  Ce  dernier 
ellipsoïde  est  par  hypothèse  semblable  au  second,  et  semblablement  placé; 
d'où  il  suit  que  les  deux  ellipsoïdes  donnés  seront  coupés  par  des  plans  pa- 
rallèles à  celui  dont  la  trace  est  EO,  suivant  des  ellipses  dont  les  projections 
sur  le  plan  EG  ou  ses  parallèles  seront  des  cercles. 
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igg.  Soit  A'R'  une  droite  quelconque  qui  est  perpendiculaire  au  côté  OG 
du  triangle  EOG,  et  qu'on  prend  pour  l'intersection  commune  des  deux  plans 
de  projection.  Supposant  que  le  premier  de  ces  plans,  qui  contient  l'ellipse 
AHB,  soit  vertical,  la  droite  OG  sera  une  verticale,  et  A'B'  la  projection  hori- 
tontale  du  premier  axe  de  révolution  AB.  La  plus  courte  distance  des  deux 
axes  étant  donnée,  on  mettra  la  même  distance  entre  les  parallèles  A'B',  CD', 
et  cette  dernière  sera  la  projectioù  horizontale  du  second  axe.  Les  sections 
des  deux  ellipsoïdes  par  des  plans  parallèles  à  OE,  et  perpendiculaires  au  plan 
vertical  de  projection,  se  projetteront  sur  le  plan  horizontal  suivant  des  cercles. 

Soit  la  parallèle  ««T  à  OE  ou  O'E',  la  trace  verticale  d'un  plan  qui  coupe  les 
deux  ellipsoïdes  suivant  deux  ellipses  (E),  (E')qui  ont  pour  axes  les  cordes 
«jS,  yJ"  des  ellipses  génératrices.  Ces  axes  se  projettent,  le  premier  en  af!  sur 
la  droite  A'B',  et  le  second  en  >'/'  sur  sa  parallèle  CD";  la  distance  de  ces  deux 
parallèles  A'B',  CD'  est  égale  à  la  plus  courte  distance  des  axes  de  révolu- 
tion des  deux  ellipsoïdes.  Les  cercles  décrits  sur  tîf!  et  7'J^'  comme  diamètres, 
sont  les  projections  horizontales  des  ellipses  (E),  (E'),  et  se  coupent  en  deux 
points  <^,  ^  qui  sont  les  projections  horizontales  de  deux  points  de  la  ligne 
d'intersection  des  deux  ellipsoïdes;  on  aurait  leurs  projections  verticales  par 
la  rencontre  de  la  droite  «uT  et  des  perpendiculaires  à  la  droite  A'B',  ou  sa 
parallèle  XY,  élevées  par  les  points  4)  et  4* 

sioo.  Les  deux  ellipses  génératrices  du  premier  ellipsoïde  donné,  et  de 
l'ellipsoïde  semblable  au  second  ellipsoïde  donné,  se  rencontrent  en  quatre 
points,  qui  sont  placés  sur  les  deux  diamètres  £e,  m',  et  les  plans  menés  par 
ces  diamètres  perpendiculairement  au  plan  avec  des  axes  AB,  CD'  des  deux 
ellipsoïdes,  contiennent  deux  ellipses  qui  sont  les  lignes  d'intersection  de  ces 
ellipsoïdes.  En  général,  deux  ellipsoïdes  qui  ont  même  centre  et  un  axe  prin* 
cipal  de  même  longueur,  se  coupent  suivant  des  courbés  planes.  On  s*est 
servi  du  diamètre  Ee  pour  déterminer  le  triangle  EOG,  dont  le  coté  EG  est 
la  trace  du  plan  sur  lequel  les  sections  des  ellipsoïdes  se  projettent  suivant 
des  cercles;  mais  le  second  demi-diamètre  eO  ou  %0  serait  l'hypothénuse  d*un 
triangle  cO^  rectangle  en  t,  dont  le  côté  O/  déterminerait  un  second  plan , 
tel  que  toutes  les  sections  des  ellipsoïdes  parallèles  au  plan  mené  par  le  dia- 
mètre H  perpendiculairement  au  plan  des  deux  axes  AB,  CD',  s'y  projette- 
raient aussi  suivant  des  cercles. 
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De  VintersecUon  de  deux  surfaces  de  révolution  qui  ont  même  axe.  Construc- 
tion des  points  où  une  ligne  quekonque  plane  ou  à  double  courbure  ren- 
contre une  surface  de  révolution  dont  on  connaît  la  section  méridienne. 

aoi.  TJd  plan  quelconque  mené  par  l'axe  commun  aux  deux  surfaces  de 
révolution,  contient  les  sectictns  méridiennes  de  ces  surfaces.  Les  points  où 
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Oa  a  déjà  yu  (art.  196)  que  deux  ellipsoïdes  de  révolution  se  péoétnûe&t 
suivant  deux  ellipses,  lorsqu'ils  avaient  même  centre,  et  lorsque  des  plana 
menés  par  ce  centre  perpendiculairement  aux  deux  axes  de  révc^ution ,  \p^ 
coupaient  suivant  des  cercles  égaux. 

On  conçoit  facilement  deux  cylindres,  Tun  droit,  qui  a  pour  base  un  cercle, 
l'autre  oblique^  qui  a  pour  base  une  section  elliptique  du  premier  cylindre; 
cette  ellipse  est  évidemment  la  ligne  d'intersection  des  deux  cylindres  (Jig.aj 
pL  19,  art  178).  D'autres  exemples,  que  nous  allons  rapporter,  se  présentent 
fréquemment  dans  les  applications  de  la  géométrie  descriptive. 


De  la  pénétration  de  deux  sphères. 


4* 


ao3.  Deux  sphères  de  rayons  quelconques  qui  se  pénètrent,  se  coupent 
suivant  un  cercle.  En  effet ,  chaque  point  de  la  courbe  d'intersection  est  le 
sommet  d'un  triangle  qui  a  pour  base  la  distance  des  centres  des  deux  sphères, 
et  pour  côtés  les  rayons  de  ces.  sphères  :  or  ce  sommet,  en  tournant  autour 
de  la  droite  des  centres,  passe  successivement  par  tous  les  points  de  Tinter- 
section  des  deux  sphères  ;  donc  cette  intersection  est  un  cercle  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  la  droite  des  centres,  et  dont  le  rayon  est  la  hauteur  du 
triangle  constant,  formé  par  la  droite  des  centres  prise  pour  base,  et  par  les 
rayons  des  deux  sphères. 

Un  plan  est  une  sphère  d'un  rayon  infini  ;  donc  une  sphère  et  un  plan  se 
coupent  toujours  suivant  un  cercle.  On  démontre  cette  proposition  directe- 
ment en  supposant  qu'on  ait  mené  par  le  centre  de  la  sphère,  et  par  une 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  centre  sur  le  plan  donné,  une  suite  de  plans 
qui  coupent  la  sphère  suivant  un  grand  cercle,  et  le  plan  donné  suivant  une 
droite  ;  en  ne  considérant  de  cette  droite  que  la  portion  qui  sert  de  corde  à 
ce  grand  cercle,  les  deux  extrémités  de  cette  corde  appartiennent  à  la  ligne 
d'intersection  de  la  sphère  et  du  plan  :  or,  dans  tous  les  plans  coupans,  les 
cordes  du  grand  cercle  de  la  sphère  situées  dans  le  plan  donné,  sont  de  même 
longueur;  donc  ces  cordes  sont  les  diamètres  du  petit  cercle  d'intersection 
de  la  sphère  et  du  plan. 

Ainsi,  lorsqu'un  plan  coupe  une  sphère,  la  section  est  un  cercle  qui  a 
pour  centre  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  delà  sphère  sur 
ce  plan.  Réciproquement,  la  droite  qui  joint  le  centre  d'une  sphère  et  le 
centre  d'un  petit  cercle  de  cette  sphère,  est  perpendiculaire  au  plan  de  ce 
petit  cercle. 

Lorsque  deux  plans  coupent  une  sphère  suivant  deux  petits  cercles,  les 
centres  de  ces  cercles  et  le  centre  de  la  sphère  déterminent  la  position  d'un 
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troisième  plan  perpendiculaire  aux  deux  premiers.  Cette  proposition  est  une 
conséquence  de  la  précédente,  puisque  les  droites  menées  par  le  centre  de  la 
sphère  et  par  les  centres  des  petits  cercles  de  la  sphère,  sont  perpendiculaires 
au  plan  de  ces  petits  cercles. 

De  la  pénétration  d'une  sphère  et  d'un  cône  oblique.  (Fîg.  s,  s\  pi.  i8.) 

ao4.  Le  sommet  du  cône  oblique  étant  donné  hors  ou  dans  l'intérieur  de 
la  sphère,  et  supposant  qu'il  a  pour  base  un  petit  cercle  de  cette  sphère,  la 
pénétration  totale  sera  composée  de  deux  cercles,  dont  Fun  est  par  hypothèse 
la  base  du  cône.  Nous  allons  d'abord  démontrer  que  par  deux  cercles  quel- 
conques d'une  sphère  on  peut  faire  passer  deux  cônes  obliques. 

Qu'on  imagine  par  le  centre  O  de  la  sphère  et  par  les  centres  E,  F  des  deux 
cercles  donnés,  un  plan  qui  coupe  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  ABCD 
(/?/.  iSj^g.  s)y  et  les  plans  des  cercles  donnés,  suivant  les  droites  AB,  CD; 
les  cordes  AB  et  CD  du  grand  cercle  ABCD  étant  les  diamètres  des  cercles 
donnés,  on  joindra  les  extrémités  de  ces  cordes  par  deux  droites  AD,  BG, 
qui  se  rencontrent  en  G,  et  par  deux  autres  droites  AC,  BD,  qui  se  croisent 
au  point  G'.  Les  points  G  et  G'  seront  les  sommets  de  deux  cônes  obliques 
menés  par  deux  cercles  qui  ont  pour  diamètres  les  droites  AB,  CD,  et  dont 
les  plans  sont  perpendiculaires  au  plan  des  trois  centres  O,  E,  F.  Pour  dé- 
montrer cette  proposition,  admettons  comme  une  propriété  connue  du  cer- 
cle, qu'une  corde  et  un  diamètre  étant  perpendiculaires  entre  eux,  la  corde 
divise  le  diamètre  en  deux  parties,  telles  que  la  moitié  de  la  corde  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  parties  du  diamètre.  Ayant  mené  la 
droite  GIK  qui  coupe  les  cordes  AB  et  CD  aux  points  I  et  K ,  et  regardant 
cette  droite  comme  la  projection  d'une  arête  du  cône  oblique  dont  le  sommet 
est  en  G,  il  s'agit  de  faire  voir  que  cette  arête  s'appuie  à  la  fpis  sur  les  deux 
cercles  qui  ont  pour  diamètres  les  cordes  AB  et  CD. 

Supposons  qu'elle  passe  par  le  point  du  cercle  du  diamètre  CD ,  qui  se 
projette  en  I  sur  le  plan  des  trois  centres  E,  O,  F;  la  demi-corde  de  ce  cercle, 
menée  par  ce  même  point  perpendiculairement  au  diamètre  BD,  est  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  parties  CI,  DI  de  ce  diamètre.  Ayant  mené 
par  le  point  I  la  droite  LIM  parallèle  à  AB,  les  deux  triangles  DIL,  MIC  sont 
semblables  ;  car  les  angles  BAD  et  DCG  ou  DCM,  qui  ont  chacun  pour  mesure 
la  demi-somme  des  arcs  BC,  CD  sont  égaux  ;  mais  l'angle  BAD  est  égal  à 
l'angle  MLD;  donc  les  deux  triangles  DIL,  MIC  ont  trois  angles  égaux. 
Leur  similitude  donne  la  proportion  DI  :  IL::IM  :  IC;  d'où  il  suit  que 
DI  X IC  =  IL  X  IM.  Ainsi  la  demi-corde  au  point  I  est  moyenne  propor- 
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tionnelle  non-senlement  entre  les  droites  DI  et  IC ,  mais  encore  entre  les 
parties  IL  et  IM  de  la  droite  LM  ;  doiïc  elle  est  aussi  la  corde  du  cercle  qui 
a  pour  diamètre  la  droite  LM ,  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  celui 
des  trois  centres  E,  O,  F;  mais  dans  un  cône  comme  dans  une  pyramide, 
toutes  les  sections  parallèles  sont  semblables;  donc  le  plan  mené  par  AB 
perpendiculairement  au  plan  des  trois  centres  £,  O,  F,  coupe  le  cône  dont 
le  sommet  est  en  G,  suivant  le  cercle  du  diamètre  AB.  On  démontrerait  de 
la  même  manière  que  la  droite,  qui  a  pour  projection  sur  le  plan  des  trois 
centres  E,  O,  F  la  droite  l'G'K',  s*appuie  sur  les  deux  cercles  des  dia- 
mètres AB  et  CD  ;  donc  par  deux  cercles  quelconques  donnés  sur  une 
sphère  ,  on  peut  mener  deux  cônes  obliques,  dont  les  sommets  sont  sur 
le  plan  qui  passe  par  le  centre  de  la  sphère  et  par  les  centres  fies  cercles 

donnés. 

!io5.  Réciproquement  étant  donnés  un  cercle  de  la  sphère,  et  un  point  au 
dehors  de  cette  s|>hère,  le  cône  oblique  qui  a  pour  base  le  cercle  et  pour 
sommet  le  point,  passe  par  un  second  cercle  de  la  sphère  dont  le  plan  serait 
perpendiculaire  à  celui  qu'on  mènerait  par  le  sommet  du  cône,  le  centre  de 
la  sphère  et  le  centre  du  cercle  donné.  Ce  plan  coupe  le  cône  suivant  deux 
arêtes,  et  l'angle  compris  entre  ces  deux  arêtes  est  ce  qu'on  nomme  la  section 
principale  du  cône  oblique.  Cette  section  jouit  de  la  propriété  que  l'une  des 
deux  arêtes  qui  la  forment,  Êiit  avec  les  plans  des  deux  sections  circulaires  du 
cône,  des  angles  qui  en  général  diffèrent  entre  eux,  et  qui,  dans  tous  les  cas, 
sont  égaux  aux  angles  inverses  de  l'autre  arête  de  la  section  principale 
avec  les  deux  mêmes  plans.  Dans  la  ^g.  s,  l'arête  A6  fait  avec  les  plans  des 
cercles  AB,  CD,  des  angles  égaux  à  ceux  que  l'arête  BG  fait  avec  les  mêmes 
plans  CD,  AB  ;  ainsi  étant  donné  un  cône  oblique  du  second  degré,  on  voit 
d'après  ce  qui  précède  qu'il  peut  être  engendré  par  un  cercle  de  deux  ma- 
nières différentes,  et  qu'il  n'y  aaucun  point  par  lequel  on  ne  puisse  mener  deux 
cercles  situés  dans  des  plans  perpendiculaires  au  plan  de  la  section  prin- 
cipale  du  cône,  et  inversement  inclinés  par  rapport  à  chaque  droite  ou  arête 
de  cette  section. 

qloG.  Les  plans  de  deux  cercles  d'une  sphère  étant  parallèles,  le  cône  qui 
passe  par  ces  deux  cercles,  d'oblique  qu'il  eût  été  avant  le  parallélisme,  de- 
vient un  cône  droit.  Lorsque  les  deux  cercles  sont  de  même  rayon  et  dans 
des  plans  parallèles,  le  cône  droit  se  transforme  en  un  cylindre  droit.  Une 
sphère  étant  traversée  par  un  cylindre  à  base  quelconque,  la  courbe  de  pé- 
nétration est  composée  de  deux  branches  égales  et  symétriquement  placées 
par  rapport  au  plan  mené  par  le  centre  de  la  sphère  perpendiculairement 
SLUiL    arêtes  du  cylindre;    car  il  est  évident  que  ce  plan  divise  en   deux 

î6 
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parties  égales  toutes  les  cordes  de  la  sphère  dirigées  suivant  les  arêtes  du 
cylindre. 

207.  La  proposition  qui  vient  d'être  démontrée  (art.  ao4)  est  une  consé- 
quence d'une  autre  plus  générale.  En  effet ,  l'intersection  de  deux  sur&ces 
quelconques  du  second  degré  qui  se  pénètrent ,  est  en  général  composée  de 
deux  branches  ;  en  supposant  que  l'une  de  ces  branches  soit  une  courbe 
plane ,  l'autre  branche  est  encore  nécessairement  plane.  On  démontre  cette 
proposition  par  l'analyse,  et  on  en  verra  des  applications  dans  la  théorie  des 
ombres  (liv.  II,  chap.  II)- 

L'intersection  d'une  surface  quelconque  du  second  degré  par  un  plan^ 
est  une  courbe  du  second  degré  qui  jouit  de  la  propriété  de  nQ  pouvoir 
être  coupée  par  une  droite  qu'en  deux  points.  En  admettant  cette  pro- 
priété, on  voit  que  tout  plan  qui  coupera  une  surface  du  second  degré  sui- 
vant une  droite,  passera  par  une  autre  droite  de  cette  surface,  de  sorte 
que  le  système  de  ces  deux  droites  sera  la  section  totale  de  la  surface  par 
le  plan:  C'est  par  cette  raison  que  l'hyperboloïde  à  une  nappe  et  le  parabo- 
loîde  hyperbolique  peuvent  être  engendrés  par  une  droite  de  deux  manières 
difiérentes.  Le  plan  qui  passe  par  une  droite  du  premier  système  de  géné- 
ration contient  nécessairement  une  seconde  droite  appartenant  au  second 
système  (art.  i36-  i43). 

208.  n  peut  arriver  que  le  cône  oblique  qui  coupe  une  sphère,  ait  pour 
sommet  un  point  de  cette  sphère  ;  alors  l'un  des  cercles  d'intersection  de  ces 
deux  surfaces  est  réduit  au  point  qui  est  le  sommet  du  cône.  Supposons  que 
la  droite  AB  {pi.  18,^/%^.  ^)  et  le  point  O  restant  les  mêmes,  la  droite  DC 
diminue  de  grandeur  en  restant  parallèle  à  elle-même ,  elle  se  réduira  au 
point  H  qu'on  prend  pour  sommet  du  cône,  et  qui  appartient  à  la  circon- 
férence ABCD  :  or  dans  cette  hypothèse,  les  droites  OH,  OF  se  confondront; 
donc  tout  plan  perpendiculaire  au  rayon  de  la  sphère  mené  par  le  sommet 
du  cône,  coupera  ce  cône  suivant  un  cercle;  ce  qui  peut  encore  être  démontré 
de  la  manière  suivante. 

Soit  ACB  (/»/.  I  S^^g.  s'  )  la  section  principale  du  cône  oblique,  qui  a  soià 
sommet  au  point  C  de  la  surface  de  la  sphère,  et  pour  base  le  petit  cercle 
du  diamètre  AB  ;  le  plan  PQ  perpendiculaire  au  rayon  OC  de  la  surface  de 
la  sphère,  coupe  le  cône  suivant  un  cercle  du  diamètre  RS,  car  les  angles 
des  arêtes  AC,  BC  avec  le  plan  AB,  sont  évidenmient  égaux  aux  angles  de 
ces  mêmes  arêtes  BQ  AC  avec  le  plan  PQ  ou  RS  ;  donc  (art  20S)  AB  et  RS 
sont  les  traces  des  plans  perpendiculaires  à  la  section  principale  du  cône^ 
qui  coupent  ce  cône  suivant  des  cercles.  C'est  sur  cette  propriété  du  cône 
qu'est  fondée  la  construction  des  cartes  géographiques»  dites  stéréogrûpbi'^ 
quesy  que  nous  expliquerons  liv.  XI,  chap,  UT,  de  la  perspective. 


s 
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§  m.  DU  CHOIX  DES  PLANS  DE  PROJECTION  ;  DEFINITION  BT  USAGE  DE  DIVERS  MODES 

DE  PROJECTIONS,  {PL  aa.) 

209.  On  a  déjà  reconnu  Tiniportance  du  choix  des  plans  de  projection 
pour  la  solution  des  problèmes  relatifs  aux  intersections  de  surfaces  par  des 
plans,  ou  par  d'autres  surfaces.  Vnne  des  deux  projections  qui  sont  néces- 
saires pour  déterminer  la  ligne  d'intersection  d'une  surface  par  un  plan,  se 
réduit  à  une  ligne  droite,  lorsque  le  plan  de  projection  est  perpendiculaire 
au  plan  coupant.  Dans  le  cas  où  une  surface  de  révolution  est  coupée  par 
un  plan  ou  par  une  autre  surface,  on  choisit  pour  l'un  des  plans  de  projec- 
tion un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  révolution  ;  alors  tous  les  cercles  de 
la  surface  s'y  projettent  suivant  d'autres  cercles.  Lorsque  les  axes  de  deux 
surfaces  de  révolution  se  rencontrent,  on  prend  le  plan  de  ces  axes  pour  le 
plan  vertical  par  exemple,  et  le  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  axes  pour  plan 
horizontal.  Si  l'on  propose  de  trouver  l'intersection  de  deux  cônes  (art.  1 79), 
il  y  a  quelque  avantage  à  mettre  les  sommets  de  ces  cônes  sur  l'un  des  plans 
de  projection.  Lorsque  deux  cylindres  se  pénètrent,  on  simplifie  les  opéra- 
tions qui  donnent  leur  lig^e  dMntersection,  en  rapportant  cette  ligne  à  deux 
plans,  le  premier  parallèle  aux  droites  génératrices  des  cylindres,  et  le  se- 
cond perpendiculaire  à  Tune  de  ces  génératrices;  lay^.  i,/?/.  a  a,  offre  un 
exeniple  de  ce  choix  de  plans  de  projection.  Deux  cylindres  droits  hori- 
zontaux se  coupent  à  angle  droit  ;  leurs  axes  se  rencontrent^  et  la  projection 
de  leur  ligne  d'intersection  se  compose  de  deux  branches  d'une  hyperbole. 

Intersection  de  deux  cylindres  droits  horizontaux. 

a  10.  Soient  ECF,  IGK  {^g.  i,  pL  aa)  les  axes  horizontaux  de  deux  cylin- 
dres droits  qui  se  pénètrent  ;  le  plan  de  ces  axes  qu'on  prend  pour  plan  hori- 
zontal de  projection,  coupe  les  deux  c}'lindres,  l'un  suivant  les  parallèles  AB, 
CI>,  l'autre  suivant  les  parallèles  AC,  BD,  qui  forment  avec  les  premiers  le 
parallélogramme  rectangle  ABCD.  Le  plan  vertical  XY  de  projection  est  per- 
pendiculaire à  la  génératrice  AG  ou  BD  du  petit  cylindre,  et  coupe  ce  cylin- 
dre suivant  le  cercle  efg,  projection  verticale  de  toutes  les  lignes  de  cette' 
surface.  Un  autre  plan  vertical  BD  coupe  le  grand  cylindre  suivant  un  cercle 
du  rayon  DF,  qu'on  transporte  sur  le  plan  vertical  XY,  en  décrivant  du  point 
H',  avec  le  rayon  Hy==  DF,  le  cercley5î«.  On  va  voir  le  motif  de  cette  trans- 
position. 

Un  plan  horizontal  quelconque,  ^m  coupe  les  deux  cylindres  suivant  des 
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droites  horizontales  qui  se  rencontrent  en  des  points  de  leur  ligne  dlnter- 
section.  Les  droites  du  petit  cylindre  se  projetant  sur  le  plan  horizontal  sui- 
vant les  parallèles  <p<p\  NN',  les  projections  des  droites  du  grand  cylindre 
couperaient  ces  parallèles  en  quatre  points  M,  M',  /x',  /x"  de  la  projection 
horizontale  de  l'intersection  des  cylindres.  La  construction  graphique  de  ces 
points  s'obtient  plus  simplement,  et  avec  des  lignes  moins  longues,  en  faisant 
usage  du  cercle  transposé  en  /ht».  Ayant  élevé  la  verticale j$^',  on  prolonge 
l'horizontale  [jun  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  verticale  J^'  en  nï,  et  avec 
le  cercle  du  rayon  H/ en  n.  La  partie  nin  de  l'horizontale  se  porte  en 
NM,  (pfx\  N'M',  (p'/jl;  ce  qui  détermine  les  quatre  points  M,  M',  /x',  /x".  On 
concevra  la  raison  de  cette  construction,  en  regardant  la  droite  NM  comme 
la  projection  d'un  triangle  mixtiligne  égal  k/m'n^  et  comme  la  trace  horizon- 
tale d'un  plan  vertical  qui  coupe  le  petit  cylindre  suivant  une  droite  égale 
en  longueur  au  côté  m'n  du  triangle,  et  le  grand  cylindre  suivant  un  arc  égal 
à  Yarc/h^  autre  côté  du  même  triangle. 

211.  On  déterminerait  la  tangente  au  point  (M,  m)  de  l'intersection  des 
deux  cylindres,  comme  dans  le  cas  général  (art.  173);  mais  cette  méthode  des 
tangentes  eàt  en  défaut  pour  les  points  A,  B,  C,  D  de  l'intersection,  puisque 
les  plans  tangens  pour  l'un  quelconque  de  ces  ppints ,  C  par  exemple ,  sont 
verticaux,  et  se  coupent  suivant  une  verticale;  ce  qui  réduit  la  tangente  au 
point  G  projection  de  cette  verticale.  Il  faut  pour  ce  point  avoir  recours  au 
plan  des  deux  normales  (art.  i65).  Les  normales  en  G  dh  petit  et  du  grand 
cylindre  coupent  le  plan  horizontal,  l'une  en  L,  l'autre  en  E  j  tirant  la  droite 
EL  trace  horizontale  du  plan  des  deux  normales,  la  perpendiculaire  CP  à  EL 
est  la  tangente  au  point  C.  Les  courbes  GKD,  AIB  sont  les  deux  branches 
d'une  hyperbole  (*)  qui  a  pour  axe  réel  la  droite  IK  ;  elles  correspondent  à  la 
courbe  d'entrée  dans  le  grand  cylindre,  et  à  la  courbe  de  sortie  ;  Fintersection 
totale  se  projette  sur  le  plan  vertical  XY  suivant  le  cercle  e^. 


(*)  On  démontre  cette  proposition  par  Tanalyse,  en  prenant  pour^axes  de  coordonnées  les 
droites  rectangulaires  £F,  IK,  qui  se  coupent  au  point  G  origine  des  coordonnées.  L'équation 
du  petit  cylindre  est  x^  +  z*  =r»;  celle  du  grand  :  jr*  +  a*  =  R».  Éliminant  «»,  on  a  pour 
réquation  de  la  projection  sur  le  plan  des  xjr  : 

^'— x«  =  R*  — ^, 

équation  de  Thyperbole  équilatère. 
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Intersection  d'un  cylindre  et  d'uhe  sphère. 

siia.  La  /ig.  ^^  pi.  aa,  représente  l'intersection  d'un  cylindre  et  d'une 
sphère.  Le  plan  horizontal  de  projection  passe  par  le  centre  de  la  sphère  et 
par  l'axe  d'un  cylindre  droit  à  base  circulaire;  le  plan  vertical  est  perpendi- 
culaire à  cet  axe  :  la  projection  verticale  de  la  courbe  d'intersection  est  un 
cercle,  et  la  projection  horizontale  une  parabole. 

Le  plan  horizontal  de  projection  contient  le  centre  O  de  la  sphère,  le  grand 
cercle  de  cette  sphère  du  rayon  OD,  Taxe  GG'  du  cylindre  et  les  deux  arêtes 
AC,  BD  du  cylindre  droit,  qui  a  pour  base  le  cercle  efg.  Le  plan  vertical  OD 
coupe  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  qu'on  transporte  sur  le  plan  du  petit 
cercle  efg  par  un  motif  semblable  à  celui  qu'on  a  exptosé  dans  l'exemple  pré- 
cédent. On  porte  le  rayon  OD  de/en  H',  et  du  point  H'  comme  centre,  on 
décrit  le  grand  cercle  de  la  sphère,  transposé  tnfiik  sur  le  plan  vertical  XY. 
Un  plan  horizontal  quelconque  m/x  coupe  le  cylindre  suivant  des  droites  qui 
se  projettent  sur  le  plan  horizontal  en  NN'  et  <))<))';  l'horizontale  m^f.  coupe  la 
verticale  jfT^'  au  point  w',  le  cerise  fnk  au  point  n.  Portant  la  distance  mn  de 
la  verticale^'  au  cercle  fni,  de  D  en  «T  sur  le  rayon  OD,  et  décrivant  du 
point  O  comme  centre  avec  le  rayon  O/  une  circonférence  qui  coupe  les 
droites  NN',  <()<f  '  aux  points  M,  M',,  /x',  ^",  ces  quatre  points  appartiennent  à 
la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère  et  du  cy- 
lindre. Cette  projection  se  compose  de  deux  branches  CMD ,  AM'B ,  qui  ap- 
partiennent à  une  parabole  (*)  dont  le  sommet  est  eif  S,  sur  la  perpendiculaire 
OG  qu'on  abaisse  du  point  O  centre  de  la  sphère,  sur  l'axe  GG'  du  cylindre. 
121 3.  La  tangente  CP  en  C^se  détermine  comme  dans  l'exemple  p  recèdent, 
par  la  condition  d'être  perpendiculaire  à  la  tracé  horizontale  OL  du  plan  des 
deux  droites  CL,  CO,^  l'une  normale  au  cylindre,  et  l'autre  normale  à  la  sphère  ; 
elle  rencontre  la  droite  OG  au  point  P,  en  sorte  que  la  sous- tangente  est  C'P. 
Divisant  C'P  en  deux  parties  égales  au  point  S,  ce  point  est  le  sommet  de  la 
parabole.  (  Voyez  la  note  ci-dessous.)  , 


(^  On  démontre  cette  proposition  par  l'analyse,  en  prenant  le  centre  O  de  la  sphère  pour 
Forigine  des  coordonnées,  la  perpendiculaire  OS  sur  Taxe  GL  du  cylindre,  pour  l'axe  des  x,  et 
la  parallèle  a  la  droite  GL  pour  l'axe  des  y.  L'équation  delaspbère  est  :  xa  -^  ^  -f.  2«  =;Ri.  Ap- 
pelant a  la  distance  OG>  Téquation  du  cylindre  est  (x  —  a)  a  -|-  z*  =  /^  ;  R  et  r  sont  les  rayons 
de  la  sphère  et  de  la  base  du  cylindre.  Éliminant  2*^  on  a  pour  Téquation  de  la  projection  de 
If  intersection  du  cylindre  et  de  la  sphère  sur  le  plan  des  xy  : 

y*  +  ^ax  —  aa  =  R»  —  n. 

Cette  équation  appartient  à  une  parabole  dont  le  sommet  S  est  à  une  distance  OS  du  centre  0| 

^gale  à — . 
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Des  projections  obliques. 

214.  Un  mode  de  projection,  quel  qu'il  soit,  a  pour  objet  de  déterminer  la 
position  respective  des  points  situés  dans  l'espace.  La  définition  d'un  mode 
de  projection  est  complète,  lorsqu'on  donne  la  surface  sur  laquelle  on  pro- 
jette, et  la  loi  d'après  laquelle  on  mène  par  chaque  point  de  l'espace  la 
droite  qui  projette  ce  point. 

Le  mode  de  projection  le  plus  simple,  et  le  seul  dont  nous  ayons  fait  usage 
jusqu'à  présent,  se  nomme  projection  orthogonale.  11  consiste  à  projeter  les 
points  de  l'espace  sur^un  plan,  par  des  droites  perpendiculaires  à  ce  plan. 
Lorsque  les  lignes  de  projection  sont  constamment  parallèles  à  une  droite 
donnée,  et  obliques  par  rapport  au  plan  de  projection,  ce  mode  de  projec- 
tion  se  nomme  projection  oblique.  "Là projection  perspective  désigne  le  mode 
pour  lequel  les  lignes  de  projection  concourent  vers  un  point  fixe  et  déterminé. 

21 5.  Ces  trois  projections,  orthogonale ,  oblique,  perspective,  se  font  sur 
des  surfaces  planes.  La  proposition  suivante  s'applique  aux  trois  mpdes  de 
projection. 

«  Lorsque  deuxjdroîtes  se  coupent  dans  l'espace  et  comprennent  entre  elles 
»  un  angle,  le  sommet  de  cet  angle  a  pour  projection  sur  un  plan  le  point 
»  d'intersection  des  projections  des  deux  droites  sur  le  même  plan.  » 

La  proposition  est  vraje  pour  deux  lignes  quelconques,  planes  ou  à  double 
courbure,  qui  se  coupent  ou  se  touchent.  Si  elles  se  touchent,  la  projection 
de  leur  point  de  contact  est  le  point  de  contact  des  lignes  qui  en  sont  les 
projection^. 

Cette  seconde  i^vo^os\\\ony  Des  droites  parallèles  ont  pour  projections  des 
droites  parallèles^  est  applicable  aux  deux  modes  de  projections  orthogonale 
et  oblique,  pour  lesquels  les  lignes  de  projection  sont  parallèles;  elle  n'a  pas 
lieu  pour  la  projection  perspective. 

On  a  fait  voir  (art.  7)  que  dans  la  projection  orthogonale,  les  deux  projec- 
tions d'un  point  sont  placées  sur  une  droite  perpendiculaire  à  l'intersection 
commune  des  deux  plans  de  projection,  en  supposant  que  ces  deux  plans  se 
confondent  en  un  seul,  après  avoir  tourné  autour  de  la  droite  suivant  laquelle 
ils  se  coupent.  Cette  proposition  n'est  pas  applicable  aux  projections  oblique 
et  perspective.  La  suivante  (art.  21)  n'est  encore  vraie  que  pour  la  projection 
orthogonale  :  «  Lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan  P,  la  projec- 
»  tion  de  la  droite  sur  un  plan  quelconque  P',  est  perpendicijlatre  à  la  droite 
»  intersection  des  deux  plans  P  et  P'.  »  Les  deux  modes  de  projection  oblique 
eX, perspective  ont  pour  bases  les  deux  propositions  suivantes  : 


I' 
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I.  «  Toutes  les  lignes  tracées  sur  un  cylindre  étant  projetées  sur  un  plan  ou 
»  toute  autre  sur&ce,  par  des  droites  parallèles  aux  arêtes  du  cylindre ,  la 
0  ligne  d'intersection  du  cylindre  et  de  la  surface  de  projection,  ainsi  que 
»  toutes  les  lignes  du  cylindre  projetées  sur  cette  surface,  coïncident  en  tota- 
le lité  ou  en  partie.  » 

II.  «  Toutes  les  lignes  tracées  sur  un  cône  étant  projetées  sur  un  plan  ou 
»  toute  autre  sur&ce,  par  des  lignes  concourantes  vers  le  sommet  du  cône ,  la. 
»  ligne  d'intersection  du  cône  et  de  la  surface  de  projection,  ainsi  que  toutes 
»  les  lignes  du  cône  projetées,  coïncident  en  totalité  ou  en  partie.  » 

L'emploi  des  projections,  oblique  et  perspective,  conduit  dans  quelques 
cas  particuliers  à  des  solutions  plus  élégantes  que  celles  qu'on  obtiendrait  par 
la  méthode  des  projections  orthogonales  ;  en  voici  quelques  exemples  (*). 

De  la  projection  oblique  appliquée  à  la  recherche  de  r  intersection  de  deux 

surfaces^  dont  tune  est  un  cylindre.  (  PI.  aa,.  fig.  3.) 

a  16.  Lorsqu'un  cylindre  et  une  autre  surface  quelconque  définie  se  pénè* 
trente  on  trouve  leur  ligne  d'intersection  en  coupant  les  deux  surÊices  par 
une  suite  de  plans  parallèles,  et  les  points  où  les  sections  contenues  dans  un 
même  plan  se  rencontrent,  appartiennent  à  la  ligne  suivant  laquelle  les  deux 
sur&ices  se  pénètrent.  En  projetant  les  sections  sur  un  plan  fixe,  par  des 
droites  parallèles  à  la  génératrice  du  cylindre,  la  projection  de  la  section  du 
cylindre  sera  constante  ;  celle  de  la  sectic»  de  la  sur£sice  qui  pénètre  le  cy- 
lindre sera  variable  pour  chaque  plan  coupant  ;  mais  les  parallèles  aux  arêtes 
du  çyUndre,  menées  par  les  points  où  ces  projections  se  couperont^  contien- 
dront les  points  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  sur&ces;  et  comme  ces 
points  se  trouveront  aussi  sur  le  plan  coupant,  ils  seront  déterminés.  Suppo- 
sons qu'un  cylindre  dont  la  génératrice  est  horizontale,  soit  pénétré  par  un 
autxe  cylindre  incliné  ;  nous  allons  construire  leur  ligne  d'intersection,  et  la 
section  du  second  cylindre  par  un  plan  perpendiculaire  à  sa  génératrice. 

EapHcation  de  la/îg.  3,  pL  aa. 

217.  Soit  CD  l'axe  horizontal  d'un  cylindre  à  base  circulaire;  AB  la  trace 
horizontale  d'un  plan  vertical  qui  coupe  ce  cylindre  suivant  un  cercle  du 


(*)  Cette  idée  a  été  développée  dans  un  ouvrage  nouvellement  publié  sous  le  titre  de  Géomé^ 
trie  perspective;  Tautenr  de  cet  ouvrage  est  M.  Cousinery,  élève  de  FËcele  polytechnique,  ingé- 
nieur au  corps  royal  dies  ponts  et  chaussées.  In-4*  de  93  pages  et  7  planches.  Paris,  iSiS. 
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rayon  AC  ou  BC.  Le  cylindre  horizontal  est  pénétré  par  un  cylindre  oblique 
dont  la  base  circulaire/'g^A'  est  dans  un  plan  vertical/%;le  diamètrey/t'  de 
cette  base  est  distant  du  plan  horizontal  de  projection  de  la  hauteur  verti- 
cale j^'  ou  hh.  Les  projections  horizontales  et  orthogonales  des  arêtes  du 
cylindre  oblique,  qui  passent  par  les  points/',  A',  sont  les  droites/F,  AH.  Ces 
arêtes  sont  dans  un  plan  incliné  qui  coupe  le  plan  horizontal  de  projection 
suivant  la  droite  FH.  Un  plan  vertical/*FF'  tourne  autour  de  sa  trace  hori- 
zontale/F'  comme  charnière,  pour  s'abattre  sur  le  plan  horizontal;  c'est  à  ce 
premier  plan  qu'on  rapporte  les  points  de  l'espace  par  des  lignes  obliques. 
On  prend  pour  lignes  de  projection  des  horizontales  parallèles  à  la  généra- 
trice du  grand  cylindre  horizontal;  toutes  les  lignes  de  ce  grand  cylindre  se 
projettent  suivant  la  courbé  FLF',  qui  résulte  de  son  intersection  par  le  plan 
vertical  de  projection/*FF.  La  hdi^efgK  de  ce  cylindre  se  projette  sur  le  même 
plan/FF',  suivant  la  droite^'  perpendiculaire  à/F';  en  sorte  que  le  diamètre 
horizontal /'A'  a  pour  projection  oblique  le  point/*  de  la  droîtey^',  qu'on  dé- 
termine en  faisant^''=:^'. 

L'hypothénuse  Yf  du  triangle  rectangle  fjf"  est  la  projection  oblique  du 
parallélogramme  qui  a  pour  côtés  opposés  les  horizontales  FH,  f^h.  Portant 
e'g  enf'gf  et  menant  la  parallèle  g^k  à/^E,  la  projection  oblique  de  l'inter- 
section du  demi-cylindre  à  hase/'gk',  est  la  portion  ¥i  de  la  courbe  FLF';  cette 
intersection  a  de  plus  pour  projection  horizontale  orthogonale,  la  courbe  FKH 
que  nous  allons  construire.  Les  points  F  et  H  de  cette  courbe  sont  détermi- 
nés sui*  l'horizontale  AA',  par  la  rencontre  de  cette  horizontale  et  des  droites 
/F,  hU.  Pour  avoir  im  point  intermédiaire  M  sur  la  droite  MN  parallèle  à 
Ff,  on  considère  celte  droite  MN  comme  la  trace  horizontale  d'un  plan  ver- 
tical, qui  coupe  suivant  Nm  le  plan  du  cercle/'gh\  Portant  la  verticale  N/?2 
sury^'  de/en  m\  et  menant  la  parallèle  m'm"  à  Ff^  qui  rencontre  la  courbe 
FX-  en  m",  on  abaissera  de  ce  point  /»"  la  verticale  m"ft,  et  par  le  point  /x  de  la 
droite  E/  oti  mènera  la  parallèle  /uM  à  FH,  qui  coupera  la  droite  NM  au 
point  M.  Un  autre  plan  coupant  M'N',  parallèle  au  plan  vertical  MN,  donne- 
rait un  autre  point  M'  de  la  courbe  FMM'H. 

ai 8.  La  projection  oblique  de  la  section  droite  ou  arc  droit  du  petit  cylin- 
dre à  hsLse/'gh'y  est  sur  le  plan  de  projection /FF',  une  courbe  pqr  qu'il  s'agit 
de  construire.  Le  plan  de  cette  section  droite  a  pour  trace  sur  le  plan  hori- 
zontal de  projection,  la  droite  PQ  perpendiculaire  aux  parallèles  F/J  H^,  M'N'. 
Un  plan  vertical  quelconque  M'N'  coupe  le  cylindre  et  le  plan  de  l'arc  droit 
suivant  deux  droites  qui  sont  perpendiculaires  entre  elles  dans  l'espace,  et 
dont  les  projections  obliques  sur  le  plan  vertical/F'  se  coupent  aussi  à  angle 
droit  :  or  la  projection  oblique  de  la  droite  du  cylindre  sur  le  plan  vertical 
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/F'  est  niwHi  celle  du  point  R  est  R';  donc  si  du  point  R'  on  abaisse  la  perpen- 
diculaire RV  sur  niirty  le  pied  r'  de  cette  perpendiculaire  appartient  à  la  pro- 
jection oblique  qi'p  de  Tare  droit. 

La  projection  oblique  du  point  Q  est  Q';  les  projections  obliques  des  deux 
arêtes  du  cylindre  contenues  dans  les  plans  verticaux /T,  AH  se  confondent 
en  une  seule  droite /'F;  d'où  il  suit  que  les  perpendiculaires  Q'y,  I^  abais- 
sées des  points  Q'  et  P  sur  F/"',  déterminent  les  points  /?,  q  de  la  courbe  ;?r'^. 

C'est  au  moyen  de  l'arc  droit  du  petit  cylindre  oblique,  qu'on  obtiendrait 
le  développement  de  ce  cylindre,  et  qu'on  y  rapporterait  les  lignes  détermi- 
nées par  les  deux  projections,  l'une  verticale  oblique,  et  l'autre  horizontale 
orthogonale.  L'épure  relative  à  la  voûte  qu'on  nomme  descente  biaise  rachetant 
un  berceau^  et  que  nous  avons  expliquée  dans  notre  Cours  de  Stéréotomie  à 
l'École  polytechnique,  se  construit  de  deux  manières;  l'une  par  la  projection 
orthogonale,  et  l'autre  par  la  projection  oblique.  L'intérieur  de  cette  voûte  est 
formé  de  deux  cylindres  à  bases  circulaires,  et  on  trouve  toutes  les  lignes  né- 
cessaires pour  le  tracé  de  la  voûte,  par  la  médiode  que  nous  venons  d'exposer. 

De  la  projection  perspectti^e.  —  Exemple  fig.  t\y  pi.  aa. 

a  19.  Un  cône  et  une  surface  de  révolution  se  pénètrent;  on  propose  de 
construire  leur  ligne  d'intersection  ? 

Les  deux  surfaces  étant  coupées  par  une  suite  de  plans  perpendiculaires 
à  Taxe  de  révolution,  on  considère  la  section  du  cône  Êiite  par  un  plan  quel- 
conque de  cette  série  comme  la  base  du  cône,  et  on  projette  sur  ce  plan  les 
sections  circulaires  de  la  surface  derévolution,  par  des  lignes  concourantes  vers 
le  sommet  du  cône.  Les  projections  des  sections  circulaires  sont  évidemment 
d'autres  cercles  parmi  lesquels  on  distingue  ceux  qui  rencontrent  la  base 
du  cQjie.  Par  le  point  où  l'un  de  ces  cercles  coupe  la  base  du  cône,  on  mène 
une  arête  du  cône,  qui  rencontre  la  section  circulaire  de  la  surface  de  ré- 
volution dont  ce  cercle  est  la  projection  perq)ective,  et  le  point  de  rencontre 
appartient  à  l'intersection  de  cette  surface  et  du  cône. 

Explication  de  la/ig.  ^^pL  aa. 

aao.  Le  plan  horizontal  de  projection,  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  sur- 
fece  de  révolution,  coupe  le  cône  suivant  la  ligne  BCD.  Prenant  la  droite  XY 
pour  l'intersection  des  deux  plans  de  projection  horizontal  et  vertical,  le 
sonimet  du  cône  est  donné  pour  ses  deux  projections  orthogonales  A  et  a. 
On  mène  par  l'axe  de  révolution  (F,^')  un  plan  méridien  parallèle  au  plan 
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LIVRE  II 


▲PPLICATlOlfS  DB  LA   diOM^TBIE   DESCBIPTiyE. 


Ce  lirre  comprend  trois  chapitres  dans  lesquels  on  expose,  x*  l'asage  des  lienx  géométriqiifes, 
pour  résoudre  diverses  questions  relatives  aux  propriétés  de  l'étendue  ;  a°  la  théorie  des  on^ 
bres  ;  3*  la  perspective  linéaire  :  il  est  terminé  par  un  Appendice  sar  un  art  qu'on  nomme  Sté* 
réoiomie,  et  qui  a  pour  objet  de  transformer  un  solide  donné,  en  un  autre  solide  terminé  par 
des  sorfaces  planes  ou  courbesy  dont  on  connut  la  génération  et  les  positions  respectives. 


CHAPITRE  PREMIER. 

I?es  lieux  géométriques  et  de  leur  usage  pour  résoudre  diverses  questions. 

I .  La  Géométrie  élémentaire  offre  plusieurs  exemples  de  lieux  géométrie 
ques.  Lorsqu'on  demande  un  point  situé  à  des  distances  connues  de  deux 
droites  données  sur  un  plan,  on  trouve  ce  point  par  Fintersection  de  deux 
droites,  dont  chacune  est  un  Ueu  géométrique  du  point  demandé.  La  parallèle 
à  une  droite  donnée ,  menée  à  la  distance  de  cette  droite  au  point  inconnu, 
contient  évidemment  ce  point,  et  par  cette  raison  en  est  le  lieu;  une  autre 
parallèle  à  la  seconde  droite  donnée,  est  encore  le  lieu  déterminé  du  point 
demandé;  d'où  il  suit  que  ce  point  est  à  l'intersection  des  deux  paral- 
lèles. Connaissant  les  distances  d'un  point  à  deux  points  fiaes  et  donnés,  ce 
point  a  pour  lieux  géométriques  deux  circonférences,  décrites  des  points  fixes 
comme  centres,  avec  des  rayons  égaux  aux  distances  données.  Ces  circonfé- 
rences se  coupent  en  deux  points,  dont  chacun  satisfait  à  la  condition  ^étre 
aux  distances  connues  des  points  donnés.  Dans  un  triangle  dont  un  côté  et 
l'angle  opposé  à  ce  côté  sont  constans,  le  sommet  de  cet  angle  peut  prendre 
diverses  positions,  et  le  lieu  géométrique  de  ce  sommet  est  un  arc  de  cerde, 
qu'on  nomme  Varc  capable  de  Tangle  opposé  au  côté  donné  du  triangle. 


** 
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l'Infin  la  solution  de  cette  question  si  intéressante  pour  les  commençans, 
Jaire passer  un  cercle  par  trois  points  ^  est  fondée  sur  cette  considération,  que 
le  centre  du  cercle  demandé  est  l'intersection  de  trois  perpendiculaires,  éle- 
vées sur  les  milieux  des  trois  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  trois 
points  donnés.  Giacune  de  ces  perpendiculaires  est  un  lieu  géométrique  du 
centre. 

En  général,  ovk  zy^^A^  lieux  géométriques  d'un  point,  les  lignes  ou  les  sur- 
faces qui  contiennent  ce  point,  et  lieux  géométriques  d'une  ligne,  les  surfaces 
assujéties  à  la  condition  de  passer  par  cette  ligne.  Lorsque  les  Ueux  géomé- 
triques d'un  point  sont  des  lignes,  deux  de  ces  lignes  déterminent  le  point; 
lorsque  le  point  a  pour  lieux  géométriques  des  surfaces,  trois  «de  ces  surfaces 
sont  nécessaires  pour  le  déterminer.  Les  exemples  suivans  feront  voir  de 
quelle  manière  on  doit  procéder  pour  résoudre  les  problèmes  de  géométrie 
à  trois  dimensions,  par  la  considération  des  lieux  géométriques. 

PROBLÈME  P'.  (jP/.  a3.) 

Construire  le  point  dont  on  connaît  les  distances  à  trois  points  donnés  ? 

(PI.  a3,  fig.  I.) 

a.  Solution..  Tous  les  points  également  distans  d'un  point  donné,  appar- 
tiennent à  la  surface  d'une  sphère  qui  a  ce  point  pour  centre.  Considérant  les 
trois  points  donnés  comme  les  centres  de  trois  sphères  qui  ont  pour  rayons 
les  distances  connues  de  ces  trois  points  au  point  inconnu,  chaque  sphère 
sera  le  lieu  géométrique  de  ce  dernier  point.  Deux  sphères  se  coupent  (art.  2o3, 
livre  I***)  suivant  un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint 
les  deux  centres;  d'où  il  suit  que  les  trois  sphères  se  couperont  deux  à  deux 
suivant  trois  cercles.  Les  plans  de  ces  trois  cercles  passant  par  une  droite  per- 
pendiculaire au  plan  des  centres  des  trois  sphères,  cette  droite  coupe  chacun 
des  trois  cercles  aux  deu^p^némes  points^  qui  satisfont  l'un  et  l'autre  à  la  con- 
dition d'être  à  des  distances  connues  des  trois  points  donnés. 

Explication  de  la  fig.  i,  pL  aS. 

3.  Soient  A,  B,  C  les  trois  points  donnés;  D^  D',  D""  les  distances  connues 
d'un  quatrième  point  aux  trois  premiers  ;  on  prend  pour  plan  horizontal  de 
projection  le  plan  des  trois  points  donnés,  et  pour  plan  vertical  un  plan  XY 
perpendiculaire  à  la  droite  BC,  qui  joint  deux  des  points  donnés  fi  et  C.  Des 
points  A,  B,  C  comme  centres^  avec  des  rayons  égaux  aux  distances  connues 
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D,  D',  D",  on  décrit  trois  cercles  qui  se  coupent  deux  à  deux  suivant  les  trois 
cordes  £F,  GH,  IK,  lesquelles  se  coupent  au  roême  point  M.  Ces  cordes  sont 
aussi  les  traces  horizontales  des  plans  verticaux  qui  contiennent  les  cercles 
d'intersection  des  sphères  ;  d'où  il  suit  que  ces  plans  se  coupent  suivant  la 
droite  verticale  (M,  mm!)  :  or  cette  droite  coupe  en  deux  points  le  cercle  du 
diamètre  IK,  intereection  des  sphères  qui  ont  pour  centres  les  points  B  et  C; 
donc  les  points  (M,  m),  (M,  m*  )  seront  aux  distances  données  des  trois  points 
Ay  B,  c. 

Pour  construire  les  projections  verticales  m,  m' des  deux  points  qui  satis- 
font aux  conditions  du  problème ,  on  décrit  du  point  c  de  la  droite  XY,  qui 
est  sur  le  prolongement  de  la  droite  BC,  la  circonférence  du  diamètre  i^=IR  ; 
cette  circonférence  est  rencontrée  par  la  perpendiculaire  M/ra  à  XY,  aux 
points  m  et  m\ 

PROBL^fi  IL 

Déterminer  le  centime  et  le  rayon  d'une  sphère  qui  passe  par  quatre  points 

donnés?  (?la3,ûg.  2.) 

4.  Solution.  On  joint  les  quatre  points  'donnés  deux  à  deux  par  six  droites, 
et  on  conçoit  six  plans  perpendiculaires  à  ces  droites,  élevés  par  leurs  mi- 
lieux. Chacun  de  ces  plans  aura  tous  ses  points  à  égale  distance  des  deux: 
points  de  la  droite  à  laquelle  il  est  perpendiculaire  ;  il  sera  donc  un  lieu  géo- 
métrique du  centre  de  la  sphère  demandée,  puisque  ce  centre  doit  être  à  égale 
distance*  des  quatre  poii^ts  donnés.  Trois  des  six  plans  qui  déterminent  par 
leurs  intersections  le  centre  de  la  sphère,  sont  perpendiculaires  à  trois  des 
six  droites  qui  joignent  les  quatre  points  donnés;  mais  il  faut  remarquer  que 
ces  trois  droites  ne  peuvent  pas  être  prises  arbitrairement.  Lorsqu'elles  sont 
dans  le  même  plan ,  ou  autrement ,  lorsqu'elles  comprennent  une  face  de 
la  pyramide  triangulaire  formée  par  les  six  droites,  les  trois  plans  perpendi- 
culaires aux  trois  côtés  d'une  £atce  passent  par  la  même  droite  ;  cette  droite 
contient  le  point,  mais  sa  position  sur  cette  droite  reste  indéterminée.  Elle  sera 
au  contraire  déterminée ,  si  les  trois  droites  appartiennent  à  deux  ou  trois 
faces  de  la  pyramide  ;  alors  le  plan  perpendiculaire  à  l'une  des  droites,  coupera 
nécessairement  la  ligne  d'intersection  des  plans  perpendiculaires  aux  deux 
autres  droites,  et  le  point  d'intersection  sera  le  centre  de  la  sphère  demandée. 
La  droite  qui  joint  ce  centre  et  un  quelconque  des  quatre  points  donnés , 
est  évidemment  le  rayon  de  la  sphère. 
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Explication  de  lajig.  a^pL  a3. 

5.  On'  prend  pour  plan  horizontal  de  projection  trois  des  quatre  points 
donnés ,  et  pour  plan  vertical  de  projection  »  un  plan  parallèle  à  Tune  des 
droites  menées  du  quatrième  point  donné  aux  trois  autres.  Soient  A,  B,  C 
trois  points  donnés  sur  le  plan  horizontal;  le  quatrième  point  (D,  il)  est  pro- 
jeté en  d  sur  un  plan  vertical  XY,  parallèle  à  la  droite  BD.  En  joignant  les 
trois  points  A,  B^  C  par  trois  droites,  et  prenant  leurs  milieux  £,  F,  G,  les 
trois  plans  perpendiculaires  à  ces  droites  menés  par  les  points  E,  F,  G,  se 
coupent  suivant  une  verticale  M,  qui  est  un  lieu  géométrique  du  centre  de 
la  sphère  demandée. 

Le  plan  mené  par  le  milieu  (K,  ^)  de  la  droite  (BD,  W),  perpendiculai- 
rement à  cette  droite,  étant  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection, 
la  trace  verticale  Iih!  du  premier  plan  sur  le  second,  est  perpendiculaire  à  la 
droite  bd.  De  plus,  cette  trace  passe  par  le  milieu  â  de  la  droite  bd;  sa  po- 
sition est  donc  déterminée.  La  projection  verticale  du  centre  de  la  sphère  se 
trouve  sur  la  droite  hh\  puisque  ce  centre  est  dans  un  plan  perpendiculaire 
au  plan  vertical,  qui  a  pour  trace  cette  droite  hk*;  mais  le  centre  de  la 
sphère  est  aussi  sur  la  verticale  M,  dont  la  projection  verticale  est  mm';  donc 
le  point  m  intersection  des  deux  droites  hh\  mm'  est  la  projection  verticale 
du  centre  de  la  sphère.  Le  rayon  de  cette  sphère  sera  égal  à  la  droite 
(MB,  mb)  qui  joint  le  centre  (M,  m)  et  un  point  (B,  b)  donné.  Portant  MB  en 
m'b'  sur  XY,  l'hypothénuse  mb'  du  triangle  rectangle  mm'b'  sera  la  longueur 
du  rayon  de  la  sphère.  Des  points  Met  m  comme  centres ,  avec  le  rayon 
MB'  =  mb',  on  décrit  deux  cercles,  qui  sont  les  projections  des  deux  grands 
cercles  de  la  sphère ,  Tun  horizontal  et  l'autre  vertical,  et  sont  aussi  les  li- 
mites des  projections  de  cette  sphère. 

PROBLÉHK  III. 

Troui^r  le  centre  et  le  rayon  d'une  sphère  inscrite  à  une  pyramide  triangulaire? 

(Pl.a3,fig.3.) 

.  6.  Solution.  La  sphère  inscrite  à  une  pyramide  triangulaire  est  tangente 
aux  quatre  plans  qui  comprennent  cette  pyramide  :  or  le  centre  d'une  sphère 
tangente  à  deux  plans,  a  pour  lieu  géométrique  un  troisième  plan  qui  divise 
en  deux  parties  égales  l'angle  formé  par  les  deux  premiers  ;  car  ce  troisième 
plan  contient  tous  les  points  à  égales  distances  des  deux  autres  ^  donc  si  l'on 
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divise  en  deux  parties  égales  chacun  des  six  angles  dièdres  intérieurs  de  la 
pyramide  triangulaire,  on  aura  six  plans  dont  trois  détermineront  le  centre 
de  la  sphère,  pourvu  que  ces  trois  plans  ne  passent  pas  par  l'un  des  quatre 
sommets  de  la  pyramide  triangulaire  donnée. 

Considérant  une  £àce  quelconque  de  la  pyramide,  et  les  trois  angles  diè* 
dres  adjacens  au  plan  de  cette  face,  les  trois  plans  qui  divisent  ces  angles  en 
deux  parties^  égales  forment  une  seconde  pyramide  dont  le  sommet  est  le 
centre  de  la  sphère  inscrite  à  la  première  pyramide.  Si  les  plans  des  trois  an- 
gles dièdres  divisés  en  parties  égales,,  passaient  par  un  même  point,  som- 
met commun  de  ces  angles,  dans  ce  cas  les  plans  de  division  passeraient 
par  une  même  droite,  ne  formeraient  pas  une  nouvelle  pyramide,  et  la 
position  du  centre  de  la  sphère  sur  la  droite  intersection  des  trois  plans, 
resterait  indéterminée. 

Explication  de  lajîg.  3^  pi.  23. 

*j.  On  prend  pour  plan  horizontal  de  projection  celui  du  triangle  ABC, 
base  de  la  pyramide  donnée,  et  pour  Tintersection  des  deux  plans  de  pro- 
jection, une  droite  quelconque  XY.  Soit  (D,  d)  le  sommet  de  la  pyramide; 
les  trois  faces  adjacentes  à  la  base  ABC  font  avec  le  plan  de  cette  base  des 
angles  qui  se  mesurent  dans  les  plans  verticaux  DE,.  DF,  DG  respectivement 
perpendiculaires  aux  cotés  AB,  BC,  AC  du  triangle  ABC.  Portant  ces  droites 
DE,  DF,  DG  en  DV,  D/',  D'g\  et  menant  les  droites  de\  df,  dg\  les  trois 
angles  dièdres  adjacens- à  la  base  ABC,  seront  égaux  aux  angles  de"D\  d/'D\ 
dg'D';  divisant  chacun  de  ceux-ci  en  parties  égales  par  les  droites  éé^/y^ 
g'g^j  on  aura  les  trois  angles  dièdres  d'une  nouvelle  pyramide  qui  a  même 
base  ABC  que  la  pyramide  donnée,  et  dont  le  sommet  {»r^*)  ^st  le  centre  de 
la  sphère  demandée.  Pour  ccmstruire  ce  sommet,  on  coupe  les  trois  plans  qui 
comprennent  la  seconde  pyramide  par  un  plan  horizontal  quelconque,  dont 
la  trace  sur  le  plan  vertical  de  projection  est  la  droite  ;r;^.  Cette  droite  coupe 
les  lignes  eV,//",  g' g"  en  trois  points  6%/*^,  g'^  dont  les  distances  à  la  droite 
D'Jsont  connues.  Portant  ces  distances  e'd^fd^  ^d*  sur  les  droites  DE,  DF, 
DG  de  D  en  e,  <f),  y,  et  menant  par  ces  derniers  points  des  droites  iB',  <f  C,  y  M 
respectivement  parallèles  aux  côtés  AB,  BC,  CA,  du  triangle  base  des  deux 
pyramides,  ces  droites  se  couperont  en  trois  points  A',  B',  C,  qui  déterminent 
le  triangle  A'B'C,  projection  horizontale  d'une  section  horizontale  de  la  se- 
conde pyramide.  Joignant  les  sommets  des  angles  égaux  des  deux  triangles 
semblables  ABC,  A'B'C  par  les  droites  AA^  BB',  CC',  ces  droites  seront  les 
projections  horizontales  des  trois  arêtes  de  la  seconde  pyramide,  qui  se  cou- 
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pent  au  point  u  projection  horizontale  da  centre  de  ta  sphère  inscrite  à  la 
première  pyramide.  L'une  des  trois  arêtes  de  la  seconde  étant  projetée  sur  le 
plan  vertical,  en  ce  par  exemple,  l'intersection  de  cette  droite  cd  et  de  la  per- 
pendiculaire ww'  à  XY,  détermine  la  projection  verticale  w'  du  centre  de  la 
sphère.  Quant  au  point  c',  on  l'obtient  en  menant  la  perpendicolaire  Ce'  à  XY, 
qui  coupe  l'horizontale  xy  en  c'. 

Connaissant  le  centre  (»,  «')  de  la  sphère,  le  rayon  de  cette  sphère  sera 
égal  à  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  l'une  des  quatre  faces  de  la 
pyramide  donnée,  par  exemple,  sur  la  base  horizontale  ABC.  Cette  perpendi- 
culaire est  une  verticale  égale  à  u'o  rayon  de  la  sphère.  Les  cercles  décrits  des 
points  «,  w'  comme  centres  avec  ce  rayon  u'o,  sont  les  limites  des  projections 
horizontale  et  verticale  de  la  sphère  inscrite  à  ta  pyramide  donnée.  Des 
quatre  points  de  contact  de  la  sphère  et  des  faces  de  la  pyramide,  on  connaît 
celui  (tt,  0)  qui  est  sur  le  plan  horizontal  de  projection  ;  pour  obtenir  les  trois 
autres,  on  remarquera  qu'ils  sont  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  (w,  «')  sur  les  trois  faces  de  la  pyramide  dont  les  plans  ont  pour  traces 
horizontales  les  droites  AB,  BC,  CD.  Abaissant  du  point  h  les  perpendiculaires 
«H,  mI,  mJ  sur  les  côtés  AC,  AB,  BC,  ces  droites  contiendront  les  projections 
horizontales  R,  M,  N  des  trois  points  de  contact.  Pour  construire  les  projec- 
tions verticales  k,  m,  n  {A  par  exemple),  on  conçoit  le  plan  vertical  »H  ra- 
mené en  wH'  parallèle  à  la  trace  XY  des  deux  plans  de  projection.  Ce  plan 
vertical  coupe  la  face  de  la  pyramide  adjacente  au  côté  AG  de  la  base,  sui' 
vant  une  droite  h'A'  parallèle  à  g'd.  Abaissant  du  point  u'  la  perpendiculaire 
u'A'  sur  'dh',  et  portant  la  distance  ^V  du  point  A'  à  la  verticale  ou',  de  u  en  K, 
le  point  K,  projection  horizontale  de  l'un  des  points  de  contact,  sera  déter- 
miné. La  perpendiculaire  K^  à  XY  et  l'horizontale  Â'I  se  coupent  au  point  i 
projection  verticale  du  même  point  de  contact.  On  construira  de  la  même 
manière  les  deux  autres  points  de  contact  (M,  m),  (N,  n). 

Les  perpendiculaires  abaissées  dû  centre  de  la  sphère  sur  les  faces  de 
la  pyramide  donnée,  sont  égales  comme  rayons  de  la  même  sphère  ;  ainsi 
la  droite  tt'A'  =  »'o,  et  la  droite  k'A'  qu'on  a  menée  parallèlement  à  g'dest  tan- 
gente au  cercle  décrit  du  point  »'  comme  centre,  avec  le  rayon  w'o. 
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PROBLÈHE  lY. DE  LA  PYRAMIDE  TRIAVGULAI&E.  (PL  a4.) 

En  ne  considérant  dans  une  pyramide  triangulaire  que  six  angles,  suçoir, 
ks  angles  des  trois  arêtes  qui  ont  pour  sommet  commun  le  sommet  de  lapyra* 
mide,  et  les  angles  dièdres  formés  par  les  trois  plans  des  arêtes^  on  propose, 
trois  des  six  angles  étant  donnés,  de  trouver  les  trois  autres  ? 

8.  Sobuion.  On  distingue  les  angles  formés  par  les  arêtes,  des  angles  diè- 
dres, en  ncMEomant  les  preraiers^^ce^  de  la  pyramide,  et  les  seconds,  angles 
de  b  pyramide.  Les  combinaisons  trois  à  trois  des  six  angles  d'une  pyramide, 
abstraction  faite  de  la  base,  sont  au  nombre  de  six,  savoir  : 

I  **  Trois  faces  ; 

20  Deux  faces  et  un  angle  compris  entre  ces  deux  faces; 

3^  Deux  faces  et  un  angle  opposé  à  l'une  de  ces  &ces; 

4^  Une  face  et  deux  angles  adjacens  à  cette  Êice; 

5^  Une  face  et  deux  angles,  dont  un  seulement  est  adjacent  à  la  face; 

6^  Trois  angles. 

En  supposant  qu'on  ait  donné  les  trois  angles  désignés  dans  l'une  quelcon* 
que  des  six  combinaisons  précédentes,  il  s'agit  de  trouver  les  trois  autres 
angles  nécessaires  pour  compléter  la  pyramide  ;  ce  qui  présente  six  questions 
qu'on  peut  résoudre  chacune  séparément ,  mais  qu'on  peut  réduire  à  trois 
par  la  considération  de  la  pyramide  supplémentaire.  Nous  allons  d'abord  ex- 
pliquer comment  on  forme  cette  pyramide;  ensuite  nous  donnerons  pour 
chaque  question  une  solution  directe  et  indépendante  de  la  pyramide  dite 
supplémentaire. 

9.  Considérant  dans  une  pyramide  les  troisarétes  qui  se  réunissent  à  son 
sommet,  on  forme  une  seconde  pyramide,  en  menant  trois  plans  respec- 
tivement  perpendiculaires  aux  trois  arêtes  de  la  première.  Les  angles  et  les 
faces  de  cette  nouvelle  pyramide  ont  pour  supplémens  les  faces  et  le!s  angles 
de  la  pyramide  dont  elle  est  dérivée ,  et  par  cette  raison ,  on  la  nomme  sup' 
plémentaire.  I^es  plans  des  faces  de  la  seconde  pyramide  étant  perpendicu- 
laires aux  arêtes  de  la  première,  les  plans  des  faces  de  la  première  sont  né- 
cessairement perpendiculaires  aux  arêtes  de  la  seconde;  d'où  il  suit  que  les 
deux  pyramides  sont  réciproquement  supplémentaires  l'une  de  l'autre.  Avant 
de  démontrer  qu'un  angle  ou  une  £aice  de  chacune  d'elles  a  pour  supplément 
une  face  ou  un  angle  de  l'autre,  nous  ferons  remarquer  qu'en  faisant  varier 
les  points  de  l'espace  par  lesquels  on  mène  les  plans  qui  comprennent  la  py- 
rainide  supplémentaire,  on  fait  varier  la  position  du  sommet  de  cette  pyra- 
mide, mais  que  les  valeurs  de  ses  angles  ne  changent  pas. 

18 
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10.  Soient  (/?/.  il^^fig.  i  )  SA,  SB  deux  des  trois  arêtes  d'une  pyramide, 
A  et  B  deux  points  pris  à  volonté,  l'un  sur  l'arête  SA,  et  l'autre  sur  l'arête 
SB.  Les  plans  menés  par  les  points  A  et  B  perpendiculairement  aux  arêtes 
SA,  SB,  ont  évidemment  pour  traces  sur  le  plan  des  deux  arêtes  SA,  SB» 
les  deux  droites  AX,"^BX  perpendiculaires  l'une  à  la  droite  SA,  et  l'autre  à 
la  droite  SB;  or  dans  le  quadrilatère  ASBX,  les  angles  A  et  B  sont  droits; 
donc  l'angle  X  est  supplément  de  l'angle  S;  mais  l'angle  S  est  ime  face  de 
la  première  pyramide;  l'angle  X*  est  un  angle  dièdre  de  la  pyramide  supplé- 
mentaire ;  donc  ces  deux  angles  S  et  X  sont  supplémens  l'un  de  l'autre.  Par  la 
même  raison,  le  plan  d'une  face  quelconque  de  la  pyramide  supplémentaire 
est  perpendiculaire  aux  plans  de  deux  faces  de  la  pyramide  primitive,  et 
l'angle  de  ces  deux  plans  est  supplément  de  la  face  de  la  pyramide  supplé- 
mentaire. 

11.  En  admettant  que  de  deux  pyramides,  dont  la  première  est  formée 
par  les  plans  perpendiculaires  aux  arêtes  de  la  seconde,  l'une  quelconque 
soit  supplémentaire  de  l'autre,  il  est  facile  de  voir  que  les  six  questions 
(  art.  8^)  se  réduisent  à  trois.  En  effet, lorsqu'on  donne  les  trois  angles  A,  B,  C 
d'une  pyramide ,  les  supplémens  de  ces  angles  sont  ks  trois  Ëtces  de  la  py- 
ramide supj^émentaire  ;  or,  connaissant  les  trois  faces,  on  pourra,  en  suppo- 
sant la  première  des  six  questions  (art.  8)  résolue,  déterminer  les  trois 
angles  dièdres,  opposés  aux  faces  connues;  mais  ces  angles  dièdres  sont  les 
supplémens  des  faces  de  la  pyramide  dont  on  a  donné  les  angles  A ,  B-,  C  ; 
donc  les  six  angles  de  cette  dernière  pyramide  seront  déterminés.  Ainsi 
l'on  voit  que  la  première  et  la  sixième  questions  se  réduisent  à  une  seule  ;  on 
démontrera  de  la  même  manière  que  la  deuxième  et  la  quatrième ,  la  troi- 
sième et  la  cinquième,  se  réduisent  à  deux  autres  questions;  donc  la  solutian 
complète  de  la  pyramide  triangulaire  ne  comprend  que  les  trois  problèmes 
suivans;  v 

i^  Etant  données  les  trois  faces  d'une  pyramide  triangulaire,  déterminer 
les  trois  angles; 

2^  Étant  donnés  deux  faces  et  un  angle  formé  par  les  plans  de  ces  £ices, 
déterminer  les  deux  autres  angles; 

3^  Étant  donnés  deux  faces  et  un  angle  opposé  à  l'une  de  ces  faces,  dé- 
terminer les  deux  autres  angles. 

*  Le  renvoi  sans  désignation  du  livre,  se  rapporte  à  celui  de  l'article  qui  contient  ce  renvoi. 
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Question  i'*.  —  Étant  données  les  trois  faces  d'une  pyramide^  déterminer  les 

trois  angles  dièdres. 

la.  Solution.  Les  trois  faces  données  étant  développées  sur  un  même  plan^ 

soient  {pi.  ^^^fig.  2)  SA  ou  SF,  SB,  SE  les  arêtes  d'une  pyramide  dont  il  faut 

déterminer  les  angles.  On  suppose  les  deux  arêtes  SB ,  SE  fixes  dans  le  plan 

de  la  faœBSE,  et  on  fait  tourner  les  droites  SA  et  SF,  l'une  autour  de  la 

droite  SB,  et  l'autre  autour  de  la  droite  SE;  par  ce  mouvement  on  engendre 

deux  surfaces  coniques  droites  qui  ont  même  sommet  ;  la  droite  intersection 

de  ces  deux  cônes  est  la  troisième  arête  de  la  pyramide.  Pour  déterminer 

cette  droite,  on  imagine  une  sphère  d'un  rayon  quelconque  SA  ou  SF,  dont 

le  centre  est  au  point  S,  sommet  commun  des  deux  cônes  droits;  cette  sphère 

coupe  le  premier  cône  suivant  un  cercle  du  rayon  AB ,  dont  le  centre  est  en 

B,  et  le  second  cône  suivant  un  cercle  du  rayon  EF  dont  le  centre  est  en  £. 

Les  plans  de  ces  cercles  étant  perpendiculaires,  Tun  à  la  droite  SB  et  l'autre 

à  la  droite  SE,  ils  se  coupent  suivant  une  droite  perpendiculaire  au  plan 

de  la  face  BSE  ;  or  cette  droite  contient  les  points  d'intersection  des  deux 

cercles  ;  donc  si  du  point  B  comme  centre ,  avec  le  rayon  AB,  on  décrit  le 

cercle  AC  qui  coupe  la  droite  CD  perpendiculaire  à  ABD  au  point  C,  ce 

point  appartient  à  la  troisième  arête  ;  d'où  il  suit  que  dans  le  triangle  CBD 

rectangle  en  D,  l'angle  CBD  est  égaj  à  l'angle  compris  entre  les  £Eices  BSE  et 

BSA.  Décrivant  du  point  E  comme  centre,  avec  le  rayon  EF,  le  cercle  FC,  et 

élevant  la  perpendiculaire  DC  à  £D,  l'angle  CED  est  égal  à  l'angle  des&ces 

BSE  et  ESF. 

1 3.  Au  lieu  de  développer  la  pyramide  sur  le  plan  d^  la  face  BSE,  on  aurait  * 
pu  prendre  pour  plan  de  développement  celui  de  la  face  ASB,  ou  celui  delà 
face  ESF;  et  on  aurait  construit  par  la  méthode  exposée  dans  l'article  précé- 
dent, l'angle  des  deux  &ces  ASB  et  FSE;  mais  iPsera  plus  simple  de  concevoir 
un  plan  perpendiculaire  à  l'arête  SA  ou  SF  {fig.  a),  en  un  point  A  ou  F.  Ce 
plan  coupera  les  faces  ASB  et  ESF,  l'une  suivant  AG ,  perpendiculaire  à  SA , 
et  l'autre  suivant  FH,  perpendiculaire  à  SF.  Le  plan  [mené  par  les  deux 
droites  AG,  FH  coupe  la  pyramide  suivant  le  triangle  GHK,  dans  lequel  les 
côtés  GR,  HK  sont  égaux  aux  droites  GA ,  HF,  et  dont  l'angle  K  opposé  au 
côté  GH  est  égal  à  Tangle  formé  par  les  deux  &ces  ASB^  ESF. 

Les  droites  AB,  BI,  IF  sont  les  trois  côtés  d'un  autre  triangle  CBI,  dans 
lequel  l'angle  B  opposé  au  côté  CI ,  est  égal  à  l'angle  déjà  trouvé  (  art.  i  a  )  des 
deux  faces  ASB,  BSE. 

Les  faces  données  de  la  pyramide,  au  lieu  d'être  des  angles  aigus,  pourraient 
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être  des  angles  obtus  ;  alors  X^Jig.  i  deviendrait  iay^'.  a  (bis)  dans  laquelle  \.t& 

mêmes  points  sont  marqiie's  des  mêmes  lettres. 

14.  Si  d'un  point  de  l'espace  on  dirige  deux  rayons  visuels  vers  deux  ob- 
jets déterminés,  ces  deux  rayons  et  la  verticale  passant  par  le  même  point, 
forment  une  pyramide  triajigulaire;  l'angle  compris  entre  les'deux^cesdont 
les  plans  se  coupent  suivant  la  verticale,  est  ce  qu'on  nomme  l'angle  réduU  à 
l'horixon.  CcHmais^nt  les  angles  de  la  verticale  avec  les  rayons  visuels,  et 
l'angle  des  deux  rayons  visuels  entre  eux,  il  est  évident  que  la  recherche  de 
l'ùigle réduit  à  l'hoiûzon,  dépend  de  la  solution  d'une  pyramide  triangulaire 
dont  on  connaît. les  trois  faces. 

1 5.  On  trouve  encore  l'angle  réduit  à  l'horizon  de  la  manière  suivante  {fig.  a, 
pi  a4). 

Soient  ASB  l'angle  de  la  vwticale  SA  et  d'un  rayon  visuel  SB,  AB  l'iatersec* 
tion  du>plan  decet  angle  et  d'un  plan  horizontal;  on  trace  sur  ce  second  plan 
les  deuX'  autres  angles  connus,  savoir  1°  l'angle  ÂSC  de  la  verticale  SA  et  du 
second  rayon  visuel  SC;  a°  l'angle  BSc  des  deux  rayons  visuels.  Le  plan  de 
ces  deux  rayons  coupe  le- plan  horizontal  suivant  une  droite,  dont  la  partie 
comprise  entre  les  deux  rayonS' visuels,  est  le  côté  Bc  du  triangle  BSc,  dans 
lequel  on  a  S<;=  SC. 

Considérant  lâ- premier  rayon  visuel  SB  eomme  fixe,  on  fut  mouvoir  le 
eacond  rayon  SG  autour  de. la  wlicale..SA,  jusqu'à  ce  que  les  deux  rayons 
fassent  entre  eux  l'angle  donné  BSc.  Le  point  G ,  dans  ce  mouvement,  décrit 
la  circonférence  ce  dont  le  centre  est  en. A,  et  qui  a  pour  rayon  la  droite  AC; 
il  doit  s'arrêter  lorsque  sa  distance  C'B  au  point  B  est  égale  à  Bc;  donc  si  l'on 
décrit  du  point  B  comme  centre,  avec  Bc  pour  rayon,  un  cercle  qui  coupe  la 
circonférence  CC  au  point  C,  l'angle  CAC  sera  ta  projection  horizontale  de 
l'axigle  observé  BSc,  et  par  conséquent  cet  angle  réeiuit  à  l'horizon. 

Question  a',  t—  Connaistant  dans  une  pyramide  triangulaire  deux  faces  et 
l'angle  formé  par  les  plans  de  ces  faces,  déterminer  les  deux  autres  angles 
et  la  troisièmeface  de  la  pyramide. 

16.  Solution.  1a  question  proposée  se  réduit  à  trouver  la  troisième  face  de 
la  pyramide;  car  alors  on  connaîtra  les  trois  &ces  de  cette  pyramide^  et  par 
la  solution  du  problème  précédent,  on  construira  les  deux  angles  inconnus. 
Pour  déterminer  la  fece  inconnue,  soient  {pi.  ^kifiê-  3)  ASB,  BSE  le»  deux 
&ces  données,  développées  sur  le  plan  de  ta  seconde  BSE.  Soit  CBD  l'angle 
de  ces  deux  faces,  donné  dans  un  plan  ABCD  perpendiculaire  à  la  droite  SB, 
on  porte  }a  droite  AB  sur  BC.  Le  plan  ÂBC  contenant  la  Ëice  donnée  ÂSiB,  le 
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point  A  de  Yûrêie  SA  est  élevé  au-dessus  du  plan  horizontal  d'une  hauteur 
égale  à  la  droite  CD  perpendiculaire  à  la  droite  ABD;  donc  si  par  la  droite 
CD  on  mène  un  plan  GDE  perpendiculaire  à  l'arête  SEI,  ce  plan  contiendra 
le  triangle  CED,  dans  lequel  l'angle  £  opposé  au  côté  C'D=CD,  sera  l'angle 
du  plan  de  la  troisième  face  cherchée  et  du  plan  de  la  face  BSI;  prolongeant 
la  droite  DE  d'une  quantité  EF  =  EC,  et  menant  la  droite  SF,  l'angle  ESF 
sera  évidemment  la  troisième  face  cherchée. 

Construisant  la  pyramide  avec  les  trois  faces  ASB ,  BSE  et  E^ ,  les  points 
A  y  C,  F  se  réuniront  en  un  seul;  d'où  il  suit  que  les  droites  SA  et  SF  sont  les 
rayons  d'un  même,  cercle  décrit  du  point  S  comme  centre. 

Le  plan  ABCD  coupe  la  pyramide  suivant  un  triangle  CBI,  dans  lequel  le 
côté  CB=AB,  et  le  côté  CI=:=IF;  donc  les  deux  droites  IF,  EF  et  les  deux 
arcs  de  cercle  AF,  C'F,  décrits  des  points  S  et  E  comme  centrés,  concourent 
au  néme  point  F  de  l'arâte  SF;.d'où  il  suit  que  deux  quelconques  de  ces 
lignes  déterminent  par  leur  intersection  le  côté  SF  de  la  face  cherchée  ISF. 

Si  au  lieu  de  l'angle  CBD  compris  entre  les  deux  faces  ASB ,  BSE ,  on  eut 
pris  le  supplément  ABC ,  on  aurait  trouvé  par  la  même  construction  la  troi- 
sième face  ISF  de  la  pyramide. 

Question  3*.  —  Connaissant  dans  ime  pyramide' deux  faces  et  un  angle  opposé 

à  l'une  de  ces  faces,  déterminer  la  troisième  face? 

17.  Solution.  Soient  (pL  ti^jfg.  4)  BSE  et  ESF  les  deux  faces  données,  dé- 
^v^loppées  sur  le  plan  de  la  première  BSE;  soit  E^H'  l'angle  formé  par  le  plan 
qui  contient  la  face  BSE  et  par  le  plau.de  la  lace  qu'il  .s'agit  de  trouver;  les 
droites  S^B  etbR'  déterminent  la  position  du  plan  qui  contient  la  face  cherchée. 
L'arête  SF,  en  tournant  autour  de  l'arête  SE  comme  charnière,  engendre  un 
cône  droit  dont  la  base  circulaire^'F  est  dans  un  plan  FEDG  perpendiculaire 
à  la  charnière  SE  :  or  ce  plan  coupe  le  plan  S^BH'  de  la  face  cherchée,  sui- 
vant la  droite  GH  ;  donc  lorsque  l'arête  SF  est  dans  le  plan  de  la  face  cher- 
cbée,  le  point  F  de  cette  arête  est  enfouf,  Intersection  de  la  circonférencej^'F 
dont  le  centre  est  en  E,.  et  de  la  droite  GH.  Supposons-le  enf:  en  faisant 
tourner  le  plan  S6BH'  sur  SBG  comme  charnière ,  pour  l'abattre  sur  le  plan 
de  la  face  connue  BSE,  les  distances  du  point  /aux  points  G  et  S  de  la  dbar* 
njère  ne  varient  pas;  donc  le  point  A  intersection  des  arcs  de  cercle y^A,  FaA 
décrit»  des  points  G  et  S  comme  centres  avec  des  rayons  égaux  à  Gfet  SF,  est 
ce  que  devient  le  point^  lorsqu'il  est  abattu  sur  le  plan  de  la  face  BSE;  donc 
ASB  est  la  troisième. £ice  de  la  pyramide,  correspondant  au  point f 

On  trx>uveirait  de  la  même  manière  l'wgle  A'SB  pour  la  troisième  &ce  de 
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la  pyramide,  qui  correspond  au  point/".  ConnaissaDt  les  trois  faces  de  la 
pyramide,  les  trois  angles  dièdres  seront  déterminés  (art.  la). 

i8.  Ou  a  déjà  démontré  (art.  ii)que  les  trois  dernières  questions  (art.  8)  sur 
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struisant  cette  pyramide  y  on  connaîtra  la  face  a,  et  les  deux  angles  A',  B', 
qui  auront  pour  valeurs  : 

(aoo* — A),(aoo' — a),(aoo* — b), 

c'est-à-dire  les  supplémens  des  trois  angles  demandés  A ,  a  ^  6. 

Nous  allons  maintenant  donner  une  solution  des  trois  dernières  questions, 
qui  sera  indépendante  de  la  considération  de  la  pyramide  supplémentaire. 

Question  4*.  —  Les  trois  angles  dièdres  dune  pyramide  étant  donnés  y  on  de^ 
mande  les  trois  faces?  (Pi.  a4,  fig.  5',  fig.  5,  fig.  5  bis.) 

ao.  Solution.  Soient  A,  B,  C  les  trois  angles  donnés;  ayant  mené  deux  plans 
inclinés  Tun  par  rapport  à  Fautre  sous  un  angle  égal  à  Tuii  des  angles  donnés, 
à  A  par  exemple,  la  question  consiste  à  déterminer  un  plan  qui  passe  par 
un  point  quelconque  pris  dans  l'espace ,  et  qui  fasse  avec  les  deux'  preiftiers 
des  angles  égaux  à  B  et  à  C;  ce  troisième  plan  coupera  la  droite  intersection 
des  deux  premiers  plans  en  un  point  qui  sera  le  sommet  de  la  pyramide 
formée  par  les  trois  plans. 

La  condition  de  mener  un  plan  qui  fasse  avec  un  autre  plan  donné  im 
angle  déterminé ,  équivaut  à  la  condition  de  mener  un  plan  tangent  a  un  cône 
droit,  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  donné,  et  dont  le  côté  fait  avec 
ce  même  plan  l'angle  déterminé  :  or  l'un  des  plans  qui  comprend  une  face  de 
la  pyramide  cherchée,  doit  faire  avec  deux  plans  donnés  de  position,  des  an- 
gles connus;  donc  il  doit  toucher  deux  cônes  droits  qui  ont  même  sommet. 
Pour  construire  le  plan  qui  touche  ces  deux  cônes  (nommons-les  C  et  C';, 
en  n'employant  que  la  ligne  droite  et  le  cercle,  on  observera  que  ce  plan  tou- 
che en  même  temps  toutes  les  sphères  inscrites  aux  cônes  C  et  C,  et  tous  les 
eônes  circonscrits  aux  sphères  prises  deux  à  deux,  dont  l'une  est  inscrite  au 
cône  C  et  l'autre  au  cône  C. 

ai.  Soient  {pL  ^l\,fig.  5')  A,  B,G  les  trois  angles  donnés,  et  cbE  {fig.  5) 
un  angle  égal  à  l'un  des  angles  donnés,  à  A  par  exemple.  Ayant  mené  par  un 
point  D  pris  à  volonté  dans  le  plan  de  l'angle  c6E,  deux  droites  DE,  D/  per- 
pendiculaires, l'une  à  6£  et  l'autre  à  bcy  on  regarde  ces  droites  comme  les 
axes  de  deux  cônes  droits,  dont  les  côtés  DG,  De  font  avec  les  plans  ^£G  et 
blc  de  leurs  bases  circulaires,  des  angles  DGE,  Hcly  lun  égal  à  B  et  l'autre 
égal  à  G,  et  il  s'agit  de  mener  par  le  point  D  un  plan  qui  touche  à  la  fois  ces 
deux  cônes. 

Soit  H  le  point  de  rencontre  de  l'axe  DEH  et  de  la  droite  GH  perpeiidi- 
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cnlaire  à  DG<;  une  sphère  dont  le  centre  est.en-  H^  et  qui  a  pour  rayon  GR, 
est  inscrite  au  premier  cône,  et  le  touche  suivant  le  cercle  du  rayon  £G;  une 
seconde  sphère  d'un  rayon  CM  égal  à  celui  de  la  première  sphère ,  est  inscrite 
au  second  cône,  et  le  touche  suivant  le  cercle  du  rayon  CL.  Pour  construire 
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en  un  point  S'  de  la  droite  SBS',  tel  que  BS  =  BS'  ;  la  pyramide  qui  aurait 
pour  arête  cette  droite  F'S',  serait  symétrique  par  rapport  à  la  pyitamide  qui 
a  pour  arête  la  droite  BS. 

a3.  Les  sphères  inscrites  aux  deux  cônes  droits  ne  sont  pas  seulement  touchées 
par  un  cylindre  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  droite  qui  joint  leurd  centres;  on 
conçoit  encore  le  cône  qui  a  son  sommet  au  milieu  d  de  cette  droite ,  et  qui 
est  circonscrit  2m%  deux  sphères  ;  les  deux  plans  tangens  à  ce  cône,  menés  par 
le  point  D,  forment  avec  les  deux  plans  inclinés  l'un  par  rapport  à  l'autre  d'un 
angle  CB£,  deux  pyramides  qui  sont  symétriques;  chacune  de  ces  pyramides 
ne  diffère  de  celle  qu'on  a  déterminée  en  faisant  usage  du  cylindre  circon- 
scrit, que  par  un  seul  angle.  Le  plan  tangent  au  cylindre  donne  une  pyramide 
dont  les  angles  Â,  B,  G  sont  aigus;  le  plan  tangent  au  cône  dont  le  sommet 
est  en  ^^  détermine  une  pyramide  dans  laquelle  deux  de  ces  angles  sont 
égaux  aux  angles  A  et  B,  et  le  troisième  angle  est  supplément  de  l'angle  G.  La 
fig,  5  {bis)  est  relative  à  cette  dernière  pyramide  ;  Texplication  de  \^Jlg.  5  s'y 
applique,  parce  que  les  points  analogues  y  sont  marqués  des  mêmes  lettres. 
Ces  deux  figures  ne  diffèrent  que  par  les  droites  perpendiculaires  à  la  ligne 
des  centres  M  et  H,  sur  lesquelles  se  trouvent  les  points  P  et  O.  Dans  lay?^.  5, 
ces  droites  sont  MP,  HO,  et  dans  \ajîg.  5  {bis)  R'PT'  et  ROT. 

Trois  plans  dont  les  inclinaisons  respectives  ont  pour  mesures  les  angles  A, 
B9  C  divisent  l'espace  ^n  huit  angles  trièdres  symétriques  deux  à  deux  ;  nom-» 
mant  A',  B',  C  les  supplémens  des  angles  A,  B,  G,  quatre  des  huit  angles  trié*  . 
dres  ont  pour  angles  dièdres  1^  A,  B,  G;  ao  A,  B',  G';  3^  A',  B,  G';  4**  A',  B',  G. 

En  excluant  les  supplémens  des  angles  dièdres  donnés  A,  B,  G,  les  deux  py- 
ramides symétriques  construites  (art.  a  i  et  aa),  sont  les  seules  dont  les  faces 
comprennent  entre  elles  )es  angles  donnés. 

Question  5*.  —  Étant  donnés  dans  une  pyramide  deux  angles  et  lafaèe  à  laquelle 
ces  angles  sont  adjacensy  construire  les  deux  mUres  faces? 

ixl\.  Solution.  Soient  (pi.  ^k^fig.  6)  BSE  la  face  donnée,  Ci>d  et  Cdif  les 
deux  angles  connus,  adjacens  l'un  à  l'arête  SB  et  l'autre  à  Taréte  SE;  il  s'agit 
de  déterminer  les  deux  autres  Êtces. 

Ayant  mené  la  parallèle  quelconque  GD  à  SB,  et  la  parallèle  GV  à  SE,  ces 
deux  droites,  projections  de  deux  autres  droites  qu'on  suppose  dans  un  plan 
parallèle  au  plan  de  la  face  BSE ,  à  la  distance  Cd  ou  GV  de  ce  plan ,  se  cou- . 
pent  en  un  point  D,  qui  est  la  projection  d'un  point  de  la  troisième  arête  de 
la  pyramide  sur  le  plan  de  la  face  BSE.  Faisant  tnouvcMr  les  deux  plans  SBKl 
jbX  SEd'Cy  Tun  ;autour  de  SB ,  l'autre  autour  de  SE,  le  point  de  l'arête  dont  D 

ï9 
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est  la  projection ,  viendra  se  placer  dans  le  plan  de  la  face  BSE  sur  les  droites 
DBA  et  DEF,  perpendiculaires,  la  première  à  SB  et  la  seconde  à  SE;  de  plus 
ce  point  est  à  une  distance  du  sommet  S  de  la  pyramide ,  égale  à  l'hypothénuse 
du  triangle  rectangle  qui  a  pour  côtés  adjacens  à  l'angle  droit,  DS  et  dC  ou 
d'C;  donc  dans  le  développement,  ce  point  est  sur  le  cercle  décrit  du  point  S 
comme  centre,  avec  cette  hypothénuse  pour  rayon,  et  par  conséquent  il  est 


GÉOMÉTRIE  DESGfiïPTIVJi.  147 

déterminent  le  triangle  sphérique  ACB ,  qui  a  pour  cotés  ies  arcs  tle  grands 
cercles  AB,  AC,  CB,  compris  entre  les  rayons.  En  menant  par  le  centre  O  de 
la  sphère  trois  autres  rayons  OA'9  OB',  OC',  respectivement  perpendiculaires 
aux  plans  des  côtés  CB,  AC,  AB  du  premier  triangle  sphérique,  on  forme  un 
second  triangle  A'B'C  supplémentaire  du  premier.  En  effet,  désignons  comme 
précédemment  par  A,  B,  C,  les  angles  dièdres  du  triangle  sphérique,  mesurés 
dans  des  plans  perpendiculaires  aux  rayons  OA ,  OB,  OC,  et  par  a,  b^  c  les 
côtés  GB,  AC,  AB,  respectivement  opposés  aux  angles  A,  B,  C;  les  angles 
dièdres  A',  B',  C  du  triangle  A'B'C  sont  les  supplémens  des  côtés  a,  b,  c  du 
triangle  ABC,  et  en  nommant  a,  b',  c'  les  côtés  du  triangle  A'B'C,  opposés 
aux  angles  A',  B',  C,  ces  côtés  sont  respectivement  les  supplémens  des  an- 
gles A,  B,  C.  Ainsi  le  côté  a!  opposé  à  l'angle^A'  étant  compris  entre  les  deux 
rayons  OB',  OC  perpendiculaires  aux  plans  des  côtés  b,  c  du  triangle  pri- 
mitif ABC,  le  plan  de  ce  côté  a'  est  perpendiculaire  au  rayon  OA  intersection 
des  plans  des  côtés  b  et  c;  on  a  donc  dans  ce  plan,  comme  dans  celui  de  la 
ySgr.  1'^,  un  quadrilatère  ASBX  à  deux  angles  droits  A  et  B,  et  à  deux  angles 
S,  X,  Tun  égal  au  côté  a'  du  triangle  sphérique  A'B'C,  et  l'autre  égal  à  Tan- 
gle  dièdre  A  du  triangle  sphérique  ABC  ;  d  où  il  suit  que  les  angles  a!  et  A 
.sont  supplémens  l'un  et  l'autre. 

PROBLjkME  y. 

Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  tangent  à  la  surface  d'une  sphère  ? 

(PI.  a50 

127.  Solution.  Le  plan  tangent  à  la  surface  d'une  sphère,  mené  par  une 
droite  donnée,  est  aussi  tangent  à  toutes  les  surfaces  coniques  qui  ont  leurs 
sommets  sur  la  droite,  et  sont  circonscrites  à  la  sphère;  or  la  ligne  de  contact 
de  chaque  sur&ce  conique  et  de  la  sphère,  est  un  petit  cercle  de  cette  sphère, 
qui  est  un  lieu  géométrique  du  point  de  contact  de  la  sphère  et  du  plan 
tangent  demandé;  donc  ce  point  sera  déterminé  par  llntersecf  ton  des  emtiles 
de  contact  de  la  sphère  et  de  deux  surfaces  coniques  quelconques,  qui  lui 
sont  circonscrites;  ce  point  et  la  droite  donnée  fixent  la  position  du  plan 
tangent  à  la  sphère,  mené  par  cette  droite. 

Jje  point  de  contact  étant  t'interiseetion  de  deux  petits  cerdes^de  la  sphère, 
il  suit  que  par  une  droite  donnée,  on  peut  mener  deux  plans  tangens  à  une 
sphère,  puisque  les  deux  cercles  lieux  géométriques  des  deux  points  de  con- 
tact,  se  coupent  nécessairement  en. deux  points. 

pour  que  la  solution  graphique  soit  la  plus  simple  possible ,  il  fiaùdrait 


,48  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 

prendre  pour  l'un  des  plans  de  projection ,  pour  l'horizontal  par  exemple, 
celui  qu'on  mènerait  par  le  centre  de  la  sphère  et  par  la  droite  donnée; 
l'autre  plan  de  projection  passerait  aussi  par  le  centre  de  la  sphère,  mais 
serait  perpendiculaire  à  la  droite  donnée.  Les  deux  figures  (/?/.  a5)  que  nous 
allons  expliquer  ne  ^nt  pas  construites  sur  des  plans  de  projection  ainsi 
déterminés.  On  a  eu  principalement  pour  objet  d'exercer  aux  constructions 
de  la  géométrie  descriptive,  et  de  présenter  un  système  d'opérations  graphi- 
ques qui  se  vérifient  mutuellement.  Les  deux  plans  de  projection  des  figures 
(/?/.  si5)  passent  par  le  centre  de  la  sphère  ;  mais  la  droite  donnée  est  située 
d'une  manière  quelconque  par  rapport  à  ces  plans. 

Explication  desfig.  i  e^  a,  pL  a5. 

a8.  Soit  XY  (y%.  î)  Tintersectîon  des  deux  plans  de  projection,  qui  passent 
par  le  centre  O  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  OO'.  La  droite  par  laquelle  il 
s'agit  de  mener  un  plan  tangent  à  la  sphère,  est  donnée  par  ses  deux  projec- 
tions horizontale  et  verticale  ÀB,  ab. 

On  prend  pour  sommet  des  deux  surfaces  coniques  circonscrites  à  la  sphère, 
les  points  A  et  hy  où  la  droite  donnée  coupe  les  plans  de  projection;  le  cône 
du  sommet  A  touche  la  sphère  suivant  un  petit  cercle  du  diamètre  CD,  situé 
dans  un  plan  vertical  qui  a  pour  trace  sur  le  plan  horizontal  la  droite  CD  ; 
le  cône  du  sommet  b  touche  la  sphère  suivant  un  petit  cercle  du  diamètre  ç/J 
qui  est  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical,  et  a  pour  trace 
sur  le  plan  vertical,  la  droite  ef.  Ces  deux  petits  cercles  des  diamètres  CD,  ef 
sont  les  lieux  géométriques  des  points  de  contact  de  la  sphère  et  du  plan  de- 
mandé, et  par  conséquent  les  droites  CD,  ç/'sont  les  projections  horizontale 
et  verticale  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact,  puisque  cette  droite  est 
dans  les  plans  des  cercles  qui  se  projettent,  l'un  sur  le  plan  horizontal  en  CD, 
l'autre  sur  le  plan  vertical  en  ef.  Mais  la  droite  des  points  de  contact,  dont  la 
position  est  déterminée  par  ses  deux  projections  CD,  ef  coupe  la  sphère  en 
deux  points  ;  donc,  si  l'on  construit  ces  deux  points,  le  problème  proposé  sera 
ramené  à  celui-ci  :  Trouver  les  traces  d'un  plan  qui  passe  par  un  point  et  par 
une  droite  donnes  ? 

Sur  CD  comme  diamètre,  on  décrit  un  cercle,  et  on  construit  sur  le  plan 
de  ce  cercle,  la  droite  des  points  de  contact;  cette  droite  perce  lé  plan  ho- 
rizontal au  point  K,  et  le  plan  vertical  au  point  /  situé  au-dessous  de  la  trace 
XY  ;  donc  si  Ton  porte  la  distance  L/  en  Lx  sur  une  perpendiculaire  Lx  à  CD, 
la  droite  menée  par  les  points  K  et  x  sera  la  droite  des  points  de  contact» 
constntite  sur  le  plan  du  petit  cercle  du  diamètre  CD.  £n  supposant  que  ce 
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plan  ait  tourné  autour  de  sa  trace  horizontale  CD  pour  venir  s'appliquer 
sur  le  plan  horizontal,  le  point  /  où  la  droite  des  points  de  contact  perce  le 
plan  vertical,  a  pris  la  position  \y  qui  détermine  la  droite  Kx. 

Cette  droite  KX  coupe  le  cercle  du  diamètre  CD  en  deux  points  <?,  4>  ^^^ 
en  dessous  et  Fautre  au-dessus  de  l'horizontal  CD;  ces  deux  points  sont  ceux 
où  les  plans  tangens  à  la  sphère^  menés  par  la  droite  donnée  (AB,  a*),  tou- 
chent la  sphère.  Ils  ont  pour  projections  horizontales  les  points  H,  H'  intersec- 
tions de  la  droite  CD  et  des  perpendiculaires  4>H,  4H'  abaissées  des  points  <f>, 
4  sur  cette  droite.  Mais  les  projections  verticales  des  points  de  contact  sont 
sur  la  droite  ef;  elles  se  trouvent  aussi  sur  les  perpendiculaires  ISHï^Wi  à  XY; 
donc  les  points  de  contact  sont  déterminés  de  position  par  rapport  aux  plans 
de  projection.  Celui  qui  est  au-dessus  du  plan  horizontal  a  pour  projections 
les  points  H',  A',  et  celui  qui  est  au-dessous  a  pour  projections  les  points  H,  A. 
Les  rayons  de  la  sphère  menés  par  les  points  de  contact  ont  pour  projec- 
tions Fun  (OH,  oA),  l'autre  (OH',  oK)  :  or  les  plans  tangens  à  la  sphère  sont 
perpendiculaires  aux  rayons  menés  par  le§  points  de  contact;  donc  (art.  ai, 
iiv.  P^)  les  droites  AR,  bsy  respectivement  perpendiculaires  aux  projections 
(OH,  oh),  sont  les  traces  du  plan  qui  est  tangent  à  la  sphère  au  point  (H,  A), 
et  qui  passe  par  la  droite  donnée  (AB,  ab).  Ces  deux  traces  doivent  se  couper 
en  un  point  T  de  la  droite  XY.  De  même  les  deux  traces  AR'T',  bs't'  respecti- 
vement perpendiculaires  aux  projections  OH',  oh'  du  rayon  mené^par  le  se- 
cond point  de  contact  (H',  &'),  concourent  vers  un  point  de  la  droite  XY  :  le 
problème  proposé  est  complètement  résolu. 

ag.  Pour  trouver  l'intersection  de  la  sphère  et  de  la  droite  des  points  de 
contact,,  on  pourrait  mener  par  cette  droite  et  par  le  centre  de  la  sphère  un 
plan;  ce  plan  aurait  pour  trace  horizontale  la  droite  OK,  et  ferait  avec  le 
plan  horizontal  l'angle  LMN ,  opposé  au  côté  LN  =  L/  du  triangle  rectangle 
LMN.  Le  point  (L,  /)  de  la  droite  des  points  de  contact,  tournant  autour  de 
la  trace  OK  comme  charnière,  s'appliquerait  sur  le  plan  horizontal  en  ^',  sur 
la  perpendiculaire  LV  à  OR  ;  le  point  K  de  la  droite  tles  points  de  contact  est 
sur  la  charnière  OK;  par  conséquent  la  droite  VK  joint  les  deux  points  de 
contact.  Cette  droite  coupe  le  grand  cercle  de  la  sphère  décrit  du  point  O 
comme  centre,  avec  00'  pour  rayoa,  aux  points  P  et  Q,  qui  sont  les  points 
de  contact  de  la  sphère  et  du  plan  tangent  mené  par  la  droite  donnée.  Les 
projections  horizontales  H,  H'  de  ees  points  P  et  Q,  sont  sur  les  perpen- 
diculaires PH,  QH'  à  la  charnière  OK,  et  sur  la  droite  KL,  qui  coupe  ces  per- 
pendiculaires aux  points  H,  H',  déjà  trouvés  par  la  première  construction.  Les. 
perpendiculaires  HA,  H'A'  à  XY,  ont  rencontré  la  droite  ç^aux  points  A,  h'  pro^ 
jections  verticales  des  points  de  contact;  on  trouverait  directement  ces  points. 
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A,  h  y  en  remarquant  que  les  points  de  contact  sont  sur  le  petit  cercle  du  dia- 
mètre ef,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection.  La 
droite  donnée  (AR,  cJ?)  coupe  le  plan  de  ce  petit  cercle  au  point  («,  a)^  et 
faisant  tourner  ce  plan  autour  de  sa  trace  verticale  ef,  le  point  («^  a)  appli- 
qué sur  le  plan  vertical  de  projection,  prend  la  ppsition  jB.  Menant  les  tan- 
gentes ^(f\  |84'  ^^^  cercle  du  diamètre  ef^  les  points  de  contact  <f\  4'  ^^^  ^ 
cercle  seront  aussi  les  points  de  contact  de  la  sphère  et  du  plan  mené  par  la 
droite  donnée.  Les  perpendiculaires  <p'/t',  4'^  à  la  droite  ef^  déterminent  sur 
cette  droite  les  points  A,  h. 

On  peut  aussi  remarquer  que  la  tangente  Qy  au  grand  cercle  du  rayon  GO' 
et  la  droite  OK  prolongées  concourent  vers  le  point  v^de  la  trace  AR';  la  tan- 
gente <^u  au  petit  cercle  du  diamètre  CD  et  ce  diamètre  concourent  vers  le 
point  u  de  la  trace  AR.  La  position  de  ces  points  u  et  p  sert  de  vérification 
aux  opérations  qui  ont  déterminé  les  traces  AR ,  AR'  des  plans  tangens  à  la 
sphère. 

3o.  Deuxième  solution.  (Fig.  2,  pi.  a5.)  La  droite  par  laquelle  il  faut  mener 
un  plan  tangent  à  la  sphère  étant  donnée,  on  conçoit  un  cylindre  circonscrit 
à  la  sphère,  dont  la  droite  génératrice  est  parallèle  à  la  droite  donnée.  Ce 
cylindre  touche  la  sphère  suivant  un  grand  cercle,  dont  le  plan  est  perpen* 
diculaire  à  la  droite  donnée,  et  coupe  cette  droite  en  un  pdint.  Menant  par 
ce  point  deux  tangentes  au  grand  cercle,  les  plans  menés  par  ces  tangentes 
et  par  la  droite  donnée,  sont  tangens  à  la  sphère. 

Dans  la  solution  précédente,  on  aurait  pu  ne  considérer  qu'une  seule  sur- 
face conique  circonscrite  à  la  sphère,  dont  le  sommet  serait  un  point  queU 
conque  de  la  droite  donnée.  Le  cône  circonscrit  toucherait  la  sphère  suivant 
un  petit  cercle,  dont  le  plan  couperait  la  droite  donnée  en  un  point.  Les  tan- 
gentes au  petit  cercle  menées  par  ce  point  et  la  droite  donnée ,  détermine- 
raient les  deux  plans  tangens  à  la  sphère.  C'est  d'après  cette  considération 
qu'on  a  mené  (^g.  i^pl.  26)  les  tangentes  f^\  i34'  du  petit  cercle  de  la  sphère 
du  diamètre  ef^  pour  trouver  les  points  de  contact  <(>',  4'  des  plans  tangens  à 
la  sphère,  menés  par  la  droite  donnée.  Lorsque  le  sommet  du  cône  circon- 
scrit à  la  sphère  est  à  l'infini  sur  la  droite  donnée,  ce  cône  devient  un  cylin- 
dre dont  la  génératrice  est  parallèle  à  la  droite  donnée;  ainsi  la  seconde  so- 
lution à  laquelle  se  rapporte  \^fig*  a  que  nous  allons  expliquer,  est  un  ôas 
particulier  de  celle  qui  a  été  construites^.  î  (art.  ag). 
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Explication  de  lafig.  a,/?/,  a 5. 

3 1 .  On  mène  par  le  centre  O  de  la  sphère,  un  plan  (LOM)  perpendiculaire 
à  la  droite  donnée  (AB,  ah)^  dont  les  traces  OL,  OM,  sont  respectivement 
perpendiculaires  aux  projections  AB,  ab  de  cette  droite.  Ce  plan  rencontre 
la  droite  donnée  au  point  (N,  n),  et  coupe  la  sphère  suivant  le  grand  cercle 
du  rayon  OO'.  Les  tangentes  au  grand  cercle,  menées  par  le  point  (N,  «),  tou- 
chent la  sphère  au  point  de  contact  de  cette  sphère  et  du  plan  cherché.  Le 
plan  (LOM)  ayant  tourné  sur  sa  trace  horizontale  OL  comme  charnière ,  le 
point  (N,  »)  de  ce  plan  s'applique  sur  le  plan  horizontal  en  N',  par  lequ^ 
on  mène  les  tangentes  N'P,  N'Q  au  grand  cercle  O'PQ.  La  tangente  N'Q  qui 
coupe  le  plan  horizontal  au  point  I  de  la  droite  OL,  a  pour  projection  hori- 
zontale NIH';  d'ailleurs  le  point  Q  se  projette  sur  le  plan  horizontal  en  un 
point  de  la  droite  QH',  perpendiculaire  à  OL;  donc  le  point  de  contact  Q  se 
projette  sur  le  plan  horizontal  en  H'.  Mais  la  droite  PQ  coupe  le  plan  hori- 
zontal au  point  K  de  la  trace  OL;  donc  cette  droite  se  projette  sur  le  plan 
horizontal  en  H'RH.  Abaissant  du  point  P  la  perpendiculaire  PH  sur  OL,  le 
point  H  intersection  de  cette  perpendiculaire  et  de  la  droite  H'KH,  est  la  pro- 
jection horiz(»)tale  dn  second  point  de  contact  P. 

Pour  construire  les  projections  verticales  des  points  de  contact  P  et  Q,  on 
remarque  que  la  tangente  N'Q  a  pour  projection  verticale  la  droite  nih!.  L'in- 
tersection de  cette  droite  et  de  la  perpendiculaire  H'A'  à  la  commune  inter- 
section XY  des  plans  de  projection ,  détermine  le  point  K  projection  verti- 
cale du  point  Q  ;  d'ailleurs  le  point  K  de  la  droite  PQ  se  projette  verticale^- 
ment  en  K';  donc  cette  droite  PQ  se  projette  sur  le  plan  vertical  en  h¥kh. 
Le  point  h  y  intersection  de  cette  projection  et  de  la  perpendiculaire  Hh 
à  la  commune  intersection  XY,  est  la  projection  verticale  du  point  de  con- 
tact P. 

On  peut  encore  remarquer  que  la  droite  PQ  étant  perpendiculaire  au  plan 
mené  par  le  centre  O  de  la  sphère  et  par  la  droite  donnée  (AB,  ab\  les  pro- 
jections HH',  hh  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  de  la  sphère  et 
du  plan ,  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  traces  OA ,  Ob  du  plan 
mené  par  le  centre  de  la  sphère  et  par  la  droite  donnée. 

JLes  points  de  contact  (H,  A),  (H',  K\  et  la  droite  donnée  (AB,  ab)^  déter* 
minent  les  traces  horizontales  ART,  A'RT'  et  les  traces  verticales  bTSy  b$i  des 
deux  plans  tangens  à  la  sphère ,  menés  par  les  droites  données.  Ces  traces 
sont,  comme  pour  la  première  solution,  perpendiculaires  auiL  projections  des 
rayons  delà  sphère  menés  par  les  points  de  contact^  et  se  croisent  comme 
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sur  lay%.  I  en  deux  points  (T  et )  de  la  commune  intersection  XY  des 

plans  de  projection. 

Sa.  Les  deux  solutions  du  problème,  Mener  un  plan  tangent  à  une  sphère 
par  une  droite  donnée^  sont  fondées  sur  cette  considération,  que  le  plan  tan- 
gent  à  la  sphère  est  aussi  tangent  à  toutes  les  surfaces  coniques  circonscrites 
à  la  sphère,  dont  les  sommets  sont  situés  sur  la  droite  donnée.  La  même  con- 
sidération donne  la  solution  du  problème  plus  général  :  Mener  un  plan  tan- 
gent à  une  surface  quelconque  dé/inie,  par  une  droite  donnée  hors  la  surface. 
Deux  cônes  circonscrits  à  la  surface  proposée ,  qui  ont  leurs  sommets  sur  la 
droite  donnée ,  touchent  chacun  la  surface  suivant  une  ligne ,  et  les  points 
d'intersection  des  deux  lignes  de  contact,  déterminent  les  plans  tangens  à  la 
surface  qu'on  peut  mener  par  la  droite  donnée.  La  construction  géométrique 
des  lignes  de  contact  appartient  à  la  théorie  des  ombres  et  de  la  perspective 
linéaires,  que  nous  exposerons  dans  le  second  chapitre  des  applications.  Ce 
chapitre  contiendra  la  solution  du  problème  général  qui  consiste  à  mener 
par  une  droite  donnée,  un  plan  tangent  à  une  surÊice  quelconque  définie; 
maintenant  nous  ne  traiterons  cette  question  que  dans  Thypothèse  où  la 
surface  proposée  est  de  révolution. 

Nous  allons  faire  connaître  poilr  ce  cas  particulier  une  solution  fort  élé^ 
gante  qui  ramène  la  question  de  géométrie  à  trois  dimensions  à  ce  problème 
de  géométrie  plane  :  «  Mener  une  droite  qui  soit  à  la  fois  tangente  à  unel(y^ 
perbole  et  à  une  courbe  qui  est  donnée  dans  le  plan  de  cette  hyperbole.  >» 

PROBLÈME  YI. 

Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  tangent  à  une  surface  de  révolution? 

(PL  a6.) 

33.  Solution  de  Monge.  La  droite  donnée,  en  tournant  autour  de  Taxe  de 
révolution  de  la  surface  proposée,  engendre  un  fayperboloîde  de  révolution 
(art.  1 22,  liv.  I^  ),  et  le  plan  tangent  à  la  surface  proposée,  mené  par  la  droite 
donnée,  est  aussi  tangent  à  cetliyperboloîde,  puisqu'il  passe  (art.  127  et  i449 
iiv.  F**)  par  une  droite  de  cette  surface  :  or  i^n  plan  tangent  à  une  sur&ce  de  révo* 
lution  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  qui  passe  par  le  point  de  contact  ; 
donc  le  plan  tangent  à  deux  surfaces  de  révolution  qui  ont  même  axe,  est  per- 
pendiculaire au  plan  méridien  qui  passe  par  l'un  ou  l'autre  point  de  contact^ 
d'où  il  snkit  que  les  deux  points  de  contact  sont  dans  le  même  méridien,  et  c[ue 
la  droite  qui  les  unit  résulte  de  l'intersection  de  ce  méridien  et  du  plan  t&n* 
gent.  Mais  cette  droite  est  vdussi  la  tangente  commune  des  deux  sections 
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ridiennes  de  la  surface,  dont  l'une  est  une  hyperbole,  et  l'autre  la  courbe  gé- 
nératrice de  la  surface  ;  donc  en  coupant  les  deux  surfaces  de  révolution  par 
un  plan  méridien  quelconque,  et  menant  la  tangente  commune  aux  deux  seo- 
tiens ,  le  point  de  contact  sur  l'hyperbole  déterminera  le  cercle  de  cet  hy- 
perboloïde,  qui  est  le  lieu  géométrique  du  point  de  contact  du  même  hy* 
perboloïde  et  du  plan  tangent  demandé  :  la  droite  donnée  est  aussi  le  lieu 
géométrique  de  ce  point  de  contact;  donc  la  position  de  ce  point  sera  connue; 
conduisant  par  ce  point  et  par  Taxe  de  révolution  un  plan  méridien,  le  plan 
tangent  demandé  sera  déterminé  par  la  condition  d'être  perpendiculaire  à  ce 
plan  méridien  et  de  passer  par  la  droite  donnée. 

Explication  des  figures  ^  pi  26. 

34.  On  prend  pour  plan  horizontal  de  projection  un  plan  perpendiculaire 
&  Taxe  de  révolution  (A,  aà)  de  la  surface  proposée;  le  plan  vertical  de  pro- 
jection a  pour  trace  sur  le  plan  horizontal,  une  droite  (Quelconque  XY.  La 
courbe  génératrice  de  la  surface  de  révolution  est  une  ellipse  aodo\  dont  le 
grand  axe  ad  est  la  projection  verticale  de  Taxe  de  révolution;  cette  courbe 
a  pour  projection  horizontale  la  droite  OAO'  parallèle  à  XY. 

La  droite  donnée  (BC,  *c),  en  tournant  autour  dé  l'àxe  (A,  tia'),  engendre 
un  hyperboloîde  de  révolution,  dont  le  Cercle  de  gorge  a  pour  rayon  la  per- 
pendiculaire AD,  abaissée  du  point  A  sur  la  projection  horizontale  BC  de  la 
droite  donnée.  Ce  cercle,  dont  le  plan  Coupe  la  droite  donnée  ûu  point 
(D,  d)^  a  pour  projection  verticale,  Thorizontale  a:/ menée  par  le  point  rf, 
et  pour  projection  horizontale,  le  cercle  DD'F;  le  plan  méridiett  OAO',  paral- 
lèle au  plan  vertical  de  projection,  coupe  la  droite  donnée  aU  point  (E,  ^),  le 
cercle  de  gorge  aux  points  (D',  d^\  (F»/)  ;  '^s  deux  points  tf,  d*  appartiennent 
à  la  branche  d'hyperbole  ed^g\  section  de  Thyperboloïde  de  révohition  par 
le  plan  méridien  OAO'.  Un  point  quelconque  (G,  ^  dé  la  droite  donnée,  dé- 
crit en  tournant  autour  de  Taxe  (A,  ad^  tm  cercle  du  rayon  AG,  dont  la 
projection  verticale  est  g^;  mais  ce  cercle  a  pour  projection  horizontale  un 
cercle    GG'  du  même  rayon  AG ,  qui  est  côupé  par  le  plan  méridien  OAO' 
au  point  G'.  Élevant  la  perpendiculaire  Qt*g  à  XY,  qui  coupe  l'horizontale 
g^  an    point  g\  ce  point  g^  appartient  à  l'hyperbole  ed'^.  On  trouverait 
<le  la  i»^iB«  manière  d'autres  points  de  la  section  méridienne  de  l'hyper* 
boloîde. 

Supposons  maintenant  qu'on  ^it  mené  le^  droitcis  iK  ^  tangenites  à  la  fois 
aux  s^ct^ioas  méridiekmes:  des  deux^surfiiceé  de  révolution,  et  qu'on  ait  déter- 
miné les  points  de  conlact  1,  /sur  la  première  sectidn,  les  points  A,  k  si/r  la  se* 
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conde;  les  plans  horizontaux  hm,  kn  coupent  la  droite  donnée  aux  points 
(M,  w),  (N,  ri)^  qui  sont  les  points  de  contact  de  Thyperboloïde  de  révolution 
et  des  plans  demandés  :  or  les  plans  méridiens  qui  passent  par  ces  points,  ont 
pour  traces  horizontales  les  droites  AM,  AN;  d'ailleurs  ils  sont  verticaux  ;  donc 
les  plans  demandés  qui  leur  sont  perpendiculaires,  et  passent  par  la  droite 
donnée  (  BC ,  ^c  ) ,  ont  pour  traces  horizontales  les  droites  BP,  BQ ,  qu'on 
mène  par  le  point  B  où  cette  droite  donnée  perce  le  plan  horizontal,  per- 
pendiculairement aux  droites  AM,  AN,  traces  des  plans  méridiens. 

Les  points  de  contact  de  la  surface  de  révolution  proposée  et  des  plans 
tangens  demandés,  sont  situés  dans  les  plans  méridiens  AM,  AN  des  points 
de  contact  sur  Thyperboloîde  ;  ils  sont  aussi  sur  les  cercles  des  diamètres  u\ 
IV  qui  ont  pour  projections  horizontales  des  cercles  de  même  diamètre,  dé- 
crits du  point  A  comme  centre;  donc  ces  derniers  cercles  sont  coupés  par  les 
droites  AM,  AN  aux  points  I,  L  projections  horizontales  des  points  de  con- 
tact de  la  surface  de  révolution  proposée  et  des  plans  demandés.  Ces  points 
ont  évidemment  pour  projections  verticales  les  points  /« ,  x  des  horizon- 
tales ii\  //'. 

35.  Addition  à  la  solution  précédente.  Nous  avons  supposé  que  chacune  des 
tangentes  ïh^  kl  était  détenninée  par  leurs  points  de  contact  sur  les  sections 
méridiennes  de  la  surface  proposée  et  de  Thyperholoîde  de  révolution.  Dans 
la  pratique  du  dessin ,  on  mènerait  ces  tangentes  en  appliquant  une  règle 
tangentiellement  aux  deux  courbes  données.  La  première  tangente  ïh  ainsi 
tracée^  rencontre  l'axe  de  révolution  des  deux  surfaces  au  point  r;  regardant 
ce  point  comme  le  sommet  d'un  cône  drait  engendré  par  la  droite  ih  qui 
tourne  autour  de  l'axe  (A,  ad\  le  plan  tangent  à  ce  cône  mené  par  la  droite 
donnée,  est  le  plan  demandé  :  or  ce  cône  a  pour  base  sur  le  plan  horIzoDtal 
le  cercle  PP',  décrit  du  point  A  comme  centre,  avec  un  rayon  AP'  égal  à  la 
distance  du  centre  A  au  point  P',  dans  lequel  la  tangente  {rihp\  AP')  coupe 
le  plan  horizontal  ;  donc  le  plan  tangeqt  demandé  a  pour  trace  sur  le  plan 
horizontal,  la  droite  BP  tangente  à  la  circonférence  PP'  (*).  Le  second  plan 
tangent  demandé  a  pour  trace  horizontale  la  droite  BQ  tangente  à  la 
circonférence  QQ',  décrite  du  point  A  comme  centre,  avec  le  rayon  AQ' 
égal  à  la  distance  du  centre  A  au  point  Q',  dans  lequel  la  tangente 
(/^',  AQ')  coupe  le  plan  horizontal.  Les  deux  plans  menés  par  la  droite 


{^)  Par  le  point  B  où  la  droite  donnée  coupe  le  plan  horizontal,  on  peut  mener  deux  tangentes 
au  cercle  PP';  mais  la  seconde  tangente  serait  la  trace  d*un  plan  tangent  à  la  surface  proposée, 
qui  passerait  par  la  génératrice  de  Thyperboloide,  dont  la^profectton  horizontale  serait  kl  taux^ 


gente.BD'^à  ia  circonférence  DII'P^ 


GÉOMÉTHIE  DESCRIPTIVE.  i55 

donnée,  tangentiellement  aux  deux  cônes  droits ,  les  touchent  suivant  des 
droites  qui  ont  pour  projections  horizontales  AP  et  AQ.  Ces  droites  AP,  AQ 
sont  aussi  les  traces  des  plans  méridiens  verticaux ,  qui  contiennent  les 
points  de  contact  de  la  surface  donnée  et  des  plans  demandés.  Connaissant 
ces  plans  méridiens,  on  construit  les  points  (M,  m),  (N,  /i),  où  ils  coupent 
la  droite  donnée  (BC,  bc).  Menant  les  horizontales  mh^  nkj  elles  rencon- 
trent  les  tangentes  ip\  kq'  aux  points  A  et  ^  de  la  branche  d'hyperbole  bd'g\ 

Les  plans  tangens  à  la  sur£aice  proposée,  dont  on  connaît  les  traces  hori* 
2on taies BP,  BQ,  touchent  cette  surface  en  deux  points  (I,  /u),  (L,  X),  qu'on 
déterminerait  en  menant  par  les  points  P  et  Q  des  tangentes  aux  courbes 
méridiennes  contenues  dans  les  plans  verticaux  AP,  AQ. 

On  remarquera  qu'ayant  projeté  les  points  P  et  Q  en  9r  et  q  sur  la  droite 
XY,  les  quatre  points  v^m^fA^  r  sont  sur  la  même  ligne  droite.  Il  en  est  de 
même  des  quatre  points  /i,  r',  >,  q^  qui  sont  aussi  sur  la  même  droite  qn. 

Cette  solution ,  quoique  moins  rigoureuse  que  la  précédente,  est  néanmoins 
très-admissible  dans  la  pratique  du  dessin  graphique^ 

On  a  trouvé,  pour  les  traces  horizontales  des  plans  tangens  à  l'ellipsoïde 
aux  points  (I,  ^i),  (L,  >)  les  droites  BP,  BQ;  leurs  traces  sur  le  méridien  ver* 
tical  A£^  parallèle  au  plan  vertical  de  projection,  passeront  par  des  points 
déjà  construits.  En  e£kt,  ce  plan  méridien  coupe  la  droite  donnée  au  point 
(£,  é)  ;  la  tangente  à  la  section  méridienne  qui  passe  par  le  point  de  contact 
(I^  ^),  coupe  Taxe  de  révolution  au  point  (A,  r)  qui  est  dans  le  plan  méri- 
dien AE  ;  donc  la  droite  er  est  sur  ce  plan,  la  trace  du  plan  tangent  au  point 
(I,  fj^  de  Tellipsoide.  Cette  droite  «r prolongée,  passe  par  le  points  projection 
verticale  du  point  S,  où  le  plan  méridien  AE  coupe  la  trace  horizontale  B9 
du  plan  tangent  De  ces  trois  points  r,  e,Sj  deux  suffisent  pour  déterminer 
la  trace  du  premier  plan  tangent  sur  le  plan  vertical  AE  parallèle  au  plan 
vertical  de  projection  XY.  Quant  à  la  trace  ert  du  second  plan  tangent  au 
point  (L,  )i)  de  l'ellipsoïde ,  elle  est  aussi  déterminée  par  les  projections  e, 
r'j  t  de  trois  points,  dont  le  premier  est  sur  la  droite  donnée,  le  second  à  Fin* 
tersection  de  l'axe  de  révolution  et  de  la  tangente  à  la  section  méridienne  au 
point  de  contact  (L,  ^),  et  le  troisième  à  l'intersection  des  traces  horizontales 
BT  et  AT  du  plan  tangent  et  du  plan  méridien  AE. 
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PROBiJ^ME  VU.  — (Fig,  I,  pi.  ^7.) 

Mener  une  tangente  à  une  hélice,  i^  par  un  point  donné  sur  l'hélice;  2^  parai- 

lèUrnent  à  un  plan  donné* 

• 
36»  Solution.  P^rmi  les  courbe^  tracées  3ur  ua  cylindre,  celle  qui  jouit  de 
cette  propriété»  que  se^  tangentes  fassent  avec  les  droites  du  cylindre  des 
angles  égau;^,  se  nomme  hélice.  Il  suit  de  cette  défînition  que  Vhélice  se  trans» 
forme  sur  le  développement  du  cylindre  en  une  ligqe  droite;  et  si  l'on  con* 
sidère  une  partie  quelcopquQ  de  cette  droite  comme  l'hypothénuse  d'un 
triangle  rectangle  qui  a  pour  côté  une  droite  du  cylindre  »  l'autre  côté  sera 
la  transformée  d'une  portion  de  U  section  droite  du  cylindre.  Le  rapport  de 
ces  deux  côtés  est  constant;  la  valeur  de  ce  rapport  détermine  l'angle  que  la 
tangente  à  l'hélice  £8ùt  avec  la  droite  du  cylindre  qui  passe  par  le  point  de 
contact.  Un  fil  plié  librement  sur  un  cylindre»  forme  une  hélice*  Lorsque  le 
cylii^dre  a  pQur  base  une  courbe  fermée»  l'hélice  coupe  une  droite  quelcon- 
que de  ce  cylindre  en  une  suite  de  points  équidistans;  la  distance  de  deux 
points  consécutifs  se  nomme  pas  de  r hélice;  la  portion  d'hélice  comprise 
entre  ces  deux  points.  Corme  un  tour  entier;  elle  se  projette  sur  ujo  plan  per- 
pendiculaire aui(  droites  du  cylindre»  suivant  la  base  ou  la  section  droite  du 
cylindre.  Le  développement  de  cette  base  et  le  pas  de  l'bélice  sont  dans  ub 
rapport  constant.  Le  même  rapport  subsiste  entre  les  fractions  semblables 
du  contour  de  la  base  et  de  la  hauteur  du  pas.  Cette  piopriété  donne  la  con- 
struction  suivante  de  l'hélice  sur  ua  cylindre  droit  à  ba^e  circulaire. 

Construction  de  VkéUce^  (Pi.  2.7^  fig.  1.) 

37.  Soit  oi2i3 8 m o  la  circ(»iférence »  base  du  cylindre  droit; 

on  la  divise  en  arcs  égaux,  a  partir  du  point  o,  origine  de  l'hélice.  Le  pas  de 
l'hélice  étant  donné»  on  le  partage  dans  le  même  nombre  de  parties  égales» 
et  on  porte  ces  parties  sur  les  droites  du  cylindre,  qui  passent  par  les  points 
de  division  i,  2»  3»  etc.  de  la  circonférence;  savoir  une  partie  sur  la  droite 
du  point  I ,  deux  parties  sur  la  droite  du  point  2,  et  ainsi  de  suite.  L'hélice 
passe  par  les  extrémités  de  ces  droites,  et  a  son  origine  au  point  o. 

Pour  construire  la  projection  de  l'hélice  sur  un  plan  vertical  XY  parallèle 
au  rayon  Oo,  on  y  projette  les  droites  verticales  du  cylindre,  et  les  distances 
des  extrémités  a,  b^  c,  d,  etc.  de  ces  projections  à  la  droite  XY»  sont  respec- 
tivement égales  aux  droites  du  cylindre^  comprises  entre  sa  base  et  l'hélice. 


! 
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^  l'on  a  divisé  la  circonférence  de  la  base  en  seize  parties  égales,  la  perpén^ 
diculaire  [^\d  à  la  droite XY,  coupe  cette  droite  au  point  4',  et  prenant  4'rf 
égal  au  quart  du  pas  de  Thélice,  le  point  d  appartient  à  la  projection  verticale 
du  point  de  l'hélice,  dont  la  projection  horizontale  est  le  point  4*  Menons 
d'abord  la  tangente  à  l'hélice  par  ce  point  ;  cette  tangente  est  sur  le  plan  tan- 
gent au  cylindre,  qui  passe  par  le  même  point,  et  dont  la  trace  sur  le  plan 
horÛBontal  est  la  droite  4L*  Cette  droite  parallèle  à  XT  est  évidemment  la 
projection  horizontale  de  la  tangente.  Développant  le  cylindre  sur  le  plan 
tangent  vertical  4L,  le  quart  de  circonférence  o\%M\  deviendra  sur  le  déve* 
loppement  la  droite  4L,  et  on  aura  sur  le  plan  de  développement  un  triangle 
rectangle  Idti^  dont  le  côté  t\l^=^  4L,  et  Thypothénuse  dl  sera  la  projection 
verticale  de  la  tangente  à  l'hélice  au  point  (4,  d\  Cette  tangente  fait  avec  la 
droite  du  cylindre,  qui  passe  par  le  point  de  contact  (4 9  d\  un  angle  ldl\\ 
elle  coupe  le  plan  horizontal  au  point  L,  dont  la  projection  verticale  est  le 
point  /  de  la  droite  XY. 

On  aura  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  l'hélice^  autre  que  celui 
(4,  d\  pour  lequel  cette  tangente  est  parallèle  an  plan  vertical  de  projec» 
tien ,  en  menant  par  le  point  donné  de  l'hélice,  et  dans  le  pian  tangent  an  cy* 
lindre  qui  passe  par  ce  point,  une  droite  faisant  avec  l'arête  du  cylindre  un 
angle  égal  à  l'angle  connu  Idbi.  D'après  la  définition  de  l'hélice,  cet  angle  est 
constant  pour  tous  les  points  de  la  courbe. 

Seconde  partie  de  la  solution.  *—  Mener  une  tangente  à  rhélice,  qui  soit  paral- 
lèle à  un  plan  donné  (*)?  (PI.  17.) 

38.  Les  tangentes  à  l'hélice  font  avec  les  arêtes  du  cylindre  un  angle  con- 
stant ;  d'où  il  suit  qu'elles  sont  parallèles  aux  arêtes  d'un  cône  droit,  qui  au- 
rait pour  axe  une  parallèle  aux  arêtes  du  cylindre.  Ce  cône  étant  construit, 
il  n'y  a  aucune  tangente  à  Fhélice  qui  n'ait  sa  parallèle  sur  la  surface  du  cône. 
Mais  un  plan  mené  par  le  sommet  de  ce  cône  parallèlement  au  plan  donné, 
coup€  en  général  le  cône  suivant  deux  droites,  et  les  tangentes  parallèles  à 
ces  cfroites  sont  évidemment  parallèles  au  plan  donné;  ainsi  la  question  pro- 
posée est  ramenée  à  celle-ci  :  Mener  une  tangente  à  une  hélice  parallèle  à  une 
droite  dont  on  a  déterminé  la  position  ?  Cette  droite  étant  projetée  sur  le  plan 
horizontal  de  la  section  droite  du  cylindre,  la  tangente  à  cette  section  parallèle 


(^)  J*ai  résolu  cette  q^estiOD,  pour  expliquer  le  mouvemeut  ascensionnel  de  l'eau  dans  la  vis. 
d'Arcllimède.  (Voyea  le  TnUté  des  Machines^  4"  édition,  i8a8,  page  180^} 
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à  la  projection  de  la  droite,  est  la  projection  horizontale  de  la  tangente  à 
l'hélice  demandée.  De  cette  projection,  on  déduit  facilement  le  point  de 
contact  et  la  projection  verticale  de  la  tangente. 

Suite  de  V explication  de  lajig.  i^pL  27. 

39.  Soit  (O,  dd')  Taxe  du  cylindre  sur  lequel  Thélice  est  tracée;  on  prend 
sur  cet  axe,  un  point  (O,  d)  pour  sommet  du  cône  droit  qui  a  pour  coté  la 
droite  dl  faisant  avec  d[\  l'angle  ldl\  éga}  à  celui  que  la  tangente  à  l'hélice 
£ait  avec  l'arête  du  cylindre*  La  base  du  cône  droit  est  le  cercle  décrit  du 
point  O  comme  centre,  avec  OP  =  t\l  pour  rayon.  Le  plan  mené  par  le  som- 
met (O,  d)  de  ce  cône,  parallèlement  au  plan  donné,  le  coupera  suivant  deux 
droites;  et  si  l'on  suppose  le  plan  donné  par  ses  deux  traces  ZZ',  TIz,  dont 
l'une  ZZ'  est  perpendiculaire  à  XY,  le  plan  parallèle  (TR&f  )  coupera  le  cône 
suivant  deux  arêtes  qui  se  projettent  sur  le  plan  horizontal  en  OR  et  OT,  rayons 
du  cercle  décrit  du  point  O  comme  centre.  Les  extrémités  R,  T  de  ces  rayons 
sont  déterminées  par  l'intersection  de  la  droite  ST,  perpendiculaire  à  XY,  et 
du  cercle  décrit  du  point  O  comme  centre,  avec  OP  =:  4V  pour  rayon.  Les 
tangentes  QQ',  W  à  la  section  droite  du  cylindre,  respectivement  parallèles 
aux  droites  OT,  O^,  spnt  les  prpjections  horizontales  des  tangentes  à  l'hélice 
parallèles  au  plan  donné,  et  on  a  les  points  Y,  Q  pour  les  projections  hori-* 
zontales  des  points  de  contact. 

Les  perpendiculaires  Nvj  Qq  à  XY  déterminent  les  projections  verticales 
p,  9  de  ces  points.  Les  parallèles  i^4>,  ^4  ^  1^  trace  verticale  Zz  du  plan 
donné,  sont  les  projections  verticales  des  tangentes  k  l'hélice  aux  points 

Les  droites  Y^,  Q^  prolongées,  couperaient  la  projection  verticale  de  l'hé- 
lice en  une  suite  de  points  équidistans  tels  que  v\  q\  pour  lesquels  les  tan- 
gentes  if^\  q-\'  à  cette  projectiop  verticale  seraient  parallèle^  la  trace  Zz 
du  plan  donné  (ZZ  z). 

Si  l'on  proposait  de  mener  une  tangente  à  la  projection  verticale  abcd..... 
de  Thélice,  qui  fut  parallèle  à  une  droite  donnée,  on  résoudrait  ce  problème 
de  la  même  manière  que  le  précédent^  en  regardant  la  droite  donnée  comme 
la  trace  d'un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection. 
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PROBLEME  YIIL 

Mener  une  tangente  à  une  épicycloiele  sphérique,  par  un  point  donné  sur 

cette  courbe?  (Fig.  a,  pi.  27.) 

4o.  Définition  de  Vépicychide.  De  deux  cônes  droits  qui  se  touchent  et 
qui  ont  même  sommet,  l'un  étant  fixe  et  l'autre  mobile,  un  point  quelconque 
du  cône  mobile  décrit  une  épicjrdoïde  sphérique. 

4i.  Solution  du  problème.  Pendant  que  le  cône  mabile  roule  sur  le  cône 
fixe,  la  distance  du  point  générateur  de  l'épicycloïde  au  sommet  comiqun  des 
deux  cônes ,  ne  varie  pas  ;  d'où  il  suit  que  1  epicycloïde  appartient  à  une 
sphère  qui  a  pour  rayon  cette  distance,  et  pour  centime,  le  sommet  commua 
des  deux  cônes.  Cette  sphère  coupe  le  cône  fixe  et  le  cône  mobile  suivant 
deux  cercles,  dont  les  plans  font  entre  eux  un  angle  égal  à  celui  qui  est 
compris  entre  les  axes  de  ces  qônes*  Le  cercle  base  du  cône  mobile  touche, 
dans  toutes  se&  positions  le  cercle  base  du  cône  fixe,  et  pour  chaque  position 
du  premier  cercle,  un  point  de  ce  cercle  appartient  à  Tépicycloïde.  La  droite 
menée  de  ce  point  de  l'épicycloide  aq  point  de  contact  du  cercle  fixe  et  du 
cercle  mobile  varie  de  grandeur;  elle  est  d'abord  nulle  ;  elle  croît  jusqu'à. ce 
qu'elle  soit  égale  au  diamètre  du  cercle  mobile  ;  ensuite  elle  décroit  et  rede- 
vient nulle  f  elle  est  k  très-peu  près  constante,  pendant  que  le  point  généra- 
teur passe  d'une  position  à  une  autre,  qui  en  est  infiniment  voisine  ;  dans  le 
même  -temps ,  le  point  de  contact  du  cercle  fixe  et  du.  cercle  mobile ,  ne 
change  pas  senaiblement  ;  ce  point  peut  donc  être  considéré  comme  le  centre 
d'une  sphère  sur  laquelle  se  trouve  l'élément  de  courbe  décrit  par  le  point 
générateur  de  l'épicycloide.  Il  suit  de  là  que  ce  point,  dans  un  instant  quel- 
conque de  son  mouvement,  décrit  un  élément  de  courbe  qui  est  à  la  £ois  sur 
deux  sphères,  l'une  qui  a  pour  rayon  la  distance  constante  de  ce  point  au 
sommet  commun  des  deux  cônes,^rautre  qui  a  pour  rayon  la  distance  variable 
de  ce  .point  à  celui  où  le  cercle  mobile  touche  le  cercle  fixe;  or  un  élément 
de  courbe  ne  peut  être  à  la  fois  sur  deux,  sphères^  qu'il  jae  soit  sur  l'intersec- 
tion 4e  dcaix  plan«  qui  touchent  ces  sphères  ;  donc  i""  1^  tangente  en  un  point 
quelconque  d'qne  épicyclojLde  sphérique,  est  une  droite^  intersection  de  deux 
plan^  qifi  tçuçbent  deux  sphères  dont  Jies  centres  et  les  rayons  sont  donnés;. 
a^  ^eljte  tangente  est  perpendiculaire  au  plan  mené  par  le  point  de  Tépicy- 
dpïçLe  et  par  les  ceqtre$  des  deux  sphères* 


•  ' 
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Explication  de  la  figure  'x^pL  27.  — •  Description  de  Vépiçycloïde  sphérique, 

42  •  L'axe  du  cône  fixe  étant  supposé  vertical,  soit  décrit  sur  le  plan  hori- 
zontal le  cercle  ABCD  (/?/.  ^^^fig.  2)  du  cône  fixe,  qui  est  constamment 
touché  par  le  cercle  du  cône  mobile,  sur  lequel  se  trouve  le  point  générateur 
de  répicyclbïde.    . 

Soit  AB.nn  arc  quelconque  du  cercle  ABCD  compris  entre  Torigine  A  de 
Tépicycloïde  et  le  point  de  contact  dé  ce  cercle  ABGD  et  du  cercle  mobile 
dans  une  position  quelconque.  Le  plan  verfical  SBE' contient  i*»  lesaxe^S^, 
$$*  des  deux  cônes;  a*'  Taréte  ^B,  suivant  laquelle  ces  deux  cônes  se  touchent; 
3^  l'angle  E'Be  que  font  entre  eux  le  plan  horizontal  du  cercle  fixe  et  le  plan 
incliné  (eBNn)  du  cercle  mobile;  4°  1^  diamètre  Be  de  ce  dernier  cercle.^  En 
supposant  que  le  plan  du  cercle  mobile  tourne  autour  de  sa  trace  homontale 
Ba2  comme  charnière,  pour  s'appliquer  sur  le  plan  du  cercle  fixe  ABCD,  et 
que  l'arc  B/'  du  cercle  mobile  soit  de  même  longueur  que  Parc  AB  d»  cercle 
fixe,  le  point/*'  sera  la  position  du  point  générateur  de  i'épicycloïde  qui  cor- 
respond au  point  de  contact  B,  par  leqtiel  passe  Farête  de  contact  5B  des 
deux  cônes.  La  projection  horizontale  F  du  pointa  est  sur  la  droite /'F' 
perpendiculaire  à  la  droite  B/i.  Ayant  mené^'F  perpendiculaire  au  diamètre 
BE',  l'arc  de. cercle  décrit  du  point  B  commecentre,  avec  un  rayon  égal  à  BF, 
coupe  la  droite  Be  au  point/;  projection  du  point/' sur  le  plan  vertical  SB^5. 
La  perpendiculaire J^P*  abais.^ée  du.poihty  sur  le  diamètre  BE',  coupe  la 
droite /'F'  au  point  F,  projection  horizontale  du  point/'  de  Tépicycloïde. 
Quant  à  la  hauteiu'  de  ce  pointy  au-dessus  du  plan  horizontal,  elle  est  évi- 
demment égale  kfy. 

43.  Supposons  maintenant  que  le  point  dé  contact  du  cercle  fixe  et  du 
cercle  mobile, au  lieu  d'être  en  B,  soit  en  K;  on  pourrait  i*  mener  le  plan 
vertical  SK,  qui  contiendrait  les  axes  des  deux  cônes  ;  Of?  l'abattre  sur  le  plan 
horizontal,  et  trouver  un  point  G  de  la  projection  horizontale  de  I'épicycloïde, 
comme  on  a  trouvé  le  point  F';  mais  il  n'est  pas  nécessaire  d'employer  un  se- 
cond plan  vertical  SK;  le  premier  SRes  suffit.  En  cflfet,  sKÀfBJ'g'  un  arc  du 
cercle  mobile  d'une  lofngneur  éjgale  à  celle  de  Tare  ABK;  on  pourrait  tracer 
le  cercle  du  diamètre  Kl  =:Be,  et  opérer  stir  te  cercle  comfraîe  sur  jcéliii  du 
diamètre  BE",  qui  touche  le  cercle  fixe 'au  poinlf^B.  Règaixhint  Cfe  pdiftt  B 
comme  le  point  de  contact  K,  la  projection  hot^ïzontale.  du  point  g'  serait  en 
G',  sur  la  droite  g'G  perpendiculaire  à  la  tangente  B;i  des  deux  cerdes'fixe  et 
mobile.  Menant  les  droites  SG',  BG',  on  formera  le  triangle  SBG'  qui  étaii^ 
transporté  en  SKG,  détermine  le  point  G  qui  est  la  projection  horizontale  dit 
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point  ^  du  cercle  ndobile,  lorsque  ce  cercle  touche  le  cercle  fixe  au  point  K. 
En  supposant  que  le  point  de  contact  de  ces  deux  cercles  soit  en  C ,  extré«* 
mité  d'un  arc  ABC  du  cercle  fixe,  égal  en  longueur  à  la  demi-circonférencè 
du  cercle  mobile,  le  point  générateur  de  l'épicycloïde  a  pour  projection  ho- 
rizontale un  point  E  du  rayon  SC ,  tel  que  CE  est  égal  à  la  projection  •  hori* 
zontale  Bt  dû  diamètre  B^  du  cercle  mobile. 

44*  L'arc  ACD  du  cercle  fixe  étant  égal  en  longueur  à  là  circonférence  en- 
tière du  cercle  mobile,  le  point  D  appartient  à  l'épicycloïde  sphérique,  et  peut 
être  considéré  comme  l'origine  d'une  autre  branche  Dj8  de  l'épicycloïde,  égale 
à  la  première ,  et  qui  aurait  pour  projection  horizontale  une  courbe  qui  ne 
di£Férerail  pas  de  AED;  les  deux  branches  ont  pour  tangente  commune  au 
point  D,  le  rayon  SD. 

45.  Il  suit  de  cette  construction,  i*  que  l'épicycloïde  sphérique  est  en  gé- 
néral composée  d'une  infinité  de  branches  égales,  qui  se  projettent  sur  le 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cône  fixe ,  suivant  des  courbes  égales  ; 
a^  que  le  nombre  de  branches  est  finie,  lorsque  la  circohférélice  du  cercle 
mobile  est  contenue  un  nombre  entier  de  fois  dans  la  circonférence  du  cer- 
cle fixe;  3^  que  c%%  branches  en  nombre  fini  ou  infini  ont  sur  là  base  circu- 
laire de  ce  cône,  des  points  de  rebroussement ;  4*  que  l'arc  de  cette  base, 
compris  entre  deux  points  consécutifs  de  rebroussement,  est  égal  en  longueur 
à  la  circonférence  du  cercle  mobile. 

Construction  de  la  tangente  à  Vépicycloïde  sphérique, 

46-  Première  solution.  Le  point  de  l'épicycloïde  sphérique  pour  lequel  on 
demande  la  tangente,  est  en/'  sur  le  cercle  mobile  du  diamètre  BE';  il  a  pour 
projection  horizontale  le  point  F',  et  pour  projection  sur  le  plan  vertical 
SB^\  le  point/  La  tangente  demandée  est  (art.  4i)  perpendiculaire  au  plan 
des  droites  menées  du  point  (F',/)  aux  centres  ^  et  B  des  deux  s{^ères  dont 
chacune  contient  l'élément  d'épicycloïde  ;  or  la  première  droite  (SF',  sf)  ren- 
contre le  plan  horizontal  au  point  Y;  la  seconde  droite  passe  par  le  point  B; 
donc  le  plan  des  deux  droites  (SF,  s/)^  (BF',  ^)  a  pour  trace  sur  le  plan 
horizontal  la  droite  BV,  et  sur  lé  plan  vertical ,  la  droite  ^B  ;  donc  la  tangente 
demandée  a  pour  projections  horizontale  et  verticale  les  droites  F'T,yî  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  traces  BV,  ,fB,  et  elle  rencontre  le  plan  ho* 
rîzontal  au  point  (T,  t). 

47-  Deuxième  solution.  Soit  encore/'  le  point  donné  sur  l'épicycloïde,  dont 
la  projection  horizontale  est  F.  La  tangente  en  ce  point  (art.  4i)  est  la  droite 
intersection  de  deux  plans  tangens,  l'un  à  la  sphère  qui  a  son  centre  au  som* 
xnet  (S,  s)  du  cône  mobile  et  du  cône  fixe,  l'autre  à  la  sphère  qui  a  pour  rayon 

21 
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la  droite /'B,  et  dont  le  centre  est  le  point  de  contact  B  du  cercle  fixe  et  du 
-cercle  mobile  sur  lequel  se  trouve  le  point/"'  de  Tépicycloïde.  Le  rayon  de 
la  première  sphère,  mené  par  le  point/* ',  ayant  pour  projection  horizontale 
la  droite  SF\  la  trace  du  plan  qui  touche  cette  sphère  au  point/*'  est  perpen* 
diculaire  à  cette  droite  SF';  de  plus  ce  plan  passe  par  la  tangente/*'/  du  cer* 
cle  Bf'gE'i  or  cette  tangente  coupe  le  plan  horizontal  au  point  /  de  la  tan- 
gente Bln  du  cercle  fixe;  donc  le  plan  tangent  à  la  première  sphère,  a  pour 
trace  sur  le  plan  horizontal  la  droite  bn  perpendiculaire  à  SF'. 

Le  plan  tangent  à  la  seconde  sphère  au  point/*'  passe  par  la  droite /''N 
tangente  au  grand  cercle  de  cette  sphère ,  décrit  du  point  B  comme  centre 
avec  un  rayon  égal  à  ^';or  cette  tangente  coupe  le  plan  horizontal  au  point  N 
de  la  droite  Bln,  qui  touche  le  cercle  fixe  au  point  B;  donc  si  de  ce  point  N 
on  abaisse  une  perpendiculaire  TSp  sur  la  projection  horizontale  BF'  du 
rayon  Bf\  cette  perpendiculaire  sera  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  à 
la  seconde  sphère;  elle  coupe  la  trace  Im  du  plan  tangent  à  la  première  sphère 
en  un  point  T  de  la  tangente  à  l'épicycloïde.  Donc  la  droite  menée  par  les 
points  T  et  F',  touche  la  projection  horizontale  de  l'épicycloïde  au  point  F. 

48.  Le  plan  tangent  à  la  seconde  sphère  au  point/',  étant  perpendiculaire 
au  rayon  Bf\  et  au  plan  du  cercle  mobile  Bf'g'E',  il  passe  par  la  droite  epr 
menée  perpendiculairement  au  plan  Be  du  cercle  mobile,  par  le  point  £'  de 
ce  cercle.  Or  cette  droite  epr  coupe  le  plan  horizontal  au  point  p  ;  donc  la 
droite  N/?  est  la  trace  du  plan  tangent  à  la  seconde  sphère,  et  doit  être  per- 
pendiculaire à  la  projection  horizontale  BF'  du  rayon  qui  passe  par  le  point 
de  contact  F'.  Le  plan  tangent  en/'  à  la  sphère  du  rayon  1^^'  perpendiculaire 
au  plan  du  cercle  mobile ,  coupe  ce  second  plan  suivant  la  droite  /*'£',  c^i 
passe  par  Textrémité  £'  du  diamètre  BE';.  d'où  il  suit  que  cette  droite  est  la 
projection  de  la  tangente  à  l'épicycloïde  menée  par  le  point/'  sur  le  plan  du 
cercle  mobile. 

Lé  plan  tangent  à  la  sphère  du  rayon  Bf  au  point  /"'  du  cercle  mobile 
B/*'G',  est  aussi  tangent  au  cône  qui  a  pour  base  l'épicycloïde  sphérique,  et 
pour  sommet  le  point  r  de  la  droite  S^,  où  cette  droite  est  rencontrée  par  la 
perpendiculaire /?er  à  l'extrémité  du  diamètre  B<?;^e  qui  est  évident,  puis- 
qu'il passe  par  une  tangente  à  la  ligne  qui  sert  de  base  au  cône.  Mais  il  est 
important  de  remarquer  que  pour  une  position  quelconque  KI^  du  cercle 
mobile,  on  a  sur  ce  cercle  un  point  y  de  l'épicycloïde  sphérique,  tel  que  le 
plan  conduit  par  la  droite  7 1,  perpendiculairement  à  la  droite  7K,  qui  joint 
le  point  y  de  l'épicycloïde  et  le  point  de  contact  K  des  cercles  fixe  et  lùobile, 
est  tangent  au  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  r,  et  pour  base  l'épicycloïde 
sphérique.  En  effet,  l'angle  K^I  étant  droit,  le  côte  yl  de  cet  angle  passe  né- 
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cessairement  par  le  point  I,  extrémité  du  diamètre  Kl  du  cercle  mobile;  le 
plan  >I  perpendiculaire  à  la  droite  K^  située  dans  le  plan  du  cercle  mobile, 
et  par  conséquent  perpendiculaire  à  ce  plan,  passe  par  la  droite  qu  on  mè- 
nerait par  le  point  I  perpendiculairement  au  plan  du  cercle  mobile  :  or  cette 
dernière  droite  coupe  Taxe  Ss  au  point  r,  puisque  ce  point  r  est  le  sommet  du 
cône  droit  engendré  par  la  droite  er^  qui  tourne  autour  de  la  droite  Ssr;  donc 
le  plan  ylj  passant  par  le  point  y  de  l'épicycloïde  spbérique,  ainsi  que  le 
plany'E'  passant  par  le  point/'  de  cette  courbe,  est  tangent  au  cône  qui  a 
son  sommet  au  point  r,  et  dont  la  base  est  Tépicycloïde  spbérique. 

49.  Conclusion.  Quelle  que  soit  la  position  du  cercle  mobile,  on  doit  dis- 
tinguer sur  ce  cercle  trois  points  :  i**  le  point  générateur  de  Tépicycloïde  ; 
7?  le  point  de  contact  du  cerde  fixe  et  du  cercle  mobile  ;  3^  l'extrémité  du 
diamètre  qui  passe  par  ce  point  de  contact.  Ayant  élevé  par  ce  dernier  point 
une  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  mobile ,  cette  perpendiculaire  coupe 
Taxe  du  cône  fixe  en  un  quatrième  point,  qui  est  invariable  comme  Tincll- 
naison  du  plan  du  cercle  mobile,  par  rapport  au  plan  du  cercle  fixe;  ieplan 
mené  par  cette  perpendiculaire  et  par  le  point  générateur  de  Vépicycloïde 
sphérique,  est  tangent  au  cône  qi^i  a  pour  sommet  le  quatrième  point,  et 
pour  base  Vépicycloide  sphérique. 

FROBLàHE  IX.  (PL  (A)  in-foUo^  pi,  38  i>>'4*.) 
Connaissant  les  distances  d^un  point  à  trois  droites,  construire  ce  point? 

50.  Solution  par  l'intersection  de  trois  cylindres.  Nommons  A ,  B ,  C  les 
trois  droites  données;  a,  b,  c  les  distances  connues  du  point  cherché  à  ces 
droites  ;  tous  les  points  qui  sont  à  la  distance  a  d'une  droite  donnée  A ,  ap- 
partiennent à  un  cylindre  droit  dont  Taxe  est  la  droite  donnée,  et  qui  a  pour 
base  un  cercle  du  rayon  a;  la  surface  de  ce  cylindre  est  donc  un  lieu  géomé^ 
trique  du  point  demandé.  Par  la  même  raison,  les  deux  cylindres  droits  qui 
ont  pour  axes  les  droites  B  et  C,  et  pour  bases  des  cercles  dont  les  rayons 
sont  respectivement  égaux  au^  distances  connues  b  et  c,  contiennelit  le  point 
demandé;  donc  ce  point  est  déterminé  par  l'intersection  de  trois  cylindres 
droits  dont  on  connaît  les  axes  et  les  rayons.  Les  trois  cylindres  se  coupent 
deux  à  deux,  suivant  trois  courbes  à  double  courbure  ;  les  points  communs 
à  ces  trois  courbes  satisfont  aux  trois  conditions  d'être  aux  distances  con- 
nues Uj  b^  c  de  trois  droites  données  A,  B,  C.  On  démontre  par  l'analyse  que 
le  noniI>re  de  ces  points,  toujours  pair,  est  au  plus  huit,  et  au  moins  deux. 

\jeB  ^lonnées  du  problème  sont  i""  les  projections  horizontales  et  verticales 
de  trois  droites  ;  ao  les  distances  du  point  dimuindé  à  ces  drmtes.  Ces  données 
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déterminent  les  axes  et  les  rayons  des  cylindres  droits,  lieux  géométriques  du 
point  cherché.  Pour  trouver  les  lignes  d'intersection  de  ces  cylindres  consi- 
dérés deux  à  deux,  par  la  méthode  exposée  (art.  17a,  livre  P**),  on  cherche 
d'abord  leurs  traces  sur  le  plan  horizontal;  ces  traces  sont  des  ellipses  (Â), 
(R),  (C),  {pL  A,  in-folio),  dont  les  demi-petits  axes  sont  respectivement  égaux 
aux  distances  a,  b^  c  du  point  cherché  aux  trois  droites  données;  on  construit 
ensuite  les  grands  axes  des  ellipses  de  la  manière  suivante. 

Explication  de  lapL  (A,  in-folio). 

5  f .  Soient  (A)  A',  (B)  B',  (C)  C  les  projections  horizontales  des  droites 
données,  et  (A),  (B),  (C)  les  points  où  elles  coupent  le  plan  horizontal;  ces 
droites  font  avec  leurs  projections  horizontales  les  angles  A  (A)  A',  B  (B)  B', 
C  (C)  C  Élevant  par  les  points  (A),  (B),  (G)  des  perpendiculaires  aux  droites 

(A)  A,  (B)  B,  (C)  C ,  et  portant  sur  ces  perpendiculaires  des  longueurs  (A)  a, 

(B)  À,  (C)  c,  respectivement  égales  aux  distances  données  a,  ^,  c,  on  mène  par 
leurs  extrémités  a ,  £ ,  c  les  droites  oo,  6/3,  cy  respectivement  parallèles  aux 
droites  (A)  A,  (B)  B,  (C)  C.  Ces  parallèles  coupent  le  plan  horizontal  aux 
points  ce,  ^,  7 y  qui  déterminent  les  demi-grands  axes  (A)  it,  (B)j8,  (C)  >des 
ellipses  ««  «',  A^'/^"»  »V%  traces  des  trois  cylindres  sur  le  plan  horizontal. 

Désignant  par  les  lettres  A,  B,  C  les  trois  cylindres  qui  ont  respectivement 
pour  bases  les  ellipses  ««'«",  jB/ô'/S"',  yyy'y  on  trouve  : 

i^  Que  les  cylindres  A  et  B  se  coupent  suivant  une  ligne  à  deux  branches, 
qui  a  pour  projections  horizontales  les  courbes  iRa£43i,  56D'78D5;  les  pro- 
jections verticales  de  ces  deux  branches  sont  marquées  des  mêmes  lettres  et 
des  mêmes  chiffres. 

20  Les  cylindres  A  et  C  se  coupent  aussi  suivant  une  ligne  à  deux  bran- 
ches, dont  les  projections  marquées  des  mêmes  lettres  ou  chiffres,  sont 
iaG65G',  3478FF. 

30  Les  cylindres  B  et  C  se  pénètrent  suivant  une  courbe  \  une  seule 
branche,  marquée  sur  l'un  et  l'autre  plan  de  projection  par  les  lettres  et 
chiffres  i  aR4H3To78&H'5Si .  On  remarquera  qu'il  y  a  deux  points  doubles^ 
sur  la  projection  verticale,  eit  un  seul  sur  la  projection  horizontale. 

Les  trois  courbes  ont  huit  points  communs,  dont  les  projections  sont 
marquées  sur  les  deux  plans  de  projection. des  chiffres  i,  a,  3^  4«  5, 6,  7, 8. 
Chacun  de  ces  points  satisfait  à  la  condition  d'être  aux  distances  connues  des^ 
trois  droites,  données. 

On  a  choisi  les  données  du  problème,  de  manière  que  le  nombre  de  so- 
lutions fût  le  plus  grand  possible;  en  faisant  varier  les  données,  ce  nombre 
powrait  se  réduire  à  6«  4  ou  a. 
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Explication  de  la  pi.  a8,  ih-4^* 

5a.  On. simplifierait  la  solution  précédente  par  le  choix  des  plans  de  pro- 
jectiop.  Supposons  en  effet  le  plan  horizontal  perpendiculaire  à  l'une  des 
droites  données;  le  premier  cylindre  (A)  y  sera  projeté  suivant  le  cercle  de 
sa  base;  soit  A  (Jîg.  i^pl  a8)  le  centre  de  ce  cercle  du  rayon  donné  AB 
{Jîg.  a)  ;  les  deux  autres  cylindres  B  et  C  ont  respectivement  pour  rayons  les 
droites  données  AC,  AD  {fig.  a). 

La  projection  horizontale  de  Taxe  du  cylindre  B  étant  BB'  {fig,  i),  le  plan 
vertiôd  de  projection  (Jig.  a),  dont  la  trace  horizontale  XY  est  parallèle  & 
BBV  sera  parallèle  aux  axes  des  deux  cylindres  A  et  B.  Soient  C/Cj  cd  les  pro- 
jections {fig.  I  et  a)  de  Taxe  du  troisième  cylindre;  des  deux  projections  des 
axes  des  cylindres  B  et  C  sur  les  plans  (Jig.  i  et  2),  on  déduira  les  projections 
x'jg',  yy'"  {fig.  3  )  de  ces  mêmes  axes  sur  un  plan  vertical  XTT'  {fig.  3  )  pa- 
rallèle à  Taxe  (CC,  ce*)  du  cylindre  C.  Supposons  ce  cylindre  C  coupé  par  un 
plan  (EFG),  dont  les  traces  EF,  FG  {fig.  i  et  3  )  sont  respectivement  perpen- 
diculaires aux  droites  CC,  y'^yJ"  projections  de  son  axe.  La  section  sera  un 
cercle  du  rayon  donné  AD  (y%.  a).  Faisant  tourner  ce  plan  autour  de  sa 
trace  horizontale  EF,  et  le  couchant  sur  le  plan  horizontal,  le  centre  du 
cercle  (d^  S)  {fig^  i  et  3)  s'applique  sur  le  plan  horizontal  en  D  {fig,  4)- 
Ayant  décrit  de  ce  point  D  comme  centre ,  un  cercle  du  rayon  DO  ou 
DP  =  AD  {y%.  a),  les  tangentes  ON,  PQ  à  ce  cercle,  parallèles  à  CC,  sont 
les  limites  de  la  projection  horizontale  du  cylindre  G.  Les  limites  de  la  pro* 
jçction  verticale  {fig.  a)  du  même  cylindre  sont  les  droites  uif,  u*if\  parallèles 
kcc\  Le  cylindre  Ba  pour  limites  de  sa  projection  verticale  {fig*  ^)  les  droites 
Kk\  IT  parallèles  à  la  droite  bb'  et  distantes  de  cette  droite  de  la  quantité 
bk  ou  bly  égale  à  AC  {fig*  a  ).  Les  limites  de  la  projection  horizontale 
du  même  cylindre  sont  les  parallèles  HH',  II'  {fig.  i),  à  la  droite  BB',  dis- 
tantes de  cette  droite  de  la  quantité  BH  ou  BI  égale  au  rayon  AC  {fig.  a).  Le 
cylindre  A  a  pour  limites  de  sa  projection  verticale  les  verticales  tO ,  t'V  qui 
sont  parallèles  à  la  droite  aa'  i^fg.  s),  et  se  projettent  sur  le  plan  horizontal 
(/%•  i)  aux  points  T  et  T. 

.Ayant  rapporté  les  trois  cylindres  A,  B,  C  aux  quatre  plansy^".  1,  a,  3, 4, 
on  projette  la  courbe  d'interséclion  des  cylindres  A  et  B  sur  le  plan  incliné 
{fig.  4)  de  la  base  du  cylindre  C;  et  pour  obtenir  la  projection  de  cette 
courbe  à  double  courbure,  il  est  nécessaire  de  projeter  une  section  circu* 
laire  du  cylindre  B  sur  le  plan  vertical  XT  i^fig.  3).  On  prend  pour  cette 
section  le  cercle  du  rayon  kl  {Jig.  2)  qui  se  projette  sur  le  plan  horizontal 
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^fië'  ^)  suivant  Tellipse  KLIH,  et  sur  le  plan  vertical  (y^.  3)  suivant  l'ellipse 
klih,  dont  l'un  des  axes  principaux  est  dirigé  suivant  la  droite  x'fH^  projection 
de  l'axe  du  cylindre  B. 

Une  autre  opération  préliminaire  qui  n'est  pas  moins  nécessaire,  consiste 
à  projeter  ce  même  axe  du  cylindre  B  sur  le  plan  incliné  de  la  figure  4  :  on 
prend  sur  cet  axe  deux  points  (B,  jô''),  (N,  ri^  {fig.  i  et  3),  et  de  chacun  de 
ces  points  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  plan  (EFG).  Les  pieds  de  ces 
perpendiculaires  /ô'",  n  {fig.  3),  ramenés  (Jig.  4)  en  m  et  /i  sur  les  parallèles 
B/w,  Nw  (y%.  i)  à  la  droite  ce,  déterminent  la  projection  mn  de  l'axe  du  cy- 
lindre B  sur  le  plan  de  lay%.  4-  Cela  posé,  on  coupe  les  deux  cylindres  (A)  et 
(B)  par  une  suite  de  plans  verticaux  parallèles  à  leurs  axes  ou  à  la  droite  BB' 
{^fig.  i),  et  on  projette  les  droites  contenues  dans  ces  plans  sur  le  plan  de  la 
fig.  4;  leurs  projections  se  coupent  en  des  points,  et  le  lieu  de  ces  points 
forme  {fig*  4)  la  courbe  ia3....8,  qui  coupe  le  cercle  du  diamètre  ODP  en 
huit  points,  projections  des  huit  points  communs  aux  trois  cylindres^  sur  le 
plan  (y%.  4  )  de  la  base  du  cylindre  (C).  Les  projections  des  droites  du 
cylindre  A  sur  ce  plan ,  sont  perpendiculaires  à  la  droite  £F,  et  les  projec- 
tions des  droites  du  cylindre  B  sont  parallèles  à  la  droite  mn;  ainsi  la  pro- 
jection la 8  de  la  courbe  d'intersection  des  deux  cylindres  A,  B  sur 

le  plan  incliné  {fig*  4)  ^^  construira  par  la  même  méthode  qu'on  a  suivie 
(art.  172 ,  livre  I*"^)  pour  trouver  la  projection  de  cette  courbe  sur  un  plan 
horizontal  ou  vertical. 

Les  projections  horizontales  des  points  communs  aux  trois  cylindres,  sont 
nécessairement  sur  le  cercle  du  diamètre  TAT'  (/^.  i),  base  du  cylindre  A, 
et  sur  des  perpendiculaires  abaissées  des  points  i,  a,  3.....  8  {fig^  4)  sur  la 
droite  EF,  lesquelles  coupent  le  cercle  TAT'  en  huit  points  marqués  égale- 

ment'des  chiffres  i,  2, 8.  Les  huit  points  de  l'espace  déterminés  parleurs 

projections  {fig*  i  et  4)^  satisfont  aux  conditions  du  problème,  d'être  à  des 
distances  données  de  trois  droites  dont  la  position  est  aussi  donnée;  et  si  l'on 
demande  les  projections  de  ces  points  sur  l'un  des  plans  verticaux  {fig*  a 
et  3),  on  fera  pour  chacun  les  opérations- que  nous  allons  indiquer  pour  le 

point  (4, 4),  Cfië^  *  «t  4)- 

On  portera  4<t>  {fig-  4))  distance  du  point  4  à  la  trace  horizontale  £F  du 
plan  (EFG) ,  sur  FG  {fig.  3)  de  F  en  4'.  La  parallèle  4'4"'  à  ^f!  et  la  perpen- 
diculaire l\^l\  aX'Y'  {fig.  3)  se  coupent  au  point  4"  (fig*  3),  distant  de  l'ho- 
rizontale X'Y'  de  la  hauteur  verticale  4V''  ^oi^^^^t  cette  hauteur  sur  la  per- 
pendiculaire 444"'  à  XY  (fig  SI  ),  de  4  ^1^  4'">  1^  points  4"'  et  4*^  sont  (fig.  a 
eX  3)  les  projections  verticales  du  point  (4,  4)»  (fig*  i  et  4)-     • 

Les  arêtes  des  trois  cylindres  qui  se  rencontrent  au  point  (4  9  A"  9  fig*  i  et  Qt\ 
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ont  pour  projections  verticales  (jff^.  2)  les  droites  4'''49  4  "^î  4'V  respective- 
ment parallèles  aux  projections  verticales  ad  y  bb\  cd  des  axes  des  trois  cy- 
lindres. La  parallèle  l\^r  à  hV  coupe  le  cercle  du  diamètre  k'V au  point  j,  qui 
se  projette  sur  le  plan  vertical  {Jig.  a)  en  r,  et  sur  le  plan  horizontal  {fig.  i) 
en  S  ;  la  distance  SR  de  ce  point  S  à  la  droite  BB',  est  égale  à  l'ordonnée  rs 
du  cercle. 

53.  Dans  la  première  solution  du  problème  par  l'intersection  de  trois  cy- 
lindres, on  a  construit  les  projections  de  deux  courbes  à  double  courbure  ;  la 
solution  que  nous  venons  d'exposer  est  plus  simple,  puisque  la  projection 
d'une  seule  de  ces  courbes,  et  un  cercle  d'un  rayon  donné ,  déterminent  les 
points  communs  aux  trois  cylindres. 

Ayant  trouvé  l'intersection  des  deux  cylindres  A  et  B,  et  l'ayant  projetée 
sur  le  plan  (^fig*  4)  perpendiculaire  à  l'axe  du  troisième  cylindre ,  on  peut 
disposer  de  la  grandeur  du  rayon  de  ce  dernier  cylindre  et  de  la  position  de 
son  centre,  pour  obtenir  le  plus  grand  nombre  de  points  communs  aux  trois 
surfaces  cylindriques.  Ces  trois  surfaces  étant  de  révolution,  on  pourrait 
encore  trouver  les  points  qui  leur  sont  communs,  en  cherchant  les  points 
de  rencontre  de  l'un  des  cylindres  et  de  la  ligne  d'intersection  des  deux 
autres  (art.  aoi,  liv.  P^).  Nous  appliquerons  cette  méthode  à  la  solution 
des  deux  problèmes  suivons^ 

PROBLÈME   X.  (  Pi.  39.  ) 

On  donne  sur  une  carte  topographique  trois  points  d'un  terrain.  Un  obsert^a^ 
teur  se  transporte  successivement  à  ces  trois  points^  muni  d'un  fil  à  plomb 
et  d'un  instrument  tel  qu'un  graphomètre^  propre  à  mesurer  les  angles.  Il 
mesure  les  angles  que  les  verticales  menées  par  les  trois  points  Jont  avec  les 
rayons  visuels  dirigés  de  chacun  de  ces  points  vers  un  quatrième;  ces  angles 
étant  connus j  on  propose  de  rapporter  le  quatrième  peint  sur  la  carte  ^  et  de 
trouver  sa  cote,  c'est-à-dire  sa' hauteur  au-dessus  du  plan  horizontal  auquel 
on  rapporte  tous  les  points  du  terrain  ? 

54.  Solution  par  l'intersection  de  trois  cônes  droits.  Désignons  par  les  lettres 
A,  A',  A"  les  trois  points  connus  sur  le  terrain  et  sur  la  carte  ;  V,  V,  V  les  trois 
verticales  passant  par  ces  points.  Nommons  a,  a',  a^  les  angles  des  verticales  et 
des  rayons  visuels  menés  des  points  A,  A',  A'  vers  le  quatrième  point  du  ter- 
rain, qu'il  s'agit  de  rapporter  sur  la  carte.  Si  l'on  considère  le  cône  droit  dont 
le  sommet  est  au  point  donné  A,  qui  a  pour  axe  la  verticale  Y,  et  dont  le  côté 
fait  avec  l'axe  l'angle  a,  tous,  les  points  de  la  surface  de  ce  cône  satisfont  à. 


iG8  GÉOMÉTRIE  DESCMPTIVE. 

cette  condition,  que  le  rayon  visuel  dirigé  de  l'un  quelconque  de  ces  points 
vers  le  point  A,  fasse  avec  la  verticale  Y  Tangle  donné  a;  d'où  il  suit  que 
cette  surface  conique  est  un  lieu  géométrique  du  point  demandé.  On  démon- 
tre de  la  même  manière  que  ce  point  a  pour  lieux  géométriques  deuf  autres 
cônes  droits ,  qui  ont  pour  axes  les  verticales  Y^^  Y"  menées  par  les  points  B 
et  C  y  pour  sommets  ces  points,  et  dont  les  côtés  font  respectivement  avec 
les  axes  les  angles  doimés  ^  et  c.  Le  point  demandé  est  donc  l'intersection 
de  trois  cônes  cb-oits,  dont  les  axes  sont  verticaux,  qui  ont  pour  sonmiets 
trois  points  donnés ,  et  dont  les  côtés  font  avec  les  axes  des  angles  connus. 

Considérant  ces  cônes  deux  à  deux,  et  les  coupant  par  un  système  de  plans 
horizontaux  qui  donnent  pour  sections  de  l'un  et  l'autre  <îône,  des  cercles, 
on  trouvera  par  cette  méthode  ou  par  celle  qui  a  été  exposée  (  art,  179 , 
liv.  I^^),  la  courbe  d'intersection  des  deux  cônes,  tant  en  projection  hori- 
zontale qu'en  projection  verticale.  Les  points  communs  àtix  trois  courbes 
qui  résultent  de  la  pénétration  des  trois  cônes  satisfont  aux  conditions  du 
problème. 

Explication  de  la  planche  29. 

■ 

55.  On  prend  pour  plan  horizontal  de  projection  le  plan  de  la  carte  to- 
pographique, et  pour  le  plan  vertical,  un  plan  parallèle  à  la  droite  qui  joint 
deux  des  trois  points  donnés.  Soient  A,  B,  G  {fig.  i)  les  projections  horizon- 
tales de  trois  points  connus  sur  le  terrain  ;  les  cônes  de  ces  points,  ou  leurs 
distances  au  plan  horizontal  étant  données,  leurs  projections  sur  le  plan  ver- 
tical XY  seront  aussi  données.  Soient  a^b^c  ces  projections;  les  cotes  des 
points  donnés  sont,  d'après  l'échelle  de  la  carte,  égales  aux  longueurs  des 
verticales  A'a,  B'^,  Ce. 

Un  observateur  placé  au  point  (A ,  «)  dirige  un  rayon  visuel  vers  le  point 
donné  sur  le  terrain,  point  qu'il  s'agit  de  rapporter  sur  la  carte,  et  il  mesure 
l'angle  a  {fig.  a),  que  la  verticale  du  point  (  A ,  a  )  fait  avec  le  rayon  visuel. 
Deux  autres  observations  semblables  donnent  les  angles  bj  c  {fig^  2)9  que  les 
verticales  des  points  (B,  *),  (C,  c)  font  respectivement  avec  les  rayons  visuels 
dirigés  vers  le  point  du  terrain  dont  on  demande  la  position  sur  la  carte.  Ces 
trois  observations  déterminent  les  trois  surSaces  coniques  droites,  qui  sont 
les  lieux  géométriques  du  point  cherché.  Ces  cônes  n'ont  point  d'arêtes  pa* 
rallèles;  d'où  il  suit  (art*.  i85,  liv.  I^'  )  que  leurs  lignes  d'intersections  sont 
des  courbes  fermées  :  ces  lignes  se  rencontrent  en  des  points  qui  satisfont 
aux  conditions  du  problème. 

On  construit  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  coniques  qui  ont  pour 
sommets  les  points  (A,  a\  (B,  *),  en  les  coupant  ou  par  un  système  de  plans 
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qui  passent  par  la  droite  (AB,  ab)  qui  joint  les  deux  sommets,  ou  par  des  plans 
horizontaux  qui  rencontrent  les  deux  sur&ce3  suivant  des  cercles.  Cette  ligne 
d'intersection  se  compose  de  deux  branches  dont  les  projections  sont  DEFG 
et  LMNO  sur  le  plan  horizontal,  et  defg^  Imno  sur  le  plan  vertical.  La  droite 
AB  divise  en  deux  parties  égales  les  courbes  fermées  DEFG,  LMNO  ;  chacune 
de  ces  courbes  correspond  sur  le  plan  vertical  à  une  autre  courbe  defg  ou 
Imno^  qui  n^est  pas  terminée,  et  dont  un  point  quelconque,  tel  que  n,  est  la 
projection  verticale  de  deux  points  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  cônes, 
qui  se  projettent  sur  le  plan  horizontal  en  N  et  It'. 

56.  Seconde  solution.  (  Même  planche  29.)  Des  trois  surfaces  coniques  qui 
se  pénètrent,  la  troisième  qui  a  pour  sommet  le  point  donné  (G,  c),  étant 
comme  les  deux  premières,  une  surface  de  révolution  dont  Taxe  est  la  verti- 
cale (G,  C,  cc')j  on  trouve  (art.  ao  i ,  liv.  P')  le  point  commun  aux  trois  sur&- 
'  ces,  par  la  considération  d'une  quatrième  surface  de  révolution ,  qui  a  pour 
génératrice  la  ligne  d'intersection  des  deux  premières  surfaces,  et  pour  axe  la 
droite  (G,  G'cc').  Le  plan  vertical  PCQ  mené  par  cet  axe,  parallèlement  au 
plan  vertical  de  projection  XY,  coupe  la  quatrième  surface  dé  révolution, 
snivant  les  courbes  d'efg'^  Vnirio\  et  leurs  égales  d^eyg'^  VtrUrLo"  placées 
symétriquement  par  rapport  &  l'axe  Ccd  :  or  la  droite  cp  on  cq  génératrice 
du  troisième  cône,  qui  fait  avec  la  droite  Gcc',rangle  Cep  égal  à  l'angle  donnée 
(y^.  a),  coupe  la  section  méridienne  de  la  surface  de  révolution  auxiliaire, 
aux  quatre  points  e\  g\  o\  ri-;  donc  m  l'on  mène  par  ces  points  quatre  hori- 
zontales <[ui  rencontrent  les  courbes  defgy  Imno  aux  quatre  points  e,  g,  o,  /?, 
ceux^n  seront  les  projections  verticales  des  quatre  points  qui  satisfont  aux 
conditioîis  du  problème.  Pour  avoir  les  projectioDS  horizontales  E,  G,  O,  N 
correspondantes,  on  abaissera  du  point  /i,  par  exemple,  la  perpendiculaire 
/?WN'  sur  la  droite  XY  intersection  des  deux  plans  de  projection.  Cette  per^ 
pendiculkire  rencontre  la  courbe  LMNO  en  deux  points  17,  N',  dont  les 
distances  au  point  G  sont  respectivement  GN,  GN'.  Le  premier  N  corres- 
ponde! à  k  projection  verticale,  n  de  l'un  des  points  cherchés,  parce  que  sa 
distance  GN  à  Taxe  (G,  G'cc')  est  égale  à  la  droite  n/t',  qui  mesure  la  dis- 
tance du  point  n!  à  la  droite  Ccc\  Le  point  N'  ne  peut  pas  être  la  projection 
horizontale  du  point  cherché,  dont  n  est  la  projection  verticale,  parce  que  la 
droit»  CN'  est  plus  petite  que  la  droite  n/i'. 

Le  problème  proposé  a  au  plus  quatre  solutions,  et  d'après  les  données 
de  la  figure/?/.  29^  les  qiratri»  points  qui  satisfont  atix  conditions  de  ce  pro- 
2>lèine ,  sont  (E,  e\  (G,  g),  (O,  o),  (N,  n). 
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PROBLÈME   XI. 

1  ^  Étant  donnés  un  point  et  deux  droites  dans  l' espace j  mener  par  le  point,  un 
plan  qui  coupe  les  droites  en  deux  autres  points  ^  tels  que  les  trois  points  soient 
les  sommets  d'un  tricmgle  semblable  à  un  triangle  donné  ?  a*  Résoudre  cette 
question  dans  le  cas  particulier  où  les  deux  droites  données  se  rencontrent? 

Ce  problème  comprend  celui-cî  (problème  XII,  art.  63)  : 

Connaissant  dans  une  pyramide  triangulaire  la  base  et  les  angles  des  arêtes 

opposés  aux  côtés  de  la  base,  construire  le  sommet  de  la  pyramide?  (Voyez  la 

Notice  historique  sur  ce  problème ,  à  la  fin  du  livre  II.) 

Première  partie  du  problème.  (  Fig.  A,  pi.  3o.  ) 

57.  Solution.  Soient  {^fig.  A  en  perspective)  FD,  (F)(E)  deux  droites  quel* 

conques  données  dans  l'espace,  et  (Z)  un  point  aussi  donné  ;  il  s'agit  de  mener 

par  ce  point  un  plan  qui  coupe  les  droites  FD,  (F)E  en  deux  autres  points 

X,  (Y)  tels  que  le  triangle  X(Y)(Z)  soit  semblable  à  un  triangle  donné  : 

^oiommant  a^byC  les  côtés  de  ce  triangle,  il  faut  qu'on  ait  ; 

(Z)X:  (Z)Y:(Y)X:;c:è:a. 

Du  point  (Z)  on  abaisse  les  perpendiculaires  (Z)D,  (Z)(E)  sur  les  droites 
données  FD,  (F)  (E)  ;  ayant  mené  par  la  droite  FDX  un  plan  parallèle  à  la 
droite  (F)(E)(Y) ,  on  a  projeté  sur  ce  plan  le  point  donné  (Z),  et  sa  projec- 
tion est  le  point  z.  On  a  projeté  sur  le  même  plan  la  droite  (F)('Y),  et  sa  pro- 
jection FY  lui  est  parallèle.  Considérant  le  plan  de  projection  FXY  comme 
horizontal,  la  droite  (Z)  z  est  verticale^  et  les  deux  droites  (F)(Y),.FY  sont 
dans  un  plan  vertical  dont  la  trace  horizontale  est  FY.  Les  droites  (Y)Y, 
(E)E,  (F)F  sont  les  verticales  qui  projettent  les  points  (Y),  (E),  (F)  de  la 
droite  donnée  (F) (Y);  la  droite  (F)F  est  la  plus  courte  distance  des  deux 
droites  données  FD,  (F)(E). 

Le  côté  (Z)X  du  triangle  cherché  (Z)(Y)X  n'étant  pas  connu,  supposons- 
le  égal  à  une  droite  Y  prise  arbitrairement;  les  deux  autres  côtés  (ZXY), 

(Y)X  seraient  dans^  cette  hypothèse  —  ,  —  :  considérons  le  point  {^fig.  A. 
comme  le  centre  de  deux  sphères  des  rayons  V,  — ,  et  le  point  X  comme  le 
centre  d'une  troisième  sphère  du  rayon  —  ;  la  première  coupera  la  (froite 
donnée  FX  au  point /^  dont  la  distance  au  point  (Z)  est  (Z)/?=V;  la  seconde 
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sphère  coupera  la  droite  donnée  (F;(Y)  au  point  (y)  tel  qu'on  ait  :  (Z)  ç=— ; 
la  troisième  sphère  coupera  la  même  droite  (F)(Y)  au  point  (j). 

Les  points  {q)  et  (r)  étant  connus  sur  la  droite  (F^Y),  leurs  projections  ho- 
rizontales y  et  r  seront  déterminées.  Si  la  droite  (Z)p  prise  arbitrairement  eût 
été  égale  au  côté  cherché  (Z)X,  le  point  {q)  n'aurait  pas  différé  du  point  (r); 
ces  deux  points  auraient  été  réunis  en  un  point  unique  (Y),  et  par  la  même 
raison,  les  projections  ^,  r,  Y  se  seraient  confondues  ;  d'où  il  suit  qu'en  con- 
struisant les  deux  parallélogrammes  Dpjm,  Hpm^Xe  premier  sur  les  trois 
points  connus  D,  />,  j,  le  second  sur  les  trois  points  D,  /?,  r,  les  sommets  m 
et  n  devraient  se  confondre.  Faisant  varier  la  première  droite  (Z)/?,  on  con- 
struira des  points  analogues  à  {q)  et  (r),  et  deux  nouveaux  parallélogrammes 
qui  auront  pour  sommets  deux  points  m\  n\  qui  appartiennent  à  deux  lieux 
géométriques ,  l'un  la  courbe  Vlmm',  l'autre  la  courbe  Mnn\  Ces  deux 
courbes  (*)  tracées  sur  le  plan  horizontal  se  rencontrent  au  point  M,  par  le- 
quel on  mène  la  droite  MY  parallèle  à  FD,  qui  coupe  la  droite  donnée  F£  au 
point  Y.  La  verticale  Y(Y)  coupe  la  seconde  droite  donnée  (F)(E)(Y)  au 
point  (Y),  l'un  des  sommets  du  triangle  (Z)(Y)(X);  ce  qui  détermine  le  côté 
(Z)(Y)  de  ce  trianifle,  et  par  conséquent  les  deux  autres  côtés  (Z)X,  X(Y)  de 
ce  même  triangle.  En  effet  tirant  la  droite  DM,  et  sa  parallèle  YX  qui  coupe 
la  droite  donnée  FD  au  point  X ,  on  aura  les  trois  sommets  X ,  (Y),  (Z)  d'un 
friangle  semblable  au  triangle  formé  par  les  trois  côtés  donnés  a,  b,  c. 

58.  Supposons  maintenant  que  les  deux  droites  données  FD,  (F)(E)(y%.  A, 
pL  3o),se  rencontrent,  ou  que  la  seconde  droite(F)(E)se  confonde  avec  sa  pro- 
jection FE,  alors  les  pieds  (E),  (Y)  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  (Z) 
sur  la  droite  donnée  (F)(E),  ne  diffèrent  pas  de  leurs  projections  E,  Y;  la  plus 
courte  distance  F  (F)  des  deux  droites  devient  nulle,  et  ces  droites  compren- 
nent entre  elles  l'angle  DFE.  Joignant  le  sommet  F  de  cet  angle  et  le  point 
donné  (Z)  par  la  droite  F(Z),  on  forme  la  pyramide  FXYZ,  dont  le  sommet 
est  .en  F,  et  dont  la  base  XY(Z)  est  un  triangle  semblable  à  un  triangle 
donné.  Développant  Pangle  trièdre  F  de  cette  pyramide  sur  le  plan  de  la  face 
^^Y,  on  aura  (jftg.  B,pL  3o)  pour  les  deux  autres  faces  adjacentes,  les  angles 
ZFY,  Z**"FX.  Un  plan  mené  par  le  point  Zou  Z**"  coupe  la  pyramide  suivant  un 
triangle  qui  a  pour  côtés  les  droites  ZY,  YX,  XZ^^;  on  demande  que  ce  trian- 
gle soit  semblable  à  un  triangle  donné.  Pour  résoudre  cette  question^  il  &ut 
construire  sur  le  plan  de  l'angle  DFE  (/ig,  B),  les  deux  courbes  Mmm\  Mnn' 
de  \B.Jigure perspectwe  k. 


(*)  IM.  Bruno  de  Naples  a  le  premier  démontré  que  chacune  de  ces  courbes  était  une  hyper- 
bole. (  ^ojrez  la  notice 4ii$torique  à  la  fin  du  livre  IL) 
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Deuxième  partie  du  problème.  (Fig.  B,  B,  n®  i,/>/.  3o,) 

5g.  Solution  de  cette  question  :  Étant  donnés  un  angle  trièdre  et  un  point 
sur  Vune  des  trois  droites  intersections  des  plans  qui  forment  cet  angle,  on  pro- 
pose  de  mener  par  le  point  donnée  un  plan  qui  coupe  V angle  trièdre  suivant  un 
triangle  de  similitude  donnée. 

Soit  {pi.  3oj/îg.  B)XFY  Tun  des  angles  qui  forment  Tangle  trièdre;  les 
deux  autres  angles  adjacens  YFZ,  XFZ**",  étant  développés  sur  le  plan  du 
premier  qu'on  suppose  horizontal,  les  deux  droites  FZ,  FZ^  se  réunissent, 
lorsque  l'angle  trièdre  est  formé,  sur  une  seule  droite  dont  la  projection  ho- 
rizontale est  Fz;  le  point  z  de  cette  projection  est  déterminé  (page  iSg)  par  la 
rencontre  des  deux  perpendiculaires  ZEz,  Z^l)z  abaissées  des  points  Z,  Z^** 
respectivement  sur  les  droites  données  FY,  FX.  Prenant  pour  plan  vertical 
de  projection,  celui  dont  la  trace  horizontale  est  xyr  {^fig.  B.  n^  i)  parallèle  à 
.FX,  le  point  Z  ou  Z^^  du  développement  de  l'angle  trièdre  a  pour  projections 
horizontale  et  verticale,  les  points  z,  X. 

La  question  à  résoudre  consiste  à  mener  par  le  point  donné  (js,  Z')  de  la 
droite  FZ,  ou  FZ**'*,  un  plan  qui  coupe  les  deux  droites  FX,  FY  en  deux  points 
X  et  Y,  tels  que  les  trois  droites  XY,  YZ,  XZ**"  soient  les  côtés  d'un  triangle 
semblable  à  un  triangle  donné  ;  l'un  de  ces  côtés  est  la  droite  XY  tracée  sur 
le  plan  horizontal  ;  les  deux  autres  côtés  ont  pour  projections  horizontales 
les  droites  Xz ,  Xz.  En  supposant  le  problème  résolu,  les  trois  points  connus 
D,  X,  Y  déterminent  un  parallélogramme  DXYM ,  et  le  point  M  sommet  de 
l'un  des  angles  de  ce  parallélogramme.  Ce  point  M  a  pour  lieux  géométriques 
deux  courbes  mniniL^  nnri'  tracées  sur  le  plan  de  l'angle  XFY,  que  nous 
construirons  en  faisant  varier  l'un  des  côtés  du  triangle  (XYz,  xyTl) ,  par 
exemple  le  côté  (Xz,  xTI). 

Désignons  par  v  le  côté  variable,  et  supposons  qu'il  soit  Thomologue.  du 
côté  a  du  triangle  donné,  dont  les  deux  autres  côtés  sont  b  et  c.  Les  trois  cotés 

d'un  triangle  t  semblable  au  triangle  donné  T  étant  f^,  —  ,  —,  on  vérifiera  si  le 

triangle  t  qui  a  Tun  de  ses  sommets  en  un  point  déterminé  (z,  71)  peut  avoir 
ses  deux  autres  sommets  sur  les  droites  données  FX,FY.  Pour  faire  cette  vé- 
rification, on  considérera  le  point  (z,  Z')  comme  le  centre  de  deux  sphères  des 

rayons  «;  et  — ,  qui  couperont,  l'une  la  droite  FX  au  point  /;,  l'autre  la  droite 


FY  au  point  q.  Du  point  p  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  — ,on  décrira 
un  arc  de  cercle  qui  coupera  la  droite  FY,  en  un  point  r;  la  coïncidence  des 
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points  qetr  n*a  lieu  que  lorsque  le  c&té  p  est  égal  i  la  drcnte  (zX^  Xa^.  Gon* 
struisatit  sur  les  trois  points  D,/>,  q  et  D,/;,  r  comme  sommets  d'angles,  deux 
parallélogrammes,  ils  auront  pour  quatrième  sommet,  le  premier  un  point  m 
de  la  courbe  mm'în'....^  le  second  un  point  n  de  la  courbe /z/ïVz"; chacune  de  ces 
courbes  étant  le  lieu  géométrique  du  sommet  M  du  parallélogramme  DXYM, 
ce  sonunet  est  déterminé  par  Tintersection  des  deux  courbes  (*). 

Connaissant  le  point  M,  on  tirera  la  droite  MD  qui  joint  ce  point,  et  le 
point  connu  D  de  la  droite  FX;  ensuite  on  mènera  la  parallèle  MY  à  FX, 
qui  coupera  la  droite  FEY  au  point  Y.  La  parallèle  YX  à  DM  coupera  la 
droite  FDX  au  point  X,  et  on  aura  un  triangle  (  XYz,  xyl!  )  semblable  à  un 
triangle  donné,  dont  les  trois  sommets  seront  placés  sur  les  trois  droites  in- 
tersections des  trois  plans  qui  forment  l'angle  trièdre  donné. 

Go.  Supposons  maintenant  qu'il  faille  placer  dans  un  angle  trièdre  un 
triangle  donné  T,  on  y  placerait  d'abord  un  triangle  t  semblable  à  celui-là, 
qui  aurait  son  sommet  en  un  point  déterminé  de  l'une  des  arêtes  de  l'angle 
trièdre;  considérant  ce  triangle  t  comme  la  base  d'une  pyramide  triangulaire, 
la  question  proposée  se  réduit  à  couper  cette  pyramide  par  un  plan  parallèle 
à  sa  base,  de  manière  que  la  section  fût  un  triante  donné  T.  Pour  com- 
pléter cette  solution,  il  faut  examiner  en  combien  de  manières  on  peut 
placer  un  triangle  donné  dans  une  pyramide,  dont  on  connaît  l'angle  trièdre 
opposé  à  ce  triangle* 

6x.  Étant  données  les  trois  faces  d^une  pyramide,  et  faisant  abstraction  des 
angles  supplémentaires  de  ces  Ëices,  il  n'y  a  que  denx  manières  de  placer 
le  triangle  T  ;  ayant  construit  (  art.  i  a  )  l'angle  trièdre  avec  les  trois  face? 
données,  le  triangle  T  pourra  se  placer  dans  cet  angle,  ou  dans  l'angle  symé- 
trique de  celui-là,  et  on  aura  deux  pyramides  de  même  sommet,  comprises 
entre  les  mêmes  plans,  dont  les  bases  opposées  seront  deux  triangles  égaux  T 
et  T'.  Mais  si  Ton  considère  les  angles  plans  qui  forment  un  angle  trièdre,  et 
les  supplémens  de  ces  angles  plans,  nous  allons  démontrer  que  l'angle  trièdre 
peut  se  construire  de  huit  manières  différentes;  chacun  des  huit  angles  trié- 
dres  ayant  son  symétrique,  il  s'ensuit  qu'en  général  un  triangle  T  peiit  être 
placé  de  seize  manières  différentes  dans  un  angle  trièdre,  ainsi  qu'on  l'avait 
démontré  depuis  long-temps  par  les  solutions  algébriques. 

Considérons  Tangle  trièdre  formé  par  les  trois  angles  plans  A ,  B ,  C  ;  les 
plans  de  ces  angles  prolongés  indéfiniment  se  coupent  suivant  trois  droites, 


(*)  Chienne  de  ces  courbes  es  tune  hyperbole,  comme  dans  le  cas  général  traité  par  M.  Bruno. 
(  P^oyt%  la  notice  histtsnqjoe^  à  la  fin  du  livre  IL) 
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et  divisent  l'espace  en  huit  angles  trièdres,  dont  quatre  sont  respectivement 
les  symétriques  des  quatre  autres.  Les  quatre  premiers  sont  formés  par  les 
angles  plans  A,  B^  C  et  leurs  supplémens  combinés  trois  à  trois  dans  Tordre 
suivant  (E)  : 

fo  A,  B,  C;  a«  A,  B',  C;  3o  A',  B,  C;  4«  A',  B',  C-  (E) 

Chacun  des  quatre  angles  trièdres ,  correspondant  à  ces  combinaisons,  a 
son  symétrique. 

Les  trois  angles  plans  A',  B',  G  et  leurs  supplémens  A,  B,  G  donnent  de 
même  les  quatre  combinaisons  suivantes  (£')  : 

i«  A',  B',  G';  ao  A',  B,  C  ;  3o  A,  B',  C  ;  4^*  A,  B,  G'.  (E*) 

Les  quatre  angles  trièdres  (*)  correspondans  ,â  ces  .dernières  combinaisons 
ont  aussi  leurs  symétrique^;  d'où  il  résulte  que  la  combinaison  de  trois  angles 
plans  A,  B,  G  et  de  leurs  supplémens,  produit  seize  angles  trièdres  dans  les- 
quels on  peut  placer  un  triangle  donné  T. 

62.  La  solution  que  nous  venons  d'exposer  est  fondée  sur  la  considération 
de  certains  lieux  géométriques,  que  plusieurs  géomètres  ont  nommés  coi/n&e^ 
d'erreurs.  Ges  courbes  ne  résultent  pas  de  l'intersection  de  surfaces  4éfinies, 
par  des  plans  ou  par  d'autres  surfaces  connues.  On  s'écarte  moins  des  pro- 
cédés ordinaires  de  la  géométrie  descriptive,  en  traitant  la  seconde  partie 
du  problème  (art.  Sg),  par  la  ^mét^ode  que  nous  suivions  dans  nos  cours  à 
l'École  polytechnique,  qui  consiste  à  cbercher  le  sommet  d'une  pyramide 
triangulaire  dont  on  connaît  la  base  et  I^s  trois  angles  des  arêtes  opposés  aux 
côtés  de  cette  base,  par  l'intersection  de  trois  surfaces  annulaires. 

PROBLÈME  XII. 

Connaissant  dans  une  pyramide  triangulaire  la  base  et  les  angles  des  arêtes 
opposés  aux  côtés  de  la  base,  construire  le  sommet  de  la  pyramide?  [  Plan- 
ches in-folio  (B)  et  (G).] 

• 

-63.  Solution  par  l'intersection  de  trois  surfaces  annulaires.  Désignons  par 
A,  B,  G  les  trois  cêtés  .du  triangle  base  de  la  pyramide,  et  pi^r  a,  b,  c  \es 

,  Il 

(*)  La  distinction  des  deux  angles  trièdres  formés  par  les  trois  angles  plans  A,  B,  C,  on  par 
leurs  supplémens  A',  B',  C,  et  la  censidéraiien  des  six  antres  angles  trièdres  compris  entreras 
mêmes  pians,  font  voir  pourquoi  la  solution  algébrique  ne  dépend  {voyez  la  notice,  à  la  fin  du 
livre  H  )  que  d'une  équation  du  quatrième  degré,  quoique  le  problème  soit  susceptible  de  seixe 
solutions^  Téquation  finale  se  rapporte  aux  quat're  combinaisons  (£)ou  (F). 
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angles  que  les  arêtes  font  entre  elles,  et  qui  sont  respectivemeut  opposés  aux 
trois  côtés;  on  décrit  sur  chaque  côté  de  la  base,  sur  A  par  exemple,  un 
cercle  qui  est  divisé  par  ce  côté  en  deux  segmens,  dont  chacun  est  capable 
de  l'angle  a  ou  de  son  supplément.  Ce  cercle,  en  tournant  autour  du  côté  Â, 
engendre  une  surfsice  de  révolution,  dont  chaque  point  jouit  de  la  propriété, 
que  les  droites  menées  de  ce  point  aux  extrémités  du  côté  du  triangle  base  de 
la  pyramide,  comprennent  entt-e  elles  un  angle  égal  à  Tangle  donné  ou  à  son 
supplément;  d'où  il  suit  que  la  surface  de  révolution  est  un  lieu  géométrique 
du  sommet  de  la  pyramide.  Mais  les  cercles  décrits  sur  les  côtés  B  et  G  comme 
cordes,  et  divisés  comme  le  premier  cercle,  en  deux  segmens  capables  des 
angles  ^  et  c  et  de  leurs  supplémens,  engendrent  en  tournant  autour  de  ces 
côtés  deux  autres  surfaces  de  révolution,  qui  sont  encore  les  lieux  géométri- 
ques du  point  demandé,'  d'où  il  suit  que  lorsque  les  trois  surfaces  de  révolu- 
tion se  rencontrent,  chacun  des  points  commun»  aux  lignes  d'iatersectionâ 
peut  être  pris  pour  le  sommet  de  la  pyramide* 

Explication  des/iguresy  pi.  B  et  C  in-foUo. 

64.  Soit  XTZ  {pL  B,y%.  1)  le  triangle  base  de  la  pyramide,  et  a,  b^  cy 
(fis*  3)  les  angles  des  arêtes  respectivement  opposés  aux  côtés  XZ,  ZY,  YX; 
on  décrit  sur  le  côté  XZ  un  cercle  dont  le  segment  XFZ  est  capable  de  l'angle 
donné  u  ;  l'autre  segment  X/Z  est  capable  du  supplément  de  cet  angle.  Le 
cercle,  en  tournant  autour  de  sa  corde  XZ^  engendre  la  surface  dite  annulaire^ 
qui  est  un  lieu  géométrique  du  sommet  de  la  pyramide.  Prenant  pour  plan 
horizontal  de  projection  le  plan  du  triangle  XYZ,  la  limite  de  la  projection 
horizontale  de  la  surface  annulaire  est  fermée  10  de  deux  demi-cercles  égaux 
AFD,.B£C,  a^  de  deux  parallèle»  AB,  DC,  tangentes  à  ces  demi-cercles,  et 
perpendiculaires  au  côté  XZ.  Toutes  les  lignes  de  la  surface  projet4E^  sur  le 
plan  horizontal^  sont  renfermées  dans  la  fig.  ABECDF. 

Les  cercles  décrits  sur  les  côtés  ZY  et  YX,  capables  des^  angles  donnés  ^,  c 
CfiS*  ^)'  ^i^endrent  deux  autres  surÊices  de  révolution^  qui  sont,  comme  la 
première,  les  lieux  géométriques  du  sommet  de  la  pyramide.  Les  limites  de 
leurs  projections  horizontales  sont  également  formées  de  deux  demi-cercles 
égaux,  et  de  deux  parallèles  tangentes  à  ces  cercles,  qui  sont  respectivement 
perpendiculaires  aux  axes  de  révolution  ZY,  YX. 

La  méthode  que  nous  avons  exposée  (art.  189,  liv.  V^)  pour  trouver  l'in- 
tersection de  deux  surfaces  de  révolution,  dont  les  axes  se  rencontrent,  s'ap- 
plique au  cas  particulier  que  nous  examinons ,  puisque  les  axes  des  trois 
4U3r£sices  de  révolution  que  l'on  considère,  sont  les  trois  côtés  d'un  triangle 
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XYZ  (jSg.  i).  On  trouvera  par  cette  méthode  que  les  surfaces  dont  les  axes 
XZ,  XY  se  rencontrent  au  point  X,  se  pénètrent  suivant  une  ligne  dont  la 
projection  horizontale  est  une  courbe  qu'on  distingue  (/ig.  1)  par  un  traita 
points  ronds,  et  qui  passe  par  les  points  X,  i,  a,  E',  /,  ^,  3,  4>  X,  «'',  «,  3,  5, 
«',  6,  F',  fij  ey  X.  Les  cinq  points  X,  E',  g,  F',  e  sont  déterminés  par  les  inter* 
sections  des  cercles  générateurs  des  deux  surfaces  de  révolution  ;  «,  a  sont 
les  deux  points  de  contact  de  la  courbe  et  des  parallèles  AB,  CD  perpendi- 
culaires à  l'axe  XZ.  Il  y  a  encore  un  point  «''  de  la  courbe,  voisin  de  «,  sur  la 
droite  NK  tangente  aux  deux  demi-cercles  décrits  sur  les  droites  KL ,  MN 
parallèles  à  l'axe  XY,  comme  diamètres.  Les  points  t,  a,  3,  4»  ^9  6  sont  les  pro* 
jections  horizontales  des  points  d'intersection  des  trois  surfaces  de  révo* 
lution. 

65.  Chaque  surface  de  révolution  peut  être  regardée  comme  composée 
de  deux  nappes,  qui  sont  l'une  et  l'autre  de  révolution,  et  qui  ont  pour 
génératrices  les  deux  segmens  d'un  cercle,  séparés  par  une  corde  de  ce 
cercle. 

Pour  distinguer  la  nappe  engendrée  par  le  plus  petit  segment,  de  la  nappe 
engendrée  par  le  plus  grand,  nous  appellerons  la  première,  nappe  intérieure, 
et  l'autre  nappe  extérieure.  L'intersection  de  deux  surfaces  résulte  de  Tinter- 
section  des  différentes  nappes  qui  se  combinent  entre  elles.  Les  nappes 
extérieures,  d'une  part,  et  les  nappes  intérieures,  de  l'autre,  se  coupent  sui* 
vaut  une  branche  de  courbe  fermée ,  dont  les  projections  peuvent  être  en- 
gendrées d'un  mouvement  continu  par  un  point  mobile.  Il  en  est  de  même 
de  la  branche  de  courbe  qui  résulte  de  la  combinaison  de  la  nappe  exté- 
rieure ou  intérieure  de  l'une  des  surfaces,  avec  la  nappe  intérieure  ou  exté- 
rieure de  l'autre  surÊice.  Ces  deux  combinaisons  donnent  une  seule  courba 
qu'un  point  mobile  peut  suivre  sans  discontinuité;  d'où  il  suit  que  la  ligne 
d'interaaction  des  deux  surfaces  est  composée  de  deux  branches  fermées, 
dont  les  projections  sur  un  plan  UV  {fig.  a)  perpendiculaire  à  l'un  des  axes, 
à  XY  par  exemple,  sont  séparées  :  les  projections  de  ces  deux  branches  sur 
le  plan  de  la  base  XYZ  (y?^.  i)  de  la  pyramide,  se  réunissent  en  une  seule 
courbe. 

66.  Les  deux  nappes  intérieures  {fig.  J^pl.  B),  qui  ont  pour  axes  les  côtés 
XZ,  XY,  se  coupent  suivant  une  ligne  dont  la  projection  horizontale  est  la 
portion  de  courbe  X43<rE'Y;  or  la  partie  E'J'g  de  cette  courbe,  qui  se  termine 
aux  points  E',  g,  est  en  dehors  des  limites  de  la  projection  horizontale  des 
nappes  intérieures  ;  donc  cette  portion  de  courbe  ne  correspond  point  à  une 
partie  réelle  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces.  Il  en  est  de  même 
fde  la  portion  de  courbe  F'jôc  qu'on  trouve  en  dehors  de  la  }itnite  de  la  proy 
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jection  horizontale  d'une  nappe  extérieure  de  la  surface  de  réTolution,  qui 
a  ppur  axe  le  côté  XY;  et  en  effet,  projetant  la  ligne  d'intersection  des  deux 
surfaces  de  révolution,  qui  ont  pour  axes  les  droites  XY,  X2,  sur  le  plan  UV 
perpendiculaire  à  l'un  de  ces  axes  XY,  on  obtient  (y?^.  a  )  la  courbe  aux  six 
points  I,  3,  3,  4»  5,  6,  dont  le  trait  ponctué  rond  est  le  même  que  dans  la 
projection  horizontale.  Cette  courbe  est  composée  de  deux  branches  séparées, 
dont  chacune  a  un  nœud.  La  première  branche  est  i2ff^Vxa'a:i  ;  la  seconde, 
branche  est  xl^^yi^v^xSQp^v^x  ^  et  il  n'y  a  aucune  partie  de  ces  deux  bran* 
ches,  qui  corresponde  aux  portions  E'/g^,  Y'^ei^fig.  i)  de  la  projection  hori- 
zontale. 

On  reconnaîtra  de  la  même  manière  que  les  deux  surfaces  de  révolution 
qui  ont  pour  axes  les  côtés  XY,  YZ,  se  coupent  suivant  une  ligne  qui  com- 
prend deux  parties,  dont  les  projections  horizontales  sont  H>/>,  o^'  {Jig.  i), 
et  qui  n'ont  pas  de  projections  verticales. 

Tout  ce  qui  est  relatif  à  l'intersection  de  ces  deux  surfaces  est  indiqué  par 
un  trait  long,  suivi  d'un  seul  point  rond  — . — .  — ,  et  tout  ce  qui  est  relatif 
à  l'intersection  des  deux  surfaces  de  révolution  qui  ont  pour  axes  les  droites 

YZ,  ZX,  est  indiqué  par  un  trait  long,  suivi  de  trois  points  ronds — • . — 

Cette  dernière  intersection  comprend  aussi  deux  parties,  dont  les  projections 
horizontales  sont  E<j)/J  P4P'  {^fig*  i>/^^-  B)?  ^t  qui  n'ont  point  de  projections 
verticales  {^fig^  2). 

67.  Les  trois  lignes  qui  résultent  de  l'intersection  des  trois  surfaces  de  ré- 
volution, considérées  deux  à  deux ,  se  rencontrent  aux  points  marqués  des 
chiffres  i,  2, 3,  4>  5,  6,  sur  les  proj celions  horizontale  et  verticale;  chacun  de 
ces  points  en  projection  horizontale  correspond  à  deux  points  en  projection 
verticale,  qui  sont  à  égales  distances  du  plan  UV  (/%•.  a),  ou  du  plan  du 
triangle  donné  XYZ  {fig.  i).  Les  six  points  situés  au-dessus  du  plan  UV  dé- 
terminent six  pyramides  qui  satisfont  aux  conditions  du  problème,  et  les 
si:x:  points  situés  au-dessous  déterminent  les  six  autres  pyramides  symétriques 
par  rapport  aux  premières;  les  douze  pyramides  ont  pour  base  commune  le 
triangle  XYZ. 

68.  Lorsque  des  points  sont  déterminés  par  les  intersections  de  trois  sur- 
faces, la  considération  de  ces  trois  surfaces  n'est  pas  nécessaire.  En  exami- 
nant la  question  sous  un  autre  point  de  vue,  les  mêmes  points  peuvent  ap- 
partenir à  trois  autres  surfaces  différentes  des  premières  :  le  problème  dont 
nous  venons  de  donner  la  solution  graphique  en  offre  un  exemple.  On  connaît 
dans  une  pyramide  triangulaire  la  base,  et  les  angles  des  faces  de  cette  pyra- 
mide qui  sont  opposés  aux  côtés  de  la  base  ;  il  est  facile  (art.  i  a)  d'en  déduire 
les  anglesdièdres.  Soient  A,  B,  C,les  trois  côtés  de  la  base  :  on  connatt  l'angle 

a3 
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dièdre  qui  comprend  deux  de  ces  trois  côtés,  par  exemple  A  et  B;  donc  si 
l'on  a  deux  plans,  faisant  l'un  par  rapport  à  l'autre  un  angle  invariable  (*), 
égal  à  l'angle  dièdre  connu,  et  si  l'on  fait  mouvoir  ces  deux  plans,  en  les  as* 
sujétissant  à  passer  constamment  par  les  côtés  A  et  B,  la  droite  intersection 
des  deux  plans  mobiles  engendrera  un  cône  qui  aura  pour  sommet  le  point 
d'intersection  des  deux  côtés  A  et  B  ;  or  il  est  évident  que  la  surface  de  ce 
cône  contient  le  sommet  de  la  pyramide;  donc  ce  sommet  est  le  point  com- 
mun à  trois  faces  coniques,  qui  ont  pour  sommets  les  points  de  rencontre 
des  trois  côtés  A,  B,  G  de  la  base  de  la  pyramide. 

69.  Ayant  construit  sur  les  trois  côtés  du  triangle  qui  sert  de  base  à  la  py- 
ramide, les  cercles  générateurs  des  trois  surfaces  de  révolution,  qui,  par  leur 
intersection,  déterminent  (art.  .63)  le  sommet  de  la  pyramide,  qu'on  se  repré- 
sente la  ligne  d'intersection  de  deux  quelconques  de  ces  trois  surfaces,  de 
celles,  par  exemple,  qui  ont  pour  axes  de  révolution  les  deux  côtés  A  et  B  de 
la  base,  G  étant  le  troisième  côté.  Cette  ligne,  en  tournant  autour  du  troisième 
côté  G,  engendre  une  quatrième  surface  de  révolution,  sur  laquelle  se  trou- 
vent les  points  communs  aux  trois  premières  surfaces.  Mais  deux  surfaces 
de  révolution  qui  ont  même  axe,  et  qui  se  pénètrent,  ne  peuvent  se  couper 
que  suivant  un  cercle  ;  donc  la  troisième  et  la  quatrième  surface  de  révolu- 
tion se  coupent  suivant  un  cercle  qui  contient  le  sommet  de  la  pyramide. 
Pour  trouver  un  point  de  ce  cercle,  il  suffit  de  couper  ces  deux  surfaces  par 
un  plan  méridien  quelconque,  et  ce  plan  peut  être  celui  de  la  base  de  la  py- 
^  ramide,  ou  des  trois  côtés  A,  B,  G  de  cette  base;  les  points  communs  aux 

courbes  génératrices  contenues  dans  ce  plan ,  déterminent  les  cercles  com- 
muns aux  deux  surfaces.  La  courbe  génératrice  de  la  troisième  surface  est  le 
cercle,  qui  passe  par  les  extrémités  du  côté  G ,  et  dont  un  segment  est  ca- 
pable de  l'angle  donné  opposé  à  ce  côté  G.  Quant  à  la  courbe  génératrice  de 
la  quatrième  surface,  qui  est  située  dans  un  plan  méridien  passant  par  Taxe  G, 
on  la  construit  en  remarquant  que  chaque  point  de  la  courbe  d'intersection 
des  deux  premières  surfaces,  est  le  sommet  d'une  pyramide  qui  a  pour  base 
le  triangle  formé  par  les  trois  côtés  A,  B,  G,  et  pour  arêtes,  des  cordes  qui 
déterminent  sur  les  cercles  générateurs  des  deux  surfaces  de  révolution  des 
arcs  capables  des  angles  a,  b  opposés  aux  côtes  A  et  B. 

On  a  vu  (art.  67)  comment  on  détermine  les  sommets  des  pyramides  par 


(*)  J'ai  démontré  que  lorsque  cet  angle  est  droit,  le  cône,  lieu  géométrique  des  intersections 
successives  des  deux  plans  mobiles,  est  un  cône  oblique  à  base  circulaire,  qui  est  coupé  par  des 
plans  perpendiculaires  aux  côtés  de  l'angle,  suivant  des  cercles.  (  Voyez  la  Correspondance  stu 
l'École  polytechnique,  tome  I",  page  1 79,  n<>  6.) 
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l'intersection  de  deux  courbes  à  double  courbure  ;  la  solution  que  nous  ve- 
nons d'indiquer  est  préférable  »  puisque  les  courbes  à  double  courbure  sont 
remplacées  par  deux  lignes  planes  dont  Tune  est  formée  de  deux  cercles 
égaux,  qui  ont  pour  corde  commune  un  côté  donné  de  la  base  de  la  pyra- 
mide. Regardant  le  rayon  de  ces  cercles  comme  une  quantité  indéterminée 
on  l'augmente  ou  on  le  diminue,  jusqu'à  ce  que  ces  cercles  coupent  la  sec- 
tion méridienne  de  la  quatrième  surface  de  révolution  en  seize  points.  Le 
nombre  de  solutions  ne  dépend  plus  que  de  ce  rayon,  ou  du  troisième  angle 
des  arêtes  de  la  pyramide,  qui  détermine  sa  longueur;  alors  le  problème  pro- 
posé est  ramené  à  celui-ci  :  Trouver  la  section  méridienne  d'une  surface  de  re- 
volution  dont  on  connaît  Vaxe  et  une  ligne  génératrice.  Cette  question  est  ré- 
solue sur  la  planche  G  in-foUoy  dont  on  va  donner  l'explication. 

Explication  de  la  planche  C  in-folio. 

70.  Ayant  pris  pour  plan  de  projection  celui  du  triangle  XZY,base  donnée 
de  la  pyramide,  on  décrit  sur  les  côtés  XZ,  ZY,  des  cercles  dont  les  segmens 
sont  capables  des  angles  des  arêtes  de  la  pyramide,  opposés  à  ces  côtés.  Les 
cercles,  en  tournant  autour  des  côtés  comme  axes  de  révolution,  engendrent 
deux  surfaces  dont  on  construit  la  ligne  d'intersection  par  la  méthode  expo- 
sée (art.  189,  liv.  F'); cette  ligne  est  la  génératrice  de  la  quatrième  surface 
de  révolution,  dont  l'axe  est  le  troisième  côté  XY  de  la  base  XYZ;  elle  est 
formée  (  art.  65)  de  deux  branches,  Tune  qui  résulte  de  l'intersection  des 
nappes  de  surfaces  engendrées  par  les  grands  segmens  XFZ,  ZOY,  et  des 
nappes  engendrées  par  les  petits  segmens  X/z,  Zoj;  l'autre  qui  résulte  de  l'in- 
tersection des  nappes  engendrées  par  un  grand  segmenU  XFZ  et  un  petit 
segment  7/)jr,  ou  par  un  grand  segment  ZOY  et  un  petit  segment  Xfz. 

Les  deux  branches,  en  tournant  autour  de  l'axe  XY,  engendrent  deux 
nappes  de  la  quatrième  surface  de  révolution,  dont  les  sections  par  le 
plan  du  triangle  XYZ  sont  les  courbes  ACBZ,  ou  12345678;  et  A'C'B'Z,  ou 
i'a'3'4'5'6'7'8';  ces  courbes  sont  divisées  en  parties  égales  par  l'axe  XY,  qui 
les  coupe  à  angle  droit. 

I^  section  méridienne  de  la  troisième  surfece  de  révolution  comprend 
deux  cercles  XYG^,  XYG'g^',  dont  les  segmens  sont  capables  de  l'angle  des 
arêtes  de  la  pyramide,  opposé  au  côté  XY  de  la  base  XYZ.  Or  ces  deux  cer- 
des  et  la  section  méridienne  de  la  quatrième  surface  de  révolution ,  se  coupent 
en  seize  points  marqués  des  chiffres  i 8  sur  la  courbe  ABCZ,  et  des  chif- 
fres i' 8'  sur  la  courbe  A'B'C'Z;  donc  les  trois  surfaces  de  révolution  qui 

ont  pour  axes  les  trois  côtés  XZ,  ZY,  XY  se  rencontrent  en  seize  points, 
situés  sur  des  cercles  de  la  troisième  surfeee,  qui  ont  pour  diamètres  les 


i8o  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE.  , 

droites  1.8,  a. 7,  3.Ô,  4-5,  i'.8',  a'.y',  3'.6',  4'.5',  perpendiculaires  à  l'axe  XYde 
cette  surface,  et  divisées  chacune  en  parties  égales  par  cet  axe.  Chacun  des 
cercles,  tel  que  celui  dont  le  diamètre  est  1.8,  contient  deux  sommets  de 
pyramides,  qui  se  projettent  en  un  seul  point  «  de  la  droite  1.8,  en  sorte 
que  les  seize  sommets  se  projettent  sur  le  plan  du  triangle  XYZ,  en  8  points 
«>  fif  yj  A  *  >  i^'j  y?  ^'>  situés  sur  les  huit  diamètres  1.8,  2.7, 4'.5'. 

71.  Nous  ferons  remarquer  qu'on  peut  trouver  la  section  méridienne 
ABCZ,  A'B'C'Z,  de  la  quatrième  surface  de  révolution,  sans  qu'on  soit 
obligé  de  construire  les  projections  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  pre- 
mières surfaces  qui  ont  pour  axes  de  révolution  les  côtés  XZ,  ZY  du  trian- 
gle XYZ.  En  effet,  un  point  quelconque  de  cette  ligne,  que  je  nomme  Â, 
après  avoir  tourné  autour  des  axes  XZ,  ZY,  vient  s'appliquer  sur  les  cer- 
cles YOZ,  XFZ  {pL  Cty/ig*  I  )  en  deux  points  a\  a%  également  distans  de  l'ex- 
trémité Z  des  côtés  XZ,  ZY,  en  sorte  que  a^Zziza^Z;  or  les  distances  du 
point  A  aux  extrémités  X,Y  du  côté  XY,  sont  mesurées  par  les  cordes  a'X,  cTi^ 
donc  ce  point  A,  après  avoir  tourné  autour  de  l'axe  XY,  s'appliquera  au 
point  I  ou  au  point  8  de  la  corde  i  .8^  commune  aux  deux  cercles  décrits 
des  points  X  et  Y^comme  centres,  avec  les  rayons  Xa'  et  Y' a;  les  deux  points 
I  et  8  sont  à  égale  distance  de  l'axe  de  révolution  XY.  On  trouve  de  la  même 
manière  d'autres  points  de  la  courbe  ABCZ,  ou  A'B'C'Z,  section  méridienne 
de  la  quatrième  surface  de  révolution.  Cette  section  et  les  cercles  généra- 
teurs de  la  troisième  surface  de  révolution  étant  placés  symétriquement  par 
rapport  à  l'axe  commun  XY,  on  voit  pourquoi  les  huit  points  d'intersections 
des  deux  sections  méridiennes,  marqués  i,  2,  3, 4?  ^\  ^'y  3',  4'  d'un  côté  de 
l'axe  XY,  déterminent  les  huit  autres  points  placés  de  l'autre  côté;  ces  points 
sont  placés  deux  à  deux  sur  des  perpendiculaires  à  l'axe  XY,  à  égales  dls^ 
tances  de  cet  axe,  et  accouplés  dans  l'ordre  suivant  : 

1.8,  2.7,  3.6,  4.5,  i'.8',  2'.7',  3'.6',  4'.5'; 

Aux  points  tels  que  i,  8,  de  l'un  de  ces  couples,  correspondent  deux  som- 
mets de  pyramides,  dont  nous  allons  construire  les  projections  horizontales 
et  verticales. 

Prcj'ecHons  horizontales  et  verticales  des  seize  sommets  de  la  pyramide.  (PL  C) 

72.  Les  points  i  et  8  étant  déterminés  par  l'intersection  de  la  courbe  ABCZ 
et  des  deux  segmens  égaux  X^%  X^Y,  le  cercle  décrit  du  point  X.  comme 
centre  avec  le  rayon  Xi,  coupe  le  segment  du  cercle  XFZ  au  point  cù  d'e^ 
Von  abaisse  la  perpendiculaire  a'oe  sur  XZ.  Cette  perpendiculaire  rencontre  la 
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droite  1 8  perpendiculaire  à  XY,  au  point  «  projection  horizontale  de  Tun 
des  points  de  Tinlersection  des  trois  surfaces  de  révolution.  Si  du  point  Y 
comme  centre,  avec  le  raj^on  Yi  ou  Y8,  on  eût  décrit  le  cercle  qui  coupe  le 
segment  YOZ'  au  point  a",  la  perpendiculaire  a^a  à  YZ  rencontrerait  encore 
la  droite  1.8  au  pointa^  intersection  des  trois  perpendiculaires  la,  a«,  cl  a 
aux  trois  côtés  XY,  YZ,  XZ  du  triangle  XYZ  base  de  la  pyramide. 

73.  Ayant  la  projection  «  de  Tun  des  seize  sommets  de  la  pyramide ,  sur  le 
plan  de  la  base  XYZ,  pris  pour  plan  de  projection  horizontal,  on  eu  déduira 
facilement  la  projection  sur  un  plan  vertical  vv  (^fig-  îi  )»  dont  la  trace  hori- 
zontale (v'  est  perpendiculaire  au  côté  XY  de  la  base.  En  effet,  le  côté  XY  a 
pour  projection  sur  ce  plan  le  point  x;  décrivant  de  ce  point  Comme  centre 
un  cercle  du  rayon  xk  {^fig*  a  ),  moitié  de  itS  {fig.  i  ),  la  parallèle  m  au 
côté  XY  coupe  ce  cercle  aux  deux  points  «,  (a)  {fig.  a  ),  projections  ver- 
ticales  de  deux  sommets  qui  ont  même  projection  horizontale  «  {/ig.  i  y 
Ainsi  le  point  («y%»  i>  «  J%-  2  )  est  le  sommet  d'une  pyramide  qui  a  pour 
base  le  triangle  XYZ,  et  pour  les  angles  des  arêtes  opposés  aux  trois  côtés 
de  ce  triangle ,  ceux  qu'on  a  désignés  (  art.  63  )  par  les  lettres  a,  b,  c.  Le 
point  [«,  (a)],  {fig.  I  et  a  ),  est  le  sommet  d'une  seconde  pyramide  symétrique 
de  la  première. 

Les  seize  sommets  ont  pour  projections  verticales  {fig.  2  )  les  seize  points 
marqués  des  lettres  «,  ja,  y,  /,  «',  j8',  7',  cT',  («),  (i8),  (7),  (/),  («'),  (18'),  (7%  (J^y 
Les  huit  premiers  sont  au-dessus  de  l'horizontale  v\^*;  les  huit  autres  au- 
dessous  de  cette  horizontale,  sont  marqués  des  mêmes  lettres  en  parenthè- 
ses. Les  deux  points  à  égales  distances  de  l'horizontale  u\f^  sont  situés  sur 
tue  droite  perpendiculaire  à  l'intersection  w'  des  plans  horizontal  et  ver- 
tical de  projection. 

74.  I^s  sommets  de  deux  pyramides  symétriques  étant  situés  sur  une 
droite  perpendiculaire  au  plan  de  la  base  triangulaire  XYZ  (Jig*  i  ),  le  point 
où  cette  droite  coupe  le  plan  de  la  base,  est  la  projection  horizontale  des 
deux  sommets;  ce  qui  réduit  les  projections  horizontales  des  seize  sommets 
aux  huit  points  «,  6,  7,  «T,  «',  jB',  7',  /',  {fîg.  i  ). 

PROBIiÈlfE  XIIL 

Trouver  le  centre  et  le  rayxm  (Tune  sphère  circonscrite  à  un  kyperboloîde  de 
réçobuion  réglé^  et  tangente  à  im  plan  sécant  de  cet  hyperbohïde. 

75.  Solution.  L'hyperboloîde  de  révolution  réglé  et  le  plan  qui  coupe  cette 
sur£3ice  étant  donnés,  le  centre  de  la  sphère  demandée  est  évidemment  sur 
Tasce  de  révolution  ;  de  plus,  ce  point  a  pour  lieu  géométrique  un  cône  du 
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second  degré.  Pour  le  démontrer,  nous  remarquerons  que  la  sphère  deman- 
dée est  circonscrite  à  Fhyperboloïde  suivant  un  cercle  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  Taxe  de  révolution,  qu'elle  a  pour  tangentes  toutes  les  droites 
de  rhyperboloide,  et  que  chacune  de  ces  droites  touche  la  sphère  en  un 
point  du  cercle  de  contact  de  cette  sphère  et  de  Thyperboloïde.  Il  suit  de 
là ,  1°  que  toutes  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  de  la  sphère  sur  les 
droites  de  l'hyperboloïde  et  sur  le  plan  sécant,  sont  égales  entre  elles  comme 
rayons  d'une  même  sphère;  a®  que  le  centre  de  la  sphère  appartient  à  la 
surface  équidistante  du  plan  sécant,  et  d'une  droite  quelconque  de  l'hyper- 
boloïde de  révolution,  surface  qui  jouit  de  cette  propriété,  que  si  de  l'un 
quelconque  de  ses  points  on  abaisse  deux  perpendiculaires,  l'une  sur  le 
plan  sécant,  l'autre  sur  une  droite  déterminée  de  l'hyperboloïde,  ces  perpen- 
diculaires, variables  pour  chaque  point  de  la  surface,  sont  constamment  égales 
entre  elles.  Cette  propriété  de  la  surface  la  caractérise  et  la  détermine.  En 
effet,  soient  une  droite  D  et  un  plan  P;  considérant  la  droite  D  comme  l'axe 
d'un  cylindre  droit  d'un  rayon  arbitraire  R,  un  plan  parallèle  au  plan  P  et 
distant  de  ce  plan  du  rayon  R,  coupera  le  cylindre  suivant  une  ellipse  dont 
chaque  point  sera  à  égales  distances  du  plan  P  et  de  la  drqite  D.  Faisant  va- 
rier le  rayon  R  du  cylindre  droit,  on  obtiendra  tant  d'ellipses  qu'on  voudra, 
et  le  lieu  de  ces  ellipses  sera  évidemment  la  surface  équidistante  du  plan  P 
et  de  la  droite  D.  Regardant  maintenant  la  droite  D  comme  la  droite  d'une 
série  de  cônes  droits,  qui  sont  touchés  par  le  plan  P;  le  sommet  de  ces  cônes 
sera  le  point  d'intersection  du  plan  P  et  de  la  droite  D,  et  l'axe  de  chaque  cône 
sera  déterminé  par  la  droite  de  contact  prise  arbitrairement  sur  le  plan  P  ; 
d'où  il  suit  que  les  droites,  axes  des  cônes  droits  correspondans  aux  droites 
de  contact  prises  sur  le  plan  P,  ont  encore  pour  lieu  géométrique  la  surface 
équidistante  du  plan  P  et  de  la  droite  D;  d'où  il  suit  que  cette  surface  est 
composée  de  droites  qui  passent  par  le  point  d'intersection  de  la  droite  D 
et  du  plan  P  ;  or  on  a  démontré  que  tous  les  plans  parallèles  au  plan  P  cou- 
pent  cette  surface  suivant  des  ellipses  ;  donc  la  surface  équidistante  d'une 
droite  et  d'un  plan,  est  un  cône  du  second  degré,  qui  a  pour  sommet  le 
point  de  rencontre  de  la  droite  et  du  plan. 

76.  Lorsqu'un  plan  coupe  un  hyperboloïde  de  révolution,  il  peut  arriver 
(art.  i3o,  livre  I^^)  que  la  courbe  soit  fermée,  ou  qu'elle  s'étende  à  l'infini; 
dans  ce  second  cas,  il  y  a  au  moins  une  droite  de  l'hyperboloïde  parallèle  au 
plan  sécant,  et  la  surface  équidistante  de  cette  droite  et  du  plan  sécant  est 
un  cylindre  à  base  parabolique.  On  sait  que  tous  les  points  d'une  parabole 
sont  à  égales  distances  d'un  point  qu'on  nomme/oyer  et  de  la  droite  qu'on 
appelle  ^/rec^rzce.Considérant  le  foyer  comme  la  projection  orthogonale  d'une 
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droite  D  sur  le  plan  de  la  parabole,  la  directrice  comme  la  trace  d'un  plan  P 
perpendiculaire  au  même  plan  de  la  parabole,  et  paftiUèle  à  la  droite  D,  la 
surface  cylindrique  qui  a  pour  section  droite  la  parabole,  est  équidistante  du 
plan  P  et  de  la  droite  D  parallèle  à  ce  plan. 

Le  centre  de  la  sphère  cherchée  est  sur  Taxe  de  révolution  de  Thyperbo- 
loîde  ;  il  a  pour  lieu  géométrique  un  cône  ou  un  cylindre  du  second  degré 
déterminé  ;  par  conséquent  le  centre  de  la  sphère  est  le  point  d'intersection 
du  cône  ou  du  cylindre,  et  de  l'axe  de  révolution  de  i'hyperboloïde;  point  que 
l'on  construit  géométriquement  par  la  méthode  exposée  (art.  ia5  et  179, 
livre  P*^,  pages  70  et  1 06).  Le  point  de  contact  de  la  sphère  et  du  plan  sécant 
est  un  foyer  de  la  section  de  l'hyperboloïde  réglé.  {Voyez  art.  iSa,  page  73.) 

PROBLÈME  XIV.  N 

Trouver  le  centre  et  le  rayon  d'une  sphère  tangente  à  quatre  sphères  données 

^  de  grandeur  et  déposition. 

77.  Vietej  traducteur  des  ouvrages  d'Apollonius  de  Perge,  avait  ajouté  à  la 
géométrie  des  anciens,  un  traité  sur  le  contact  des  lignes  droites  et  des  cer^ 
cXes.  Fermât  (né  en  iSqo,  mort  en  1664)  a  continué  ce  travail,  et  c'est  à  lui 
qu'on  doit  la  première  solution  de  cette  question  de  géométrie  à  trois  di- 
mensions :  Trouver  le  centre  et  le  rayon  d^une  sphère  tangente  à  quatre  sphères 
données.  Les  ouvrages  de  ce  géomètre  ont  été  imprimés  à  Toulouse  en  a  vo- 
lumes in-folio,  qui  ont  paru  en  1670  et  1 779,  sous  le  titre  d'Opéra  mathema-^ 
tica.  J'ai  traduit  son  mémoire  sur  le  contact  des  sphères;  on  trouve  cette 
traduction  à  la  suite  des  leçons  qui  ont  été  données  aux  Écoles  normales  de 
1 795  par  Lagrange  et  Laplace,  et  dont  le  conseil  d'instruction  de  l'École  po- 
ly  technique  a  formé  les  cahiers  7  et  8  de  son  journal  (in-^^j  juin  181  a). 

£n  1794  j'avais  proposé  les  questions  traitées  par  Fermât  aux  élèves  de 
l^cole  préparatoire  des  chefs  d'études  de  l'École  polytechnique.  L'un  d'eux, 
Dupuis,  né  avec  les  plus  heureuses  dispositions  pour  la  géométrie,  et  qu'une 
mort  prématurée  enleva  aux  sciences,  et  au  corps  des  ponts  et  chaussées,  ré-* 
solut  le  problème  de  la  sphère  tangente  à  quatre  autres  sphères ,  par  une 
méthode  tout-à-fait  différente  de  celle  de  Fermât.  J'ai  recueilli  dans  le  pre- 
mier volume  de  la  Correspondance  sur  F  École  polytechnique,  que  j'ai  publiée 
en  I  So^y  les  propositions  qu'il  m'avait  communiquées  de  vive  voix  et  san» 
démonstrations. 

Ce  travail  a  été  suivi  de  plusieurs  mémoires  fort  intéressans  sur  le  même 
sujet*  Je  citerai  d'abord  celui  de  M.  Charles  Dupin  (octobre  181  a),  que  j'ai 
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inséré  dans  la  Correspondcmce  (tome  II,  page  4^o).  Le  seizième  cahier  du 
Journal  de  V École  polytechnique  contient  des  recherches  fort  curieuses  sur  le 
contact  des  sphères,  par  M,  Gaultier,  professeur  de  géométrie  au  Conserva- 
toire des  arts  et  métiers.  (^Fojez  ce  cahier,  pages  isà4  -  ^14^  }^^  i8ia.) 

La  première  solution  analytique  complète  du  problème  de  la  sphère  tan- 
gente à  quatre  sphères  a  été  donnée  par  M.  Poisson,  qui  Fa  publiée  dans  lé 
Bulletin  de  la  Société  philomatiquej  cahier  de  septembre  i8ia,  page  \\\. 
{Voyez  cette  solution  à  la  fin  du  livre  II,  notes.) 

M.  Français,  officier  du  génie  et  professeur  à  TÉcole  d'artillerie  et  du  génie 
de  Metz,  avait  aussi  traité  la  même  question  par  l'analyse.  J'ai  publié  son 
travail  dans  le  tome  II  de  la  Correspondance  (pages  63  et  409,  janvier  1810, 
et  octobre  181  a). 

En  appliquant  l'analyse  à  la  solution  synthétique  que  nous  avons  exposée 
(art.  69),  on  trouve,  comme  par  les  deux  solutions  précédentes  de  MM.  Poisson 
et  Français,  que  la  détermination  des  centres  et  des  rayons  des  seize  sphères 
qui  peuvent  toucher  quatre  sphères  données,  ne  dépend  que  de  la  résolution 
d'équations  du  second  degré.  J'ai  publié  cette  troisième  solution  dans  la  Cor- 
respondanccy  tome  II,  page  4îi5  (janvier  181 3),  et  dans  le  dix-septième  ca- 
hier an  Journal,  in-4%^e  l'École  polytechnique  (janvier  181 5),  page  129. 

Monge  adonné  dans  sa  géométrie  (prcmiière  édition,  année  1795,  art.  36  - 
44)  1^  solution  de  trois  questions  relatives  au  contact  de  la  sphère  et  du  plan. 
La  première  consiste  à  mener  par  une  droite  donnée,  un  plan  tangent  à  la 
surface  d'une  sphère;  nous  l'avons  résolue  de  deux  manières  (art.  27  -  3i, 
^g.  I  et  2,  pL  25). 

Voici  l'énoncé  des  deux  autres  questions  : 

10  Mener  par  un  point  donné,  un  plan  tangent  à  deux  sphères,  dont  les 
centres  et  les  rayons  sont  connus  ; 

2^  Mener  un  plan  tangent  à  trois  sphèrea  données  de  grandeur  et  de  po- 
sition. 

Nous  résoudrons  ces  deux  questions,  et  nous  y  ajouterons  celle-ci  : 
Étant  données  trois  sphères,  déterminer  la  position  du  centre  d'une  qua- 
trième sphère  dont  le  rayon  est  connu,  d'après  la  condition  qu'elle  soit  tan- 
gente aux  trois  premières  sphères? 

Du  contact  de  la  sphère  et  du  plan* 

Première  question.  Mener  par  un  point  donné ,  un  plan  tangent  à  deux: 
sphères  ? 

78.  Solution.  On  conçoit  les  deux  cônes  circonscrits  aux  deux  sphères 
données;  ils  ont  leurs  sommets  sur  la  droite  qui  joint  les  centres  de  ces 
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sphères;  l'un  des  sommets  est  au-delà  des  centres,  et  Tautre  entre  les  deux 
centres. 

Par  le  point  donné,  on  mène  des  plans  tangens  à  chacun  des  cônes  circon* 
scrits,  et  il  est  évident  que  ces  plans  sont  aussi  tangens  aux  deux  sphères 
données.  Ainsi  le  problème  proposé  a  quatre  solutions. 

Explication  dèlafig,  i^pl-  3i. 

79.  Soient  A  et  B  les  centres  des  deux  sphères  données ,  Aa,  Bb  leurs 
rayons.  En  supposant  que  ces  rayons  soient  parallèles,  la  droite  abj  qui  joint 
leurs  extrémités,  rencontre  la  droite  AB  des  centres  au  point  S,  sommet  de 
Tun  des  cônes  circonscrits  aux  deux  sphères;  la  droite  ab'y  menée  par  les  ex- 
trémités ai  b'  des  rayons  parallèles  Aa,  Bb'j  coupe  la  droite  AB  au  point  s, 
sonunet  du  second  cône  circonscrit.  Il  est  évident  que  tout  plan  tangent  aux 
deux  sphères  sera  aussi  tangent  à  l'un  des  deux  cônes  circonscrits  à  ces 
sphères,  et  passera  nécessairement  par  l'un  des  sommets  S,  s  de  ces  cônes* 

Quelle  que  soit  la  position  du  point  donné,  on  conçoit  par  ce  point  et  par 
les  centres  des  deux  sphères  un  plan  que  l'on  peut  prendre  pour  le  plan  de 
lay%.  I.  Soit  D  le  point  donné  sur  ce  plan  ;  les  droites  DS,  D^  qui  joignent  ce 
point  et  les  sommets  des  cônes  circonscrits,  seront  connues  ;  or  le  plan  tan- 
gent aux  deux  sphères  données,  doit  passer  par  l'une  de  ces  droites;  donc  le 
problème  proposé  est  résolu,  puisqu'il  est  ramené  au  précédent  ^art,  27),  qui 
consiste  à  mener  par  chacune  des  droites  DS,  D^,  un  plan  tangent  à  l'une  des 
deux  sphères  données  de  grandeur  et  de  position. 

Deuxième  question.  —  Mener  un  plan  tangent  à  trois  sphères  données? 

80.  Soient  A,  B,  C  (/%.  a,  pL  3i)  les  centres  des  trois  sphères  données;  S 
et  ^  les  sommets  des  deux  cônes  circonscrits  aux  deux  premières  sphères;  S', 
s'  les  sommets  des  deux  cônes  circonscrits  aux  sphères  des  centres  B  et  C,  et 
enfin  S",  /  les  sommets  des  deux  cônes  circonscrits  aux  sphères  des  centres 
A  et  C,  on  remarquera  d'abord  que  les  six  sommets  sont  placés  sur  quatre 
droites  dans  l'ordre  suivant  : 

SS'S",  Ss's"^  sS's",  ss'S". 

En  effet,  dans  les  combinaisons  des  six  sommets  trois  à  trois,  il  faut  ex- 
clure, 1  ®  celles  dans  lesquelles  entrent  S  et  5,  ou  S'  et  /,  ou  enfin  S"  et  s", 
parce  que  le  même  plan  ne  peut  pas  toucher  les  deux  cônes  circonscrits  à 
deux  sphères;  a""  celles  où  il  entre  un  des  trois  sommets  intérieurs  «,  ^'^i/^ 

a4 
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avec  deux  des  trois  sommets  extérieurs  S,  S',  S",  parce  que  le  plan  qui  touche 
deux  quelconques  des  trois  cônes  à  sommets  extérieurs^  touche  nécessaire- 
ment le  troisième  d'un  sommet  de  même  nom  ;  3"*  enfin  la  combinaison  Sy  s, 
s\  parce  que  le  plan  qui  touche  deux  cônes  à  sommets  intérieurs,  touche  né- 
cessairement un  cône  à  sommet  extérieur;  donc  les  combinaisons  des  som- 
mets trois  à  trois  se  réduisent  aux  quatres  droites  précédentes. 

Maintenant,  remarquons  que  le  plan  tangent  à  trois  sphères  étant  aussi 
tangent  à  trois  des  six  cônes  circonscrits  à  ces  sphères,  il  contient  les  som- 
mets de  ces  trois  cônes  ;  mais  ces  sommets  sont  encore  sur  le  plan  des  trois 
centres  des  sphères  ;  donc  ils  sont  sur  la  droite  intersection  de  ces  deux 
plans  (*). 

Connaissant  les  quatre  droites  des  sommets  des  cônes  circonscrits,  il  est 
évident  que  le  problème  proposé  consiste  à  mener  par  chacune  de  ces 
droites,  des  plans  tangens  à  Tune  des  trois  sphères  données;  ce  qui  le  ra- 
mène au  précédent  (  art.  ay  )  ;  et  comme  par  chaque  droite  on  peut  me- 
ner deux  plans  tangens  à  une  sphère,  il  s'ensuit  que  trois  sphères  peuvent 
être  touchées  par  huit  plans. 

Du  contact  des  sphères. 

8i.  Lorsque  deux  sphères  se  touchent,  la  distance  de  leurs  centres  est 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  leurs  rayons;  donc  si  Ton  nomme  A, 
B,  C  les  sphères  touchées,  et  a,  b^  c  leurs  rayons  ;  T  la  sphère  touchante  et  t 
son  rayon  ;  le  centre  de  la  sphère  T  est  sur  l'une  des  deux  sphères  a\  cl  con- 
centriques à  A,  et  des  rayons  ^+  <iyt  —  a.  Par  la  même  raison,  il  est  sur  une 
des  deux  sphères  b\  V  concentriques  à  B,  des  rayons  t-^-b,  t  —  b,  et  enfia 
sur  une  des  deux  sphères  c',  c"  concentriques  à  C,  qui  ont  pour  rayons  ^H-c 
et  ^ —  c;  d'où  il  suit  que  le  centre  de  la  sphère  T  est  le  point  commun  à  trois 
des  six  sphères  a,  a",  b',  b",  c',  c"  :  or,  en  excluant  des  combinaisons  trinaires 
de  ces  six  sphères,  celles  dans  lesquelles  entrent  les  sphères  a,  a,  ou  b',  Vj 
ou  c',  c%  parce  que  des  sphères  concentriques  ne  peuvent  pas  se  couper,  ces 
combinaisons  se  réduisent  à  huit,  dans  Tordre  suivant  : 

i^àVd;  a^  dVc';  3^  dVd;  If  dVd;  5* dbd;  6-  dVd;  f  db'd;  8* dbW 


(*)  U  suit  de  celte  proposition,  que  lorsqu'on  a  sur  un  plan  trois  cercles  {fg.  a,/?/.  3i),  et 
qu'on  a  mené  à  deux  quelconques  de  ces  cercles,  les  deux  couples  de  tangentes  qui  se  coupent  ea 
deux  points  de  la  droite  menée  par  leurs  centres,  les  tangentes  et  les  droites  des  centres  se  ren- 
contrent en  six  points,  qui  sont  répartis  sur  quatre  droites,  de  manière  que  trois  de  ces  point* 
M  trouvent  nécessairement  sur  l'une  des  quatres  droites. 
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De  plus,  les  trois  sphères  de  l'une  quelconque  des  huit  combinaisons  se 
coupent  en  deux  points  ;  d'où  il  suit  qu'il  y  a  en  général  seize  points,  dont 
chacun  peut  être  pris  pour  le  centre  d'une  sphère  T  d'un  rayon  déterminé  t, 
qui  touche  trois  sphères  données  de  grandeur  et  de  position.  Lorsque  la 
sphère  tangente  est  d'un  rayon  infini,  c'est-à-dire  lorsqu'elle  devient  un  plan, 
on  a  vu  (art.  précédent)  que  le  nombre  de  plans  tangens  se  réduisait  à  huit. 

Su.  En  faisant  varier  le  rayon  de  la  sphère  T  tangente  aux  trois  sphères 
données,  le  centre  de  cette  sphère  prend  successivement  diverses  positions , 
correspondantes  aux  valeurs  de  son  rayon  ;  les  points  de  contact  de  la  sphère 
variable  T  et  des  trois  sphères  fixes,  changent  continuellement;  nous  allons 
démontrer 

i^  Que  les  centres  des  sphères  tangentes  à  trois  sphères  données,  ont  pour 
lieux  géométriques,  quatre  courbes  planes  du  second  degré; 

2^  Que  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  de  l'une  quelconque  des 
trois  sphères  fixes  et  de  la  sphère  mobile  tangente,  est  un  cercle. 

De  la  courbe  queparœurt  le  centre  d^une  sphère  mobile^  qui  touche  constam- 
ment trois  sphères  fixes. 

83.  Cette  courbe  jouit  de  la  propriété  que  si  l'on  prend  un  point  quelcon- 
que «ur  son  contour,  les  distances  de  ce  point  aux  centres  des  sphères  fixes, 
diffèrent  entre  elles  d'une  quantité  constante  et  indépendante  du  rayon  de  la 
sphère  mobile,  en  sorte  que  nommant  dy  d\  d"^  ces  distances,  les  quantités 
d — d'y  d — d^y  d! — d  sont  constantes,  quelle  que  soit  la  sphère  tangente. 
En  efFet,  adoptant  les  dénominations  de  l'article  81,  les  distances  d^  d\y  d" 
peuvent  avoir  les  huit  systèmes  de  valeurs  suivantes,  qui  correspondent  aux 
huit  combinaisons  (art.  81)  des  sphères  a',  a%  b\  Vy  c\  c": 


1'  d — t-^a, 

d'=, 

t-^by 

d'=.  t-\-Cy 

a"  d—t-^a. 

d'= 

t-^by 

d'=.t — c, 

3'd=zt-^  a, 

d'— 

t by 

d'—t-^Cy 

4»«?  — fH-tf, 

d'—i 

t by 

d'z=t — c, 

fC  d=t—a, 

d'=Zl 

t-^by 

d'—t-hc. 

6»  d=t—a. 

d'=:t 

t-hby 

d'=t—Cy 

rd  =  t—a, 

d'=t 

-by 

rf'=  f  +  Cy 

8'  d  —  t—Oy 

d:=zi 

r-^ 

d'=z  t—C. 

Il  est  évident  que  pour  l'un  quelconque  de  ces  systèmes,  pour  le  premier  par 
exemple,  les  valeurs  de  d — d'y  d' —  d'y  d' —  dsouX,  constantes  et  égales  aux 
quantités  a—  by  b — :C,  c —  a. 
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Mais  il  est  à  remarquer  que  le  premier  et  huitième  système  donnent  les 
mêmes  valeurs  absolues  pour  les  dijfférences  des  distances  i/,  d\  d".  La  même 
remarque  s'applique  aux  systèmes  a  et  7,  3  et  6,  4  et  5;  donc  les  centres 
de  toutes  les  sphères  qui  peuvent  toucher  trois  sphères  fixes,  et  qui  appar- 
tiennent à  huit  séries  différentes,  sont  distribués  sur  quatre  courbes,  telle 
que  pour  la  première  on  a  :  '  " 

d —  d^z=ia  —  i, d^  —  d^z=.h —  c,  d" —  ^=  c  —  a; 

Pour  la  seconde  courbe,  on  a  : 

d—d'zrza-^h^  d' — rf'=*  +  c,  d" — d^a-hc; 

Pour  la  troisième  : 

d—d'  =  a+b,d'  —  d''=b-hc,d''^d=c  —  a; 

Pour  la  quatrième  enfin  : 

d — d'=:a'j-'bj  d' — d''=zb —  c,  d" — rf=:a  +  c. 

Nous  démontrerons  que  ces  quatre  courbes  sont  planes,  et  que  leurs  plans 
sont  perpendiculaires  aux  quatre  droites  (art.  80),  qui  contiennent  les  six 
sommets  des  cônes  circonscrits  aux  trois  sphères  fixes  touchées  par  la  sphère 
mobile;  enfin  que  chacune  d'elles  résulte  de  l'intersection  d'un  cône  droit 
par  un  plan. 

De  la  courbe  formée  par  les  points  de  contact  de  chacune  des  sphères  ^es  et, 
de  la  sphère  mobile  considérée  dans  toutes  ses  positions. 

84.  Parmi  les  huit  séries  de  sphères  qui  peuvent  toucher  trois  sphères 
fixes,  prenons*en  une  à  volonté,  par  exemple  la  série  des  sphères  qui  tou- 
chent les  sphères  fixes  extérieurement.  Une  quelconque  des  sphères  de  cette 
série  touche  les  trois  sphères  fixes  en  trois  points  ;  nous  allons  d'abord  dé- 
montrer que  le  plan  mené  par  ces  trois  points  passe  par  la  droite  qui  con- 
tient les  sommets  des  trois  cônes  extérieurs  circonscrits  aux  sphères  fixes. 
Nommons  comme  précédemment  A ,  B,  C  les  sphères  fixes  touchées,  et  T  la 
sphère  mobile  tangente.  Le  plan  qui  passe  par  le  centre  de  la  sphère  T  et  par 
les  centres  de  deux  quelconques  des  trois  sphères  A,  B,  G,  de  A  et  B  par 
exemple,  coupe  les  trois  sphères  A,  B,  T  suivant  trois  grands  cercles,  dont 
l'un  appartenant  à  la  sphère  T  touche  les  deux  grands  cercles  des  sphères 
A  et  B. 

Soient  (/%.  3  ,/>/.  3i)  X,  Y^  Z  les  centres  de  ces  trois  cercles,  E  et  F  les 
points  de  contact  de  la  sphère  T  avec  les  sphères  A  et  B  ;  il  est  évident  que 
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la  dr<»te  £F  cpii  joint  les  points  de  contact  E  et  F,  passe  par  le  sommet  O  du 
cône  extérieur  circonscrit  aux  sphères  A  et  B,  puisque  les  deux  droites  OE, 
OH  sont  dans  le  rapport  constant  des  deux  rayons  parallèles  XE,  YH  des 
sphères  A  et  B;  d'où  il  suit  que  quel  que  soit  le  rayon  ZE  ou  ZF  de  la  sphère 
T,  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  de  cette  sphère  et  des  sphères 
A  et  B,  passe  constamment  par  le  sommet  O  du  cône  extérieur  circonscrit  à 
ces  sphères  A  et  B. 

Par  la  même  raison,  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  de  la  sphère  T 
et  des  sphères  A  et  G,  passe  par  le  sommet  du  cône  extérieur  circonscrit  k  ces 
sphères; donc  le  plan  mené  par  les  trois  points  de  contact  de  la  sphère  T  et 
'  des  sphères  A,  B,  C,  passe  par  la  droite  qui  contient  les  trois  sommets  des 
cônes  extérieurs  circonscrits  aux  sphères  A,  B,  C;  ainsi,  menant  par  cette 
droite  un  plan  quelconque  qui  coupe  les  trois  sphères  A,  B,  C  suivant  trois 
petits  cercles,  un  quatrième  cercle  tangent  à  ce»  trois  derniers,  appartient  à 
une  des  sphères  T,  qui  touche  les  trois  sphères  A,  B,  C  ;  d'où  il  suit  que  la 
perpendiculaire  au  plan  de  ce  quatrième  cercle,  élevée  par  le  centre  de  ce 
cercle,  passe  par  le  centre  de  la  sphère  T. 

85.  Désignons  les  points  de  contact  de  la  sphère  T  et  des  sphères  A,  B,  C 
par  les  trois  lettres  «,  /S,  >,  et  par  a,  18',  y  les  points  de  contact  d'une  autre 
sphère  T'  avec  les  mêmes  sphères  A,  B,  C.  On  vient  de  prouver  que  le  plan 
des  trois  points  «,  jô,  >,  et  le  plan  des  trois  points  a,  jg',  y\  passent  par  une 
même  droite ,  celle  qui  contient  les  sommets  des  cônes  extérieurs  circon- 
scrits aux  sphères  A,  B,  G.  Maintenant  nous  allons  démontrer  que  les  six 
points  a,  jS,  ^^  a,  fi\  y\  appartiennent  à  une  même  sphère. 

D  abord  %i  prenant  quatre  de  ces  six  points  dans  Tordre  suivant  : 


ils  sont  dans  un  même  plan  et  sur  une  même  circonférence  ;  car  les  droites 
menées  par  les  points  a,  ^,  et  par  les  points  a,  ]8V concourent  en  un  même 
point,  qui  est  le  sommet  du  cône  extérieur  circonscrit  aux  sphères  A  et  B; 
donc  le  plan  mené  par  ces  deux  droites  coupe  les  sphères  A  et  B,  suivant  deux 
cercles,  dont  Tun  contient  les  points  ay  fù,  et  le  second  les  points iS,  ^\  comme 
on  le  voit  (^fig.  'i^pL  3i  ):  or  les  droites  ajg',  a')0'  concourent  au  même  point  O, 
qui  représente  dans  cette  figure  le  sommet  du  cône  circonscrit  aux  sphères  A 
et  B;donc  les  quatre  points  «,  jB,  a\  fi'  appartiennent  à  une  circonférence  de 
cercle,  dont  le  centre  K  est  déterminé;  d'où  il  suit  qu'on  pourra  mener  une 
sphère  par  les  quatre  points  a,  j8,  a,  j8'  et  un  cinquième  point  y:  or  cette 
sphère  contiendra  le  sixième  point  y',  puisque  les  quatre  points  «t,  7,  «',  /  ou 
/^7,]ôV/ )  sont  sur  une  même  circonférence;  donc  les  six  points  «,  j8,  7^  a,  j8',  y' 
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appartiennent  à  une  même  sphère  :  le  centre  et  le  rayon  de  cette  sphère 
varient  en  même  temps  que  les  deux  sphères  T  et  T' qui  touchent  les  sphères 
fixes  A,  B,  C. 

86.  Nommons  S  la  sphère  qui  passe  par  les  six  points  a,  /g,  y,  «'  j8',  y';  elle 
coupe  la  sphère  A  suivant  un  petit  cercle  qui  passe  par  les  points  «e,  a ,  et  les 
deux  sphères  T  et  T'  suivant  deux  autres  cercles  tangens  au  premier  aux 
points  a,  a ,  puisque  ces  sphères  sont  tangentes  à  la  sphère  A.  Considérons 
les  tangentes  communes  au  petit  cercle  de  la  sphère  A  et  aux  deux  petits 
cercles  de  la  sphère  S;  on  a  démontré  que  les  plans  de  ces  petits  cercles 
passaient  par  la  droite  qui  contient  les  sommets  des  cônes  circonscrits  aux 
trois  sphères  A,  B,  C  ;  donc  les  tangentes  à  ces  cercles  passent  par  la  même  ' 
droite,  mais  de  plus  elles  sont  dans  le  plan  du  cercle  d'intersection  des 
sphères  A  et  S  ;  donc  elles  passent  par  le  point  d'intersection  de  ce  plan  et 
de  la  droite  qui  contient  les  sommets  des  cônes  circonscrits  aux  trois  som- 
mets A,  B^  C. 

87.  En  supposant  que  les  sphères  A,  B,  C  restent  les  mêmes,  et  qu'elles 
soient  touchées  par  une  autre  sphère  T' différente  de  T',  les  nouveaux  points 
de  contact  seront  ia",  jô*',  y.  On  prouvera  de  la  même  manière  i®  que  les  six 
points  a,  ^^y^  oLy  jS",  y"  sont  situés  sur  une  même  sphère  S'  qui  coupera  la 
sphère  A  suivant  un  petit  cercle,  et  les  sphères  T,  T"  suivant  deux  autres 
petits  cercles  tangens  au  premier;  sk^  que  les  tangentes  communes  au  petit 
cercle  de  la  sphère  A  et  aux  deux  petits  cercles  des  sphères  T  et  T*  se  ren- 
contrent en  un  même  point  de  la  droite  qui  contient  les  sommets  des  cônes 
circonscrits  aux  sphères  A,  B,  C  :  or  la  tangente  commune  au  petit  cercle  de 
la  sphère  A  et  au  petit  cercle  de  la  sphère  T  ne  change  pas  de  position;  donc 
elle  coupe  la  droite  qui  contient  les  sommets  des  cônes  circonscrits  en  un 
point  qui  ne  varie  pas;  donc  c'est  vers  ce  point  que  concourent  toutes  les 
tangentes  communes  aux  petits  cercles  d'intersection  de  la  sphère  con^ 

stante  A  et  des  sphères  variables  S,  S',  S"",  etc ;  d'où  il  suit  que  ce  point 

est  le  sommet  d'un  cône  droit  circonserit  k  la  sphère  A,  qui  a  pour  base  ua 
cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  celui  des  centres  des  trois  sphères 
A,B,C. 

Ainsi  y  lorsqu'une  sphère  variable^  qui  devient  successivement  Ty  T,  T''...,. 
touche  constcamnent  trois  spJièresfixes  A  y  Bj  C,  les  points  de  contact  Oy  «',  «".m.  •, 

de  l'une  des  sphères  fixes  y  de  A  par  exemple^  et  des  sphères  Ty  T^  V ,  ap^ 

partiennent  à  un  petit  cercle  de  la  sphère  A  y  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à. 
celui  qui  passe  par  les  centres  des  trois  sphères  A  y  By  C. 

88.  La  ligne  de  contact  de  chacune  des  trois  sphères  fixes  et  de  la  sphèi^e 
mobile  qui  les  touche  étant  un  cercle^  il  s'ensuit  que  la  courbe  ^décrite  par  le 
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centre  de  cette  sphère  mobile,  est  commune  à  trois  cônes  droits  qui  ont  pour 
sommets  les  centres  des  sphères  fixes,  et  pour  bases  les  petits  cercles  de  con- 
tact de  ces  sphères  et  de  la  sphère  mobile.  De  plus  nous  allons  démontrer  que 
cette  courbe  est  plane. 

89.  Ayant  nommé  T  et  T' la  sphère  mobile  considérée  dans  deux  positions 
différentes,  on  a  vu  i^  que  la  sphère  T  touche  les  trois  sphères  fixes  A,  B,  G 
en  trois  points  «,  |B,  ^i  «*  la  sphère  T'  en  trois  points  «',  P'  y;  a°  que  les  six 
points  a,i3,>^,  a\  jg',  y  appartiennent  à  une  même  sphère  S  qui  contient  les  petits 
cercles  menés  par  les  trois  points  «,  jô,  y  et  par  les  trois  points  a ,  j8',  y  ; 
3"  que  les  plans  de  ces  petits  cercles  passent,  quelles  que  soient  les  sphères 
T  et  T',  par  la  droite  qui  contient  les  sommets  des  cônes  circonscrits  aux 

sphères  fixes. 

Cela  posé,  une  perpendiculaire  au  plan  du  petit  cercle  ajô^.  (en  désignant 
ainsi  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  a,  /3,  y),  élevée  par  le  centre  de  ce 
cercle,  contient  évidemment  le  centre  de  la  sphère  T;  de  même  une  perpen- 
diculaire au  plan  du  petit  cercle  al^'y  élevée  par  son  centre,  contient  le 
centre  de  la  sphère  T'.  Ces  perpendiculaires  sont  dans  le  même  plan ,  puis* 
qu'elles  passent  par  le  centre  de  la  sphère  S,  et  ce  plan  est  perpendiculaire  à 
la  droite  qui  joint  les  sommets  des  cônes  circonscrits  aux  sphères  fixes.  Or  le 
point  de  rencontre  de  ces  perpendiculaires  est  d'autant  plus  près  de  la  courbe 
que  décrit  le  centre  de  la  sphère  mobile,  que  les  deux  sphères  consécutives  T 
et  T'  diffèrent  moins  entre  elles;  donc,  lorsque  ces  sphères  croissentpar  de- 
grés insensibles,  Tintersection  successive  des  perpendiculaires  aux  plans  des 
cercles  afiy^  <^fiy\  <^^yi  etc.,  menées  par  les  centres  de  ces  cercles,  forme  la 
courbe  que  décrit  le  centre  de  la  sphère  mobile}  donc  cette  courbe  a  pour 
tangentes  ces  perpendiculaires.  Mais  une  ligne  dont  toutes  les  tangentes  sont 
situées  dans  des  plans  perpendiculaires  à  une  même  droite,  est  nécessaire- 
ment plane  ^  donc  la  courbe  décrite  par  le  centre  d'une  sphère  mobile  qui  touche 
constamment  trois  sphères  fixes  ^  est  plane.  Ayant  démontré  que  cette  courbe 
est  commune  à  trois  cônes  droits  dont  elle  est  Fintersectlon,  on  doit  conclure 
que  ces  cônes  se  coupent  suivant  une  seule  et  même  ligne  plane.  Ainsi  la 
courbe  décrite  par  le  centre  d'une  sphère  mobile  qui  touche  constaimnent  trois 
sphères  fixes  y  est  une  section  conique^  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  une 
droite  qui  contient  le  sommet  des  cônes  circonscrits  aux  sphères  fixes. 

QO.  On  a  prouvé  (art.  83)  que  les  centres  des  huit  séries  de  sphères  qui 
peuvent  toucher  trois  sphères  données,  étaient  distribués  sur  quatre  courbes 
différentes;  il  suit  de  ce  qui  précède  que  ces  courbes  sont  des  sections  coni- 
ques situées  dans  des  plans  perpendiculaires  aux  quatre  droites  qui  contien» 
nent  les  sommets  des  cônes  circonscrits  aux  sphères  fixes. 
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A  chaque  courbe ,  lieu  des  centres  de  la  sphère  mobile,  correspond  un 
cercle  qui  est  aussi  le  lieu  des  points  de  contact  d'une  sphère  fixe  avec  cette 
sphère  mobile  ;  donc  toutes  les  sphères  qui  peuvent  toucher  trois  sphères 
fixes,  touchent  chacune  d'elles  eîi  des  points  qui  sont  distribués  sur  quatre 
petits  cercles.  Chacun  de  ces  petits  cercles  étant  (art,  87)  la  ba  se  d'un  cône 
droit  qui  a  son  sommet  sur  Tune  des  quatre  droites  menées  par  les  six  som- 
mets des  cônes  circonscrits  aux  sphères  fixés,  on  propose  la  question  sui- 
vante : 

Connaissant  les  rayons  et  les  centres  de  trois  sphères  y  déterminer  V  la  position 
des  plans  des  quatre  courbes  ^  lieux  des  centres  de  toutes  les  sphères  quipeu^ 
vent  toucher  les  trois  sphères  données  ;  2**  les  quatre  petits  cercles  Ueux  des 
points  de  contact  de  chacune  des  sphères  données^  cu^ec  la  sphère  mobile 
qui,  dans  toutes  ses  positions^  est  tangente  aux  sphères  fixes, 

91.  Solution.  Ayant  mené  par  les  centres  des  trois  sphères  données  un  plan 
qui  coupe  ces  sphères  suivant  trois  grands  cercles,  on  tracera  dans  ce  plan 
*  les  quatre  droites  sur  lesquelles  sont  distribués  les  sommets  des  six  cônes 
circonscrits  aux  sphères;  à  chacune  de  ces  droites  correspond  (art.  87)  une 
série  de  sphères  tangentes  aux  trois  sphères  données.  A  près  avoir  déterminé 
le  centre  d'une  quelconque  des  sphères  comprises  dans  une  série,  on  mènera 
par  ce  centre,  et  perpendiculairement  à  Id  droite  correspondante  à  cette  série, 
un  plan  qui  sera  un  des  plans  demandés.  On  construit  le  centre  d'une  sphère 
comprise  dans  les  quatre  séries  des  sphères  correspondantes  aux  droites  qui 
unissent  les  sommets  des  cônes  circonscrits,  en  observant  que  le  rayon  de 
cette  sphère  est  pris  arbitrairement,  et  que  son  centre  est  Tintersection  de 
trois  sphères  dont  les  rayons  et  les  centres  sont  connus. 

Soient,  comme  dans  les  articles  précédens.  A,  B,  C,  les  trois  sphères  tou- 
chées par  une  quatrième  sphère  T,  dont  le  centre  est  dans  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'une  des  droites  qui  contiennent  les  sommets  des  cônes  circonscrits 
aux  trois  sphères  A,  B,  C,  et  nommons  D  cette  droite.  / 

Par  les  points  où  la  sphère  T  touche  les  trois  sphères  A,  B,  C,  on  mènera 
trois  plans  tangens  à  cette  sphère  T.  Le  plan  qui  touche  les  sphères  T  et  A 
coupera  la  droite  D  en  un  point  que  Ton  considérera  comme  le  sommet  d'un 
cône  droit  circonscrit  à  la  sphère  A.  Ce  cône  louchera  la  sphère  A  suivant 
un  petit  cercle  qui  sera  le  lieu  des  points  de  contact  de  cette  sphère  A,  et  de 
toutes  les  sphères  (  comprises  dans  une  même  série)  qui  touchent  à  la  fois  les 
trois  sphères  A,  B,  Q  La  droite  D  sera  coupée  en  deux  autres  points  par  les 
plans  qui  touchent,  l'un  les  sphères  T  et  B,  l'autre  les  sphères  T  et  C.  Ces. 
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points  seront  les  sommets  des  deux  autres  cônes  droits  circonscrits  aux 
sphères  B  et  C,  les  petits  cercles  de  contact  des  cônes  et  des  sphères,  con- 
tiennent les  points  de  contact  des  sphères  Â,  B,  C,  et  de  la  sphère  mobile  T 
qui  les  touche. 

On  raisonnera  de  la  même  manière  pour  une  autre  sphère  T  tangente  aux 
trois  sphères  A,  B,  G,  dont  le  centre  serait  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
une  autre  droite  D'^  contenant  trois  sommets  de  cônes  circonscrits  aux 
sphères  A,  B,  G. 

La  question  précédente  renferme  la  suiyante,  comme  cas  particulier. 

Étant  donnés  trois  cercles  dans  un  plan^  trouver  un  quatrième  cercle  tangent 

aux  trois  premiers  (*)? 

92k.  Solution.  On  considérera  les  trois  cercles  donnés  comme  le^  grands 

cercles  de  trois  sphères ,  et  la  question  proposée  sera  la  même  que  celle-ci  : 

Trouver  parmi  les  sphères  tangentes  à  trois  sphères  données ,  celles  qui 

(*)  Ce  problème,  traité  algébriquement  par  Newton  et  Euler,  a  été  résolu  fort  él^ammeot 
par  MM.  Gauchy  et  Poncelet,  à  l'époque  où  ils  étaient  élèves  de  l'École  polytechnique.  J'ai  pu-* 
blié  leurs  solutions  dans  la  Correspondance^  tome  P%  page  198,  juillet  1806;  et  tome  II,  p.  271, 
janvier  i8zi.  {^ojr.  aussi  les  Jnnales  de  mathématique  de  M.  Gergone,  avril  1817,  tome  YII, 
page  489.) 

On  a  encore  traité  cette  question ,  dans  llijpothèse  où  les  trois  cercles  sont  donnés  sur  une 
sphère.  M.  Camot  l'a  résolue  par  l'algèbre^  dans  sa  Géométrie  de  position  (  z  toI.  i>i-4«,  année 
i8o3,  page  4x5).  M.  Olivier,  ancien  officier  d'artillerie^  m'avait  communiqué  une  solution  syn- 
thétique de  ce  problème,  que  j'ai  publiée  dans  la  Correspondance  de  l'École  polytechnique 
(  tome  III,  page  10,  année  x8i4),  et  qui  se  déduit  des  principes  que  nous  avons  exposés. 

Soit  A  {Jlg.  4»  P^'  3i)  le  centre  de  la  sphère  sur  laquelle  on  donne  trois  cercles  que  je  désigne 
par  les  lettres  X,  T,  Z  ;  le  plan  mené  par  ce  centre  et  par  les  centres  des  deux  cercles  donnés  X 
et  Y,  coupe  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  MNm/i,  et  les  plans  des  cercles  X,  Y  suivant  des 
cordes  MN,  mn  du  grand  cercle,  qui  sont  aussi  les  diamètres  des  petits  cercles  X  et  T.  (  Ployez 
art.  ao4»Uv,  I^^.)  On  a  démontré  (même  article)  que  par  ces  deux  petits  cercles  on  peut  faire 
passer  deux  cônes  obliques,  qui  ont  pour  sommets  les  points  de  concours  S  et  ^  des  côtés  et 
des  diagonales  du  quadrilatère  MN/72/1.         ^ 

Cn  substituant  le  troisième  cercle  donné  Z  au  second  Y,  ewle  combinant  avec  le  premier  cer- 
cle 'X»  on  forme  deux  autres  cônes  obliques  dont  les  sommets  S',  s' sont  située  hors  du  plan  de 
la^^*  4*  l'A  combinaison  des  deux  cercles  Y  et  Z  donne  encore  deux  cônes,  dont  les  sommets  S', 
^  sont  aussi  hors  du  plan  de  la^gr.  4* 

CZela  posé,  la  solution  de  M.  Olivier  est  fondée  sur  cette  considération,  que  le  plan  d'un  qua* 

trième  cercle  qui  touche  les  trois  cercles  donnés  X,  Y,  Z,  est  tangent  à  trois  des  six  cônes  qui 

passent  par  ces  cercles,  et  dont  les  sommets  sont  situés  deux  à  deux  sur  les  trois  droites  S^,  S's\ 

S^y^'    Parmi  les  cercles  qui  peuvent  toucher  les  trois  cercles  donnés,  considérons  celui  qui  est 

en  deliors  de  ces  trois  cercles,  et  qui  les  touche  en  trois  points.  Les  tangentes  menées  par  les 

a5 


T9i  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 

ont  leurs  centres  dans  le  même  plan  que  celui  des  centres  des  trois  sphères 

données  ? 

Pour  résoudre  cette  dernière  question,  on  construira  (problème  précé- 
dent), sur  les  trois  sphères,  les  quatre  petits  cercles  lieux  des  points  de  con- 
tact de  ces  sphères  et  de  toutes  les  sphères  qui  peuvent  les  toucher  en  même 
temps;  les  huit  points  communs  à  ces  petits  cercles  et  aux  grands  cercles 
donnés  des  sphères,  sont  ceux  par  lesquels  doivent  passer  les  cercles  tangens 
aux  cercles  donnés.  Il  suit  de  cette  construction  que  le  problème  proposé  a 
huit  solutions,  c'est-à-dire  qu'étant  donnés  trois  cercles,  ils  peuvent  être  tou- 
chés par  un  quatrième  de  huit  manières  différentes. 

Connaissant  les  points  de  contact  des  trois  cercles  donnés  avec  les  cercles 
qui  peuvent  les  toucher,  il  sera  facile  de  distinguer  ceux  de  ces  points  qui 
appartiennent  au  même  cercle  tangent;  mais  pour  éviter  toute  difficulté  dans 
le  choix  de  ces  points,  il  conviendra  de  trouver  sur  le  plan  des  trois  cercles 
donnés,  les  traces  des  plans  qui  contiennent  les  centres  des  sphères  tangentes 
aux  trois  sphères  de  mêmes  centres  et  de  mêmes  rayons  que  les  cercles  don- 
nés. Chacune  de  ces  traces  contiendra  deux  des  centres  des  cercles  cherchés. 
A  chaque  trace  correspond  un  cône  droit  dont  le  sommet  est  (art.  87)  sur 
l'une  des  droites  lieux  des  sommets  des  cônes  circonscrits  aux  sphères  qui  ont 


points  de  contact,  sont  les  'côtés  d'un  triangle  dont  le  plan  ne  diffère  pas  de  celui  du  cercle  tan* 
gent  :  or,  le  plan  des  tangentes  aux  cercles  X  et  Y,  est  évidemment  tangent  au  cône  qui  passe 
par  ces  cercles,  et  dont  le  sommet  est  en  S;  de  même  le  plan  des  tangentes  aux  cercles  X  et  Z 
est  tangent  au  cône  qui  passe  par  ces  cercles,  et  dont  le  sonmiet  est  en  S;  donc  le  plan  tangent 
nu  cône  du  sommet  S,  mené  par  la  droite  SS',  est  le  plan  d'un  cercle  tangent  aux  trois  cercles 
donnés  X,  Y,  Z. 

La  droite  SS'  prolongée,  rencontre  le  plan  du  cercle  X  qui  a  pour  diamètre  la  corde  MN  en 
un  point.  Menant  par  ce  point  deux  tangentes  au  cercle  X,  et  par  les  tangentes  dcu^  plans  tan- 
gens au  cône  du  sommet  S,  ces  deux  plans  se  couperont  suivant  la  droite  SS';  et  comme  cha- 
cun de  ces  plans  est  aussi  tangent  au  cône  du  sommet  S",  leur  droite  d'intersection  SS'  contiendra 
les  sommets  S,  S',  S*^  des  trois  cônes  qui  passent  par  les  cercles  donnés  X,  Y,  Z. 
^  On  démontrera,  de  la  môme  manière,  que  les  autres  sommets  sont  situés  trois  k  trois  dans 
Tordre  suivant  SsY^  sS's",  ss'S";  d'où  il  suit  i»  que  les  six  sommets  S,  S',  S",  J,  s',  s"  sont  dans  un 
seul  et  même  plan  ;  2"  que  ce  plan,  qui  est  déterminé  par  deux  quelconques  des  trois  droites 
Ssy  S  J,  SV,  coupe  la  perpendiculaire  Axt  au  plan  du  cercle  X,  élevée  sur  le  milieu  x  de  la 
corde  MN,  en  un  point  /  qui  ne  varie  pas,  quels  que  soient  les  cercles  donnés  Y  et  Z,  pourvu 
que  le  premier  cercle  X  du  diamètre  MN  ne  change  ni  de  grandeur  ni  de  position. 

Les  plans  tangens  aux  six  cônes  qui  passent  par  les  trois  cercles  donnés  X,  Y,  Z,  se  coupent 
deux  à  deux  suivant  les  quatre  droites  SS'S",  Sx*/,  sS's't  «'S*':  or,  par  chacune  de  ces  droites, 
on  peut  mener  deux  plans  tangens  à  l'un  des  six  cônes;  donc  il  y  a  en  générai  huit  plans  qui 
coupent  la  sphère  donnée,  suivant  un  cercle  tangent  aux  trois  cercles  donnés  sur  celle  sphère. 
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pour  grands  cercles  ks  cercles  donnés.  Par  le  sommet  du  cône  droit,  on  mène 
deux  tangentes  à  l'un  des  trois  grands  cercles  donnés,  et  chaque  point  de 
contact  de  ces  tangentes  est  aussi  celui  où  le'  grand  cercle  est  touché  par 
un  quatrième  cercle  qui  toucherait  les  trois  cercles  donnés  ;  donc  les  deux 
rayons  de  ce  grand  cercle,  menés  par  les  points  de  contact,  couperont  la 
trac^du  plan  qui  contient  les  centres  des  sphères  tangentes,  en  deux  points 
qui  seront  les  centres  de  deux  cercles  tangens  aux  trois  cercles  donnés. 

soL€TioN  nu  PEOBLÈME  XIII.  (Page  i83). 

Mener  une  sphère  tangente  à  quatre  sphères  données. 

93.  Solution.  Soient  A,  R,  C,  D  les  quatre  sphères  données,  et  S  la  cinquième 
sphère  qui  les  touche.  Considérant  d'abord  trois  des  quatre  sphères  données, 
par  exemple  A,  R9  C,  on  construira  i''  les  plans  des  quatre  courbes  qui  con- 
tiennent les  centres  de  toutes  les  sphères  qui  peuvent  toucher  les  trois  pre- 
mières sphères  données  ;  a""  on  déterminera  sur  chacune  des  trois  sphères 
A,  R,  C,  les  quatre  petits  cercles  lieux  des  points  de  contact  de  ces  sphères 
avec  celles  qui  leur  sont  tangentes.  On  substituera  ensuite  la  sphère  D  à  la 
sphère  C^  et  l'on  obtiendra  de  la  même  manière,  sur  chacune  des  trois  sphères 
A,  R,  D,  les  quatre  petits  cercles  lieux  des  points  de  contact  de  ces  sphères 
avec  celles  qui  peuvent  les  toucher  en  même  temps,  ainsi  que  les  quatre  plans 
lieux  des  centres  de  ces  mêmes  sphères.  Les  quatre  petits  cercles  lieux  des 
points  de  contact  de  la  sphère  A,  par  exemple,  et  des  sphères  tangentes  aux 
trois  sphères  A,  R,  C,  et  les  quatre  petits  cercles  lieux  des  points  de  contact 
de  la  même  sphère  A  et  des  sphères  tangentes  aux  trois  sphères  A,  R,  D,  se 
coupent  en  plusieurs  points,  parmi  lesquels  se  trouvent  nécessairement  les 
points  de  contact  de  la  sphère  A  et  d'une  sphère  S  tangente  aux  quatre 
sphères  données  A,  R,  C,  D.  Pour  trouver  le  nombre  et  la  position  de  ces 
derniers  points,  il  faut  remarquer  que  parmi  les  points  d'intersection  des  huit 
petits  cercles  de  la.  sphère  A,  on  ne  doit  tenir  compte  que  de  ceux  qui  ré- 
sultent de  l'intersection  des  petits  cercles  qui  proviennent  de  combinaisons 
semblables  entre  les  sphères  A,  R,  C  ou  A,  R,  D. 

Avant  d'expliquer  ce  que  nous  entendons  par  combinaisons  semblables  et 
dissemblables  y  désignons  de  la  manière  suivante  les  quatre  petits  cercles  lieux 
des  points  de  contact  de  la  sphère  A  et  des  sphères  qui  touchent  les  trois 
sphères  A,  R,  C  : 

(E)  A?  r;  c?  ,  a?r;  c:  ,  a;  ri  c:  ,  a;  r;  q. 

premier  petit  cercle  AjR;C;  est  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact 
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de  la  sphère  A  et  de  deax  sphères  tangentes  aux  trois  sphères  A,  B,  C,  les 
unes  tangentes  toutes  extérieurement,  les  autres  toutes  intérieuremeot  :  c'est 
pourquoi  on  doit  lire  cette  notation  A;B;C;  de  deux  manières,  ou  A'B'C,  ou 
A|BA;  «lie  SB  rapporte  à  un  seul  cercle  de  la  sphère  A,  qui  est  le  Ueu géomé- 
trique des  points  de  contact  de  cette  sphère  et  des  sphères  des  deux  séries, 
tangentes  extérieurement  on  intérieurement.  Le  second  petit  cercle  X'iBjGÎ 
(  Usez  A'B'C,  ou  KfiiO  )  est  le  lieu  des  points  de  contact  de  la  sphère  A  et  des 
sphères  qui  touchent  extérieurement  les  sphères  A  et  B,  et  intérieuremeot 
la  sphère  C,  et  des  sphères  qui  louchent  A  et  B  intérieurement  et  C  exté- 
rieurement. Le  troisième  cercle  A'BiC;  est  Je  lieu  des  points  de  contact  de  la 
sphère  A  et  de  deux  sédes  de  sphères,  les  unes  qui  touchent  les  sphères  A 
et  C  extérieurement  et  la  sphère  B  intérieurement,  les  autres  qui  touchent 
les  sphères  A  et  C  intérieurement  et  la  sphère  B  extérieurement  :  enfin  le 
quatrième  cercle  AiB;Q  est  le  lieu  des  points  de  contact  de  la  sphère  A  et  de 
deux  séries  de  sphères,  les  unes  qui  touchfmt  les  chères  B  et  C  extérieure- 
ment et  la  sphère  A  intérieurement,  les  autres  qui  touchent  les  sphères  B 
et  G  intérieurement,  et  la  sphère  A  extérieurement. 

Les  quatre  petits  cercles  lieux  des  points  de  contact  de  la  sphère  A  et  des 
sphères  qui  touchent  les  trois  sphères  A,  B,  D,  seront  désignés,  d'après  la  même 
notation,  de  la  manière  suivante  i 

(E)  a;b;d;  ,  A;B;iy. ,  ajB.ds  ,  a;bîd;. 

Des  huit  cercles  (£),  (E),  les  notations  de  ceux  qui  résultent  de  combinai- 
sons  pareilles  entre  les  sphères  A,  B,  C  et  les  sphères  A,  B,  D,  comprennent 
tes  lettres  A  et  B  avec  les  mêmes  exposans;  ainsi  les  petits  cercles  A;B;Q,  AtB;Dl 
résultent  de  combinaisons  semblables;  les  petits  cercles  A,'B;Q,  A;B^D;  ré- 
sultent de  combinaisons  dissemblables,  et  parmi  les  sphères  tangentes  aux 
quatre  sphères  A,  B,  C,  D,  il  n*y  en  a  aucune  qui  puisse  toucher  la  sphère  A 
en  un  point  de  Tintersection  de  ces  deux  derniers  cercles.  En  effet,  par  ce 
point  on  ne  pourrait  mener  qu'une  sphère  qui  toucherait  les  deux  sphères  A, 
B  intérieurement  ou  extérieurement,  puisqu'il  appartient  au  cercle  A'B^C*; 
mais  par  ce  même  point  on  pourrait  mener  une  sphère  qui  toucherait  les 
deux  sphères  A  et  B,  Tune  intérieurement,  l'autre  extérieurement,- puisqu'il 
appartient  au  cercle  A'BiDl;  or  lorsqu'une  sphère  touche  deux  sphères  A  etB, 
les  contacts  ne  peuvent  pas  être  en  même  temps  tous  deux  extérieurs  ou 
tous  deux  intérieurs,  et  être  l'un  extérieur,  l'autre  intérieur;  donc  il  n'y  a 
aucune  sphère  tangente  aux  quatre  sphères  A,  B,  C,  D  qui  puisse  toucher  la 
sphère  A  au  point  d'intersection  des  deux  cercles  de  combinaisons  dissem- 
blables a;b;g,  a;b';d:. 
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£a  raisonnant  de  la  même  manière  sur  deux  autres  petits  cercles  de  conibî« 
naisons  dissemblables,  situés  sur  la  sphère  A,  on  conclura  qu'une  sphère  tan* 
gente  aux  quatre  sphères  Â»  B,  C,  D  ne  peut  toucher  la  sphère  A  qu'aux  points 
communs  à  l'un  quelconque  des  quatre  cercles  (£),  et  à  deux  des  cercles  (£*); 
d'où  il  suit  qu'il  y  a  en  général  seize  points  de  contact  de  l'une  quelconque 
des  quatre  q[>hères  A,  B,  C,  D,  et  d'une  cinquième  sphère  qui  les  touche  toutes 
quatre  en  même  temps. 

Ayant  déterminé  sur  l'un  des  cercles  (£)  de  la  sphère  A,  les  quatre  points 
de  contact  de  cette  sphère  A  et  de  la  sphère  qui  touche  les  quatre  sphères 

A,  B,  C,  D,  on  mènera  par  ces  points  les  rayons  de  la  sphère  A,  et  ces  quatre 
rayons  prolongés  contiendront  les  centres  de  quatre  sphères  tangentes  aux 
sphères  A,  B,  C,  D.  De  plus,  ces  centres  seront  sur  Tun  des  quatre  plans 
(art.  91)  qui  contiennent  les  centres  des  sphères  tangentes  aux  trois  sphères  A, 

B,  C,  et  qui  correspondent  aux  quatre  cercles  (£);  donc  les  centres  et  les 
rayons  de  quatre  sphères  tangentes  aux  quatre  sphères  A,  B,  C,  D,  seront 
déterminés.  On  construira  de  la  même  manière  les  centres  et  les  rayons  des 
douze  autres  sphères  tangentes  aux  mêmes  sphères  A,  B,  G,  D.  (Voyez  la 
Correspondance  sur  V École  polytechnique.  Juillet,  1812,  tom.  II,  pag,  SSy.) 

Résumé  des  propositions  relatit^es  au  contact  des  sphères  et  des  plans  ^  et  des 

sphères  entre  elles  (  art.  77-93  ). 

i""  Un  plan  peut  toucher  trois  sphères  données  de  huit  manières  différentes  ; 

^'^  Une  sphère  d'un  rayon  déterminé  peut  toucher  trois  sphères  données  de 
seize  manières  différentes; 

S''  Lorsqu'une  sphère  variable  de  rayon  se  meut  en  touchant  constamment 
trois  sphères  6xes  données  de  grandeur  et  de  position,  la  courbe  formée  sur 
chacune  des  sphères  fixes  par  la  suite  de  ses  points  de  contact  avec  la  sphère 
mobile,  est  un  cerde,  et  la  ligne  que  le  centre  de  cette  dernière  sphère  par- 
court, est  une  section  conique; 

4''  Trois  cercles  donnés  dans  un  plan  peuvent  être  touchés  par  un  qua- 
trième cercle  de  huit  manières  différentes  ; 

5""  Quatre  sphères  peuvent  être  touchées  par  une  cinquième  sphère  de  seize 
manières  différentes. 

I?ê  faire  d'un  triangle  sphérique,  ou  de  la  surface  de  la  sphère^  comprise  entre 

trois  arcs  de  grands  cercles. 

94*  La  surface  entière  de  la  sphère  est  équivalente  à  l'aire  de  quatre  grands 
cercles  de  cette  sphère.  Prenant  le  rayon  de  la  sphère  pour  unité,  et  v  pour 
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la  circonférence  de  l'un  de  ses  grands  cercles,  aw  (  ou  huit  angles  droits)  sera 
l'aire  totale  de  la  sphère.  Qu'on  imagine  cette  sphère  découpée  en  fuseaux 
par  des  plans  passant  par  un  diamètre  de  cette  sphère  :  deux  quelconques 
de  ces  plans  comprennent  entre  eux  un  fuseau,  dont  l'aire  dépend  évidem- 
ment de  l'angle  compris  entre  ces  deux  plans.  Supposons  cet  angle  mesuré 
par  un  arc  A  du  grand  cercle  w.  Les  aires  de  la  sphère  entière  et  du  fiiseau 
sont  dans  le  rapport  de  w  à  A.  On  a  donc  la  proportion  : 

w  :  A::  aw  surface  entière  de  la  sphère  :  aire  du  fuseau; 

d'où  il  suit  que  2A  est  l'expression  de  l'aire  de  ce  fuseau,  le  rayon  de  la 
sphère  étant  l'unité. 

Cela  posé,  considérons  le  triangle  çphérique  ABC  {pi.  Zt,fig.  s),  dont  un 
côté  AB  est  un  arc  du  grand  cercle  ABB'A'  qui  partage  la  sphère  en  deux 
parties  égales,  l'une  au-dessus,  et  l'autre  au-dessous  du  plan  de  ce  cercle. 
Soient  ACÀ',  BCB',  les  deux  autres  grands  cercles.  Les  plans  de  ces  trois 
grands  cercles  comprennent  entre  eux  trois  fuseaux.  En  comparant  les  aires 
de  ces  fuseaux  à  l'aire  de  l'hémisphère  supérieure,  on  voit  que  cette  hémi- 
sphère est  composée  1°  du  fuseau  AA'BC  compris  entre  les  deux  plans  qui 
se  coupent  suivant  le  diamètre  AA';  a°  du  fuseau  BB'AC  diminué  du  triangle 
sphérique  ABC;  3*^  du  fuseau  CC'A'B'  diminué  du  triangle  sphérique  A'B'C, 
dont  l'aire  est  égale  et  opposée  à  celle  du  triangle  ABC  :  or  A,  B,  G  étant  les 
angles  donnés  du  triangle  sphérique,  les  aires  des  trois  fuseaux  AA'BC,  fiB'ÂC, 
ÇCA'B'  sont  respectivement  aA,  aB,  aC.  Donc  nommant  T  l'aire  du  triangle 
sphérique  donné,  et  se  rappelant  que  v  est  l'aire  de  l'hémisphère,  on  a  l'équa- 
tion suivante  : 

77  =  a  A  -h  (aB  —  T)  +  (aC  —  T)  ; 
d'où  l'on  tire  : 

T=A-(-Bh-C  — ^; 

ç'est-à-dire  que  l'aire  d'un  triangle  sphérique  tracé  sur  une  sphère  dont  le 
rayon  est  l'unité,  est  l'excès  de  ses  trois  angles,  sur  deux  angles  droits,  la  sur- 
face de  la  sphère  étant  huit  angles  droits. 

Tous  ceux  qui  ont  étudié  la  géométrie  de  M.  Legendre  connaissent  ce 
théorème  remarquable  qu'il  a  donné  pour  réduire  la  résolution  des  triangles 
sphériques  très-petits,  à  celle  des  triangles  rectilignes  : 

a  Étant  proposé  un  triangle  sphérique  dont  les  côtés  sont  très-petits  par 
rapport  au  rayon  de  la  sphère ,  si  de  chacun  de  ses  angles  on  retranche 
le  tiers  de  l'excès  de  la  somme  des  trois  angles  sur  deux  angles  droits,  les 
angles  ainsi  diminués  pourront  être  pris  pour  les  angles  d'un  triangle  recti- 
lîgne,  dont  les  côtés  sont  égaux  en  longueur  à  ceux  du  triangle  sphérique 
IM^ppsé.  » 
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CHAPITRE  II. 


OMBRES    ET    PERSPECTIVE. 


S  1*^'.  —  Introduction, 


95.  La  théorie  géométrique  des  ombres  et  de  la  perspective  est  fondée  sur 
plusieurs  hypothèses  que  les  physiciens  ont  admises,  pour  expliquer  les 
phénomènes  de  la  vision.  On  sait  que  tous  les  corps  sont  ou  lumineux,  ou 
opaques^  ou  transparens;  un  point  quelconque  d'un  corps  lumineux  est  con- 
sidéré comme  le  centre  d'une  infinité  de  rayons  blancs,  qui  se  propagent  en 
lignes  droites  dans  tous  les  sens,  hors  du  corps  lumineux.  Ces  rayons  ne  con- 
servent leur  blancheur  et  leur  direction  primitive,  que  lorsqu'ils  traversent  un 
milieu  homogène.  La  lumière  se  comporte  comme  un  fluide  composé  de 
molécules  parfaitement  élastiques;  elle  est  soumise  aux  forces  attractives  ou 
répulsives  des  molécules  des  corps  qu'elle  traverse,  ou  dont  elle  s'approche  à 
des  distances  imperceptibles.  La  loi  suivant  laquelle  ces  attractions  molécu- 
laires s'exercent,  détermine  le  mouvement  de  chaque  rayon  lumineux  dans  des 
milieux  donnés ,  ou  vers  les  bords  des  corps  éclairés. 

96.  On  suppose,  dans  la  théorie  géométrique  des  ombres,  que  la  lumière  se 
meut  toujours  en  ligne  droite,  soit  au  contact  des  corps  dont  elle  rase  les 
bords,  soit  dans  le  milieu  qu'elle  traverse  et  que  l'on  regarde  comme  homo- 
gène. On  fait  abstraction,  dans  cette  théorie,  des  forces  qui  produisent  les 
phénomènes  de  l'inflexion,  de  la  réfraction,  et  de  la  décomposition  de  la  lu- 
mière blanche  en  rayons  colorés.  On  admet  que  chaque  point  de  la  surface 
visible  d'un  corps  non  lumineux  par  lui-même,  devient  le  centre  d'une  infinité 
de  rayons  réfléchis,  qui  se  propagent  en  faisceaux  comme  les  rayons  directs 
d'un  corps  lumineux;  ce  point  est  visible  dans  la  direction  de  l'axe  du  fais- 
ceau dirigé  vers  l'œil  du  spectateur. 

On  suppose  encore,  dans  la  théorie  géométrique  de  la  perspective,  que  l'oeil 
est  Tin  point  unique  vers  lequel  viennent  concourir  tous  les  rayons  de  lumière, 
qui  portent  sur  la  rétine  l'image  des  objets  visibles. 

P7.  Ces  hypothèses  admises,  nous  ne  considérerons  d'abord  dans  l'espace 
qu'un  seul  corps  lumineux^  et  des  points  pris  en  dehors  de  ce  corps.  Chaque 
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point  du  corps  lumineux  sera  le  centre  d'une  infinité  de  rayons,  qui  se  propa- 
geront en  lignes  droites  dans  tous  les  sens,  en  dehors  du  plan  tangent  à  la 
surËice  du  corps  lumineux  mené  par  ce  point. 

Chaque  point  pris  en  dehors  du  corps  lumineux  sera  éclairé,  et  la  quantité  ' 
de  lumière  qu'il  recevra  sera  déterminée  par  le  cône  qui  a  ce  point  pour  som- 
met, et  qui  est  circonscrit  au  corps  lumineux;  tous  ces  points  seront  totale- 
ment éclairés;  mais  leurs  clartés  seront  inégales,  puisqu'elles  ont  pour  mesures 
les  volumes  variables  des  cônes  lumineux  compris  entre  les  points  éclairés,  et 
les  lignes  de  contact  du  corps  lumineux  et  des  cônes  qui  l'enveloppent. 

98.  Plaçons  maintenant  en  dehors  du  corps  lumineux,  un  corps  opaque, 
et  considérons  un  point  quelconque  de  l'espace,  comme  le  sommet  de  deux 
cônes  solides,  dont  les  surfaces  sont  circonscrites,  l'une  à  la  surface  du  corps 
lumineux,  l'autre  à  celle  du  corps  opaque.  Lorsque  ces  deux  cônes  n'ont  de 
commun  que  leur  sommet,  le  point  de  l'espace  est  totalement  éclairé.  Lorsque 
le  premier  cône  est  en  totalité  dans  l'intérieur  du  second,  le  point  est  tota- 
lement privé  de  lumière  ;  mais  si  le  second  cône  est  en  totalité  ou  partielle- 
ment dans  le  premier,  le  point  est  privé  d'une  portion  de  la  lumière  qu'il  au- 
rait reçue,  si  le  corps  opaque  n'existait  pas;  d'où  il  suit  que,  dans  l'hypothèse 
d'un  espace  qui  ne' contient  qu'un  seul  corps  lumineux,  et  un  seul  corps 
opaque,  cet  espace  se  divise  en  trois  autres  espaces  :  le  premier  totalement 
éclairé,  qui  est  le  jour;  le  second  totalement  privé  de  lumière,  qu'on  nomme 
Vomire;  enfin  le  troisième  partiellement  éclairé,  qu'on  appelle /^^nomère.  lia 
suriace  du  corps  opaque  se  divise,  comme  l'espace,  en  trois  surfaces  qui  ap- 
partiennent, la  première  au  jour,  la  seconde  à  Yombre,  la  troisième  à  la.  pé- 
nombre. Pour  le  démontrer,  on  mènera  par  un  point  quelconque  de  la  sur- 
face du  corps  opaque,  un  plan  tangent  à  cette  surface.  En  considérant  ce  plaa 
comme  une  plaque  mince  opaque,  ou  il  interceptera  les  rayons  de  lumière 
qui,  partant  du  corps  lumineux,  sont  dirigés  vers  le  corps  opaque,  ou  placé 
au-delà  de  ce  second  corps,  il  n'interceptera  aucun  des  rayons  qui  l'éclairent; 
ce  qui  présente  plusieurs  cas  que  nous  allons  examiner  successivement. 

I*  Le  plan  tangent  à  la  surface  du  corps  opaque,  ne  rencontre  pas  la  sur&ce 
du  corps  lumineux,  et  il  est  placé  entre  les  surfaces  de  ces  deux  corps.  Dans 
ce  cas,  le  point  de  contact  est  totalement  éclairé;  il  reçoit  toute  la  lumière 
comprise  dans  le  cône  qui  a  ce  point  pour  sommet,  et  qui  est  circonscrit  à  la 
surface  ^u  corps  lumineux. 

3°  Le  plan  tangent  à  la  surface  du  corps  opaque  ne  rencontre  pas  la  sur* 
face  du  corps  lumineux,  mais  il  est  placé  de  manière  que  le  corps  opaque  et 
le  corps  lumineux  sont  du  même  côté  far  rapport  à  ce  plan.  Dans  ce  cas,  le 
point  de  contact  sur  le  corps  opaque  est  totalement  privé  de  lumière.  Le  corps 
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opaque  intercepte  toute  la  lumière  comprise  dans  le  cône  qui  aurait  ce  point 
pour  sommet,  et  qui  serait  circonscrit  au  corps  lumineux. 

3*  Le  plan  tangent  à  la  surface  du  corps  opaque  rencontre  la  surface  du 
corps  lumineux,  et  la  coupe  suivant  une  ligne  courbe;  dans  ce  cas,  le  point 
de  contact  n'est  que  partiellement  éclairé,  car  le  cône  dont  ce  point  est  le  som* 
met,  et  qui  est  circonscrit  au  corps  lumineux ,  touche  la  surface  de  ce  corps, 
suivant  une  autre  ligne  courbe  ;  la  portion  de  cette  surface  comprise  entre 
la  courbe  de  contact  et  la  ligne  d'intersection  par  le  plan  tangent  au  corps 
opaque,  détermine  la  quantité  de  lumière  qui  peut  arriver  du  corps  lumi* 
neux  au  point  de  contact  du  corps  opaque  :  or  cette  lumière  n'occupe 
qu'une  portion  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  de  contact,  et  qui  est 
circonscrit  au  corps  lumineux;  donc  le  point  de  contact  n'est  que  partielle* 
ment  éclairé. 

4''  he  plan  tangent  à  la  surface  du  corps  opaque  est  aussi  tangent  à  la  sur- 
face du  corps  lumineux.  En  supposant  que  le  plan  ait  une  épaisseur,  les  deux 
points  de  contact  sont  du  même  côté  de  ce  plan  ou  de  côtés  différens.  Consi- 
dérons d'abord  le  premier  cas  ;  alors  le  point  de  contact  est  éclairé  par  un 
seul  rayon  de  lumière;  le  cône  lumineux  qui  a  ce  point  pour  sommet, se  réduit 
à  la  ligne  droite  menée  par  les  deux  points  de  contact.  Si  l'on  conçoit  la  sur- 
face développable  engendrée  par  un  plan  mobile,  qui  touche  constamment  du 
même  côté  de  ce  plan  les  deux  surfaces  du  corps  opaque  et  du  corps  lumi* 
neux,  chaque  point  de  la  ligne  de  contact  de  cette  surface  développable  et  du 
corps  opaque  kie  sera  de  même  éclairé  que  par  un  seul  rayon  de  lumière. 

5^  Le  plan  tangent  à  la  surface  du  corps  opaque  est  aussi  tangent  à  la  sur- 
face du  corps  lumineux  ;  mais  les  deux  points  de  contact  sont  placés  de 
côtés  différens,  par  rapport  au  plan  tangent  qui  aurait  une  épaisseur  sensible. 
Dans  ce  cas,  le  point  de  contact  est  totalement  éclairé,  car  il  peut  recevoir 
toute  la  lumière  comprise  dans  le  cône  qui  a  ce  point  pour  sommet,  et  qui  est 
circonscrit  au  corps  lumineux.  Le  plan  mobile  qui,  dans  chaque  position,  est 
tancent  aux  deux  surfaces  du  corps  opaque  et  du  corps  lumineux,  de  manière 
que  les  deux  points  de  contact  soient  sur  les  deux  faces  opposées  du  plan  tan* 
gent,  engendre  une  autre  nappe  de  la  surfisice  développable  du  cas  précédent, 
et  tous  les  points  de  la  courbe  de  contact  de  cette  nappe  et  du  corps  opaque 
sont  totalement  éclairés.  Pour  distinguer  ces  deux  nappes,  qui  sont  les  limites 
Tune   de  l'ombre,  et  l'autre  de  la  pénombre,  nous  appellerons  la  première 
nuppc  de  V  ombre  y  et  la  seconde,  nappe  de  la  pénoinbre.  La  partie  de  la  sur- 
face An  corps  opaque  qui  appartient  à  la  pénombre  est  comprise  entre  deux 
courbes  ;  chaque  point  de  la  première  courbe  n'est  éclairé  que  par  un  seul 
rayon  de  lumière,  et  chaque  point  de  la  seconde  reçoit  toute  la  lumière  com* 
^  26 
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prise  dans  le  cône  qui  a  ce  point  pour  sommet,  et  qui  est  circonscrit  au 
corps  lumineux. 

99.  Pour  éclaircir  cette  théorie  par  un  exemple,  on  peut  supposer  que  le 
corps  lumineux  et  le  corps  opaque  sont  des  sphères;  dans  ce  cas,  les  deux 
nappes  de  la  surface  développable  circonscrite  aux  deux  sphères  se  séparent, 
et  chacune  d'elles  est  une  surface  conique  droite.  La  nappe  de  l'ombre  devient 
un  cône  droit,  dont  le  sommet,  situé  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres  des 
deux  sphères,  est  au-delà  de  ces  sphères.  La  nappe  de  la  pénombre  est  un  se- 
cond cône  droit,  dont  le  sommet  est  encore  situé  sur  la  ligne  des  centres,  mais 
entre  les  sphères. 

Les  lignes  qui  séparent  sur  la  sphère  opaque  la  zone  éclairée  de  la  pé- 
nombre,  et  la  pénombre  de  l'ombre,  sont  deux  petits  cercles  de  cette  sphère, 
situés  dans  des  plans  perpendiculaires  à  la  droite  qui  joint  les  centres  des  deux 
sphères. 

100.  Ayant  déterminé  la  surface  de  l'ombre  et  delà  pénombre,  dans  l'hypo- 
thèse d'un  seul  corps  lumineux,  qui  éclaire  un  seul  corps  opaque,  ajoutons-y 
un  second  corps  opaque,  qui  aura,  comme  le  premier,  son  ombre  et  sa  pé- 
nombre; la  partie  éclairée  du  second  corps  opaque  réfléchira  la  lumière  qu'il 
reçoit  du  corps  lumineux;  alors  les  deux  corps  opaques  se  comporteront  l'un  à 
l'égard  de  Tautre,  comm^  le  corps  lumineux  par  rapport  à  chacun  d'eux.  Un 
point  pris  dans  l'ombre  de  l'un  des  corps  opaques,  sera  en  partie  éclairé  par 
l'autre  corps  opaque.  Dans  cette  hypothèse,  il  n'y  aura  plus  d'ombre  totale. 
Les  points  de  l'espace  seront  néanmoins  très-inégalement  éclairés  ;  c'est  cette 
inégalité  de  clarté  qui  produit  ce  qu'on  appelle  ordinairement  Xombre  d'un 
corps.  L'ombre  prise  dans  ce  sens ,  est  un  espace  moins  éclairé  qu'un  autre 
espace  contigu. 

Ainsi  lorsque  des  objets  sont  éclairés  par  le  soleil,  l'ombre  de  ces  objets 
n'est  pas  un  espace  totalement  privé  de  lumière. 

L'atmosphère,  et  tous  les  corps  qui  environnent  les  objets  éclairés,  réflé- 
chissent la  lumière  dans  tous  les  sens,  et  toutes  les  parties  de  l'espace  reçoi- 
vent plus  ou  moins  de  la  lumière  réfléchie.  On  fait  voir  dans  les  cours  d'op- 
tique le  contraste  d'un  espace  éclairé  et  d'une  ombre  totale.  L'observateur 
est  dans  l'intérieur  d'une  chambre  obscure^  dont  les  parois  sont  peintes  en 
noir.  Une  ouverture  à  circulaire  faite  à  l'une  de  ces  parois  permet  à  la  lumière 
solaire  d'y  pénétrer  :  on  reçoit  cette  lumière  sur  un  tableau  blanc  vertical. 
La  partie  de  ce  tableau  frappée  par  la  lumière,  est  parfaitement  éclairée  ;  le 
reste  du  tableau  est  complètement  privé  de  lumière  sensible.  L'image  blanche 
du  soleil  se  détache  sur  un  fond  noir;  d'où  résulte  un  contraste  qui  nous 
trompe  sur  l'intensité  de  la  couleur.  Une  disposition  naturelle  de  l'organe  de 
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la  vue  nous  porte  à  juger  le  blanc  qui  est  en  contact  avec  le  noir,  plus  blanc 
qu'il  n'est  réellement,  et  réciproquement  le  noir  voisin  du  blanc,  plus  noir 
qu'il  n'est  effectivement. 

1 01.  Lorsque  le  foyer  de  lumière  cesse  d'être  un  corps  étendu  aux  trois  di- 
mensions, et  qu'il  se  réduit  à  une  ligne  courbe  lumineuse,  un  point  quel- 
conque de  l'espace  qui  est  totalement  éclairé,  reçoit  le  cône  de  lumière  dont 
ce  point  est  le  sommet,  et  qui  a  pour  base  la  courbe  lumineuse.  Interceptant 
par  un  corps  opaque  une  partie  de  la  lumière  dirigée  vers  un  point,  ce  point 
est  dans  la  partie  de  l'espace  que  nous  avons  nommée  (art.  i^V)  pénombre.  Il 
y  aurait  encore  pénombre,  dans  l'hypothèse  où  la  courbe  lumineuse  serait 
plane.  Un  point  situé  dans  le  plan  de  cette  courbe  pourrait  ne  recevoir 
qu'une  partie  de  la  lumière  comprise  dans  l'angle  dont  le  point  serait  le 
sommet,  et  qui  aurait  pour  côtés,  des  tangentes  à  la  courbe  plane  lumineuse  ; 
mais  si  l'on  suppose  le  foyer  de  lumière  réduit  à  un  point,  alors  un  autre 
point  quelconque  de  l'espace  n'est  éclairé  que  par  un  seul  rayon  de  lumière 
dirigé  suivant  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  i  d'où  il  résulte  que  dans 
cette  dernière  hypothèse,  il  n'y  a  aucun  point  de  l'espace  qui  soit  partielle- 
ment éclairé,  autrement,  qu'il  n'/a  pas  de  pénombre  possible.  La  surface 
dëyeloppable  de  l'ombre  devient  une  surface  conique  qui  a  pour  sommet  le 
point  lumineux,  et  qui  est  circonscrite  à  la  surface  du  corps  opaque.  Lorsque 
le  point  lumineux  est  à  une  distance  infinie  du  corps  opaque,  la  surface  co* 
nique  de  l'ombre  se  transforme  en  une  surface  cylindrique,  également  circon- 
scrite au  corps  opaque ,  et  dont  la  génératrice  est  parallèle  aux  rayons  de 
lumière. 

Conclusions. 

loa.  L'ombre  et  la  pénombre  d'un  corps  opaque  ont  pour  limites  les  deux 
nappes  de  la  surface  développable,  engendrée  par  un  plan  mobile  constam- 
ment tangent  à  la  surface  du  corps  opaque  et  à  celle  du  corps  lumineux.  Ces 
nappes  tangentes  à  la  surface  du  corps  opaque  divisent  cette  surface  en  trois 
zones  :  la  première  de  ces  zones  est  totalement  éclairée,  la  seconde  totalement 
dans  l'ombre  ;  la  troisième  est  partiellement  éclairée,  ou  dans  la  pénombre.Ce  tte 
dernière  zone  est  comprise  entre  les  deux  courbes  de  contact  de  la  sur&ce 
du  corps  opaque  et  des  deux  nappes  de  l'ombre  et  de  la  pénombre.  Un  point 
quelconque  de  la  première  courbe  ne  reçoit  du  corps  lumineux  qu'un  seul 
rayon  de  lumière  ;  un  point  quelconque  de  la  seconde  courbe  est  complète- 
nient  éclairé,  c'est-à-dire  qu'il  reçoit  tout  le  cône  de  lumière  dont  il  est  le 
sommet,  et  qui  est  circonscrit  au  cône  lumineux: 

La  zone  du  corps  opaque,  renfermée  dans  la  courbe  de  contact  de  la  sur- 
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face  de  ce  corps  et  de  la  nappe  de  l'ombre,  est  totalement  privée  de  lumière. 
La  zone,  renfermée  dans  la  seconde  courbe  de  contact,  qui  appartient  à  la 
nappe  de  la  pénombre,  est  totalement  éclairée. 

Enfin  la  zone  du  corps  opaque,  comprise  entre  les  deux  courbes  de  con- 
tact avec  les  deux  nappes,  est  sur  ce  corps  la  limite  de  la  pénombre  ;  chacun 
des  points  de  cette  courbe  n'est  que  partiellement  éclairé  par  le  corps  lu- 
mineux. 

Lorsque  le  foyer  de  lumière  est  réduit  à  un  point  unique,  ce  qui  comprend 
le  cas  où  les  rayons  de  lumière  sont  parallèles  entre  eux^  tous  les  points  de 
l'espace  sont  totalement  éclairés  ou  totalement  dans  Tombre  ;  il  n'y  a  plus 
de  pénombre.  La  surface  de  Tombre  d'un  corps  opaque  est  un  cône  ou  un 
cylindre  circonscrit  à  la  surface  de  ce  corps. 


§  IL  IMBS   OMBRI8  ET   DE  LA.    PERSPECTIVE  LINÉAIRES. 

io3.  On  sait  que  Tapplication  la  plus  immédiate  de  la  géométrie  descriptive 
est  la  représentation  des  corps  siu*  deux  plans  de  projection  (art.  i  ^',  liv.  P*). 
Chacun  des  points  pris  à  la  sur&ce  de  ces  corps  étant  déterminé  par  ses  pro- 
jections sur  deux  plans  rectangulaires,  la  combinaison  des  lignes  droites  ou 
courbes  tracées  sur  les  plans,  fera  connaître  la  fcMrme,  les  dimensions  et  la 
position  respective  des  objets  représentés.  Pour  compléter  cette  description, 
on  conçoit  que  les  corps  sont  dans  un  milieu  éclairé;  qu'ils  sont  eux-mêmes 
en  partie  éclairés,  en  partie  dans  l'ombre;  que  leur  ombre  se  projette  sur 
d'autres  corps  environnans,  ou  sur  les  plans  de  projections.  Les  lignes  de  sé- 
paration d'ombre  et  de  lumière,  les  contours  d'ombres  portées,  en  un  mot 
tout  ce  qui  résulte  de  l'hypothèse  qu'on  a  faite  sur  la  manière  dont  les  corps 
sont  éclairés,  sert  de  base  aux  jogemens  que  nous  portons  sur  la  forme  et  la 
position  respective  des  objets.  Les  lignes  déterminées  d'après  cette  hypothèse 
ont  aussi  leurs  projections,  et  la  construction  de  ces  lignes  est,  dans  un  grand 
nombre  de  cas,  un  complément  nécessaire  de  la  description  géométrique 
des  corps.  La  construction  de  ces  lignes  n'est  d'aucune  utilité  pour  l'artiste 
qui  se  propose  d'exécuter  en  relief  un  objet  dont  il  a  les  deux  projections; 
mais  elle  est  d'un  grand  secours  à  l'ingénieur  chai^  de  l'examen  d'un 
projet  qu'il  ne  connaît  que  par  des  dessins  et  par  des  mémoires  joints  i 
ces  dessins. 

104.  Il  était  nécessaire  pour  atteindre  le  but  qu'on  s'est  proposé  en  déter- 
minant les  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière^  et  les  contours  d'om- 
bres portées,  de  faire  sur  la  manière  dont  les  corps  sont  éclairés,  une  hypo- 
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thèse  simple  dont  on  pouvait  prévoir  facilement  toutes  les  conséquences.  11 
était  encore  important  que  cette  hypothèse  ne  s'écartât  pas  beaucoup  de  c&' 
qui  se  passe  continuellement  sous  nos  yeux.  On  satisfait  à  ces  conditions, 
en  supposant  que  les  corps  sont  éclairés  ou  par  des  rayons  de  lumière  paral- 
lèles entre  eux,  ou  par  un  seul  point  lumineux  dont  la  position  est  donnée  ; 
c'est  ainsi  que  pour  chaque  instant  de  jour,  tous  les  objets  sont  éclairés  par 
le  soleil.  A  la  distance  dont  cet  astre  est  de  la  terre,  les  rayons  solaires,  quelle 
que  soit  leur  direction,  nous  semblent  to^jétirs  parallèles  entre  eux,  quoique 
néanmoins  ils  convergent  sensiblement  vers  la  terre. 

L'ombre  des  corps  éclairés  par  la  lumière  d'une  bougie  ou  d'un  quinquet, 
di£Gère  d'autant  moins  de  celle  qui  résulterait  d'un  point  lumineux  unique, 
que  les  dimensions  de  la  flamme  sont  plus  petites,  et  dans  tous  les  cas,  le  cen« 
tre  de  cette  flamme  peut  être  considéré  comme  le  point  lumineux. 

Des  ombres  dans  Vhypoihhse  où  les  corps  sont  éclairés  par  des  rayons  de 

lumière  paraUèleSy  ou  par  un  seul  point  lumineux. 

io5.  Chaque  rayon  de  lumière  doit  être  considéré  comme  une  droite  qui 
traverse  tous  les  milieux  transparens,  et  s'approche  indéfiniment  des  corps 
opaques  en  conservant  toujours  sa  direction  primitive.  Les  rayons  tangens  à 
la  surface  de  chaque  corps  opaque  forment  ou  une  surface  conique  ou  une 
sur&ce  cylindrique  tangente  à  la  sur&oe  de  ce  corps ,  et  il  est  évident  que 
la  ligne  de  contact  de  ces  deux  surfaces  est  sur  le  corps  opaque  la  ligne  de 
séparaiù>n  d^ombre  et  de  lumière.  Cette  ligne  est  en  général  une  courbe  à 
double  courbure,  et  dans  quelques  cas  particuliers  une  courbe  plane.  Chaque 
point  de  cette  ligne  est  sur  la  surface  du  corps  opaque,  le  point  de  contact 
de  cette  sur&ce  et  d'un  plan  tangent  qui  passerait  par  le  point  lumineux, 
oa  qui  serait  parallèle  à  des  rayons  de  lumière  dont  la  direction  est  donnée. 
Jjà.  limite  de  l'ombre  d'un  corps  opaque  quelconque  est  ou  une  surface 
conique,  ou  une  sur£aice  cylindrique,  selon  que  la  lumière  part  d'un  point 
à  une  distance  finie  ou  infinie  des  corps  éclairés.  La  ligne  de  séparation 
d'ombre  et  de  lumière  sur  un  corps  opaque,  peut  être  considérée  comme  la 
ligne  de  contact  de  la  surCstce  de  ce  corps  et  delà  surface  de  l'ombre. 

106.  Lorsque  le  corps  opaque  est  un  polyèdre  à  faces  planes,  les  arêtes  in* 
tersections  des  &ces  éclairées  et  de  celles  qui  ne  le  sont  pas,  forment  sur  cha- 
que polyèdre  un  polygone  dont  en  général  les  cètés  ne  sont  pas  dans  le  même 
plan  ;  la  pyramide  qui  a  pour  base  ce  polygone  et  pour  sommet  le  point  lu- 
mineux, détermine  l'ombre  du  polyèdre  ;  cette  ombre  se  prolonge  indéfini* 
ment  au-delà  du  polyèdre, à  partir  du  polygone  qui  est  la  séparation  d'ombre 
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et  de  lumière.  liOrsque  les  rayons  de  lumière  sont  parallèles  entre  eux ,  la 
pyramide  devient  un  prisme  qui  a  de  même  pour  base  le  polygone  dont 
chaque  coté  est  l'intersection  de  deux  faces,  l'une  éclairée,  et  l'autre  qui  ne 
Test  pas  ;  les  arêtes  du  prisme  sont  parallèles  aux  rayons  de  lumière. 

107.  L'ombre  d'un  corps  opaque  ayant  pour  limite  la  partie  de  la  surface 
conique  ou  cylindrique  circonscrite  à  la  surface  de  co  corps,  qu'on  prolonge 
indéfiniment  au-delà  de  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  tous 
les  objets  placés  dans  cette  ombfe  sont  totalement  privés  de  lumière;  mais  si 
l'on  conçoit  un  autre  corps  opaque  ou  transparent,  dont  la  surface  est  pénétrée 
par  celle  de  l'ombre,  l'intersection  de  ces  deux  surfaces  sera  une  ligne  qu'on 
appelle  aussi  ombre  du  premier  corps  opaque,  quoiqu'elle  np  soit  que  le  con- 
tour de  l'ombre  portée  par  le  premier  corps  sur  le  second.  Appelant  ombres 
linéaires  les  contours  d'ombres  portées  par  les  corps  opaques  sur  d'autres 
corps,  et  les  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  qu'on  a  définies 
(art.  io5),  la  détermination  de  ces  ombres  sera  l'objet  du  paragraphe  sui- 
vant; elle  comprendra  la  perspective  linéaire  que  nous  allons  définir. 

De  la  perspective  linéaire. 

io8.  Chaque  point  d'un  corps  éclairé  n'est  visible  que  par  le  rayon,  ou  par 
le  petit  faisceau  de  rayons  de  lumière,  dont  l'axe  est  dirigé  vers  l'œil  d'un 
spectateur.  Pour  définir  la  science  qu'on  nomme  perspective^  nous  suppose- 
rons qu'on  ait  placé  entre  l'œil  du  spectateur  et  les  corps  qu'il  aperçoit,  une 
toile  ou  un  tableau  parfaitement  transparent,  de  même  couleur  que  le  milieu 
dans  lequel  il  est  placé.  Quelle  que  soit  la  surface  de  ce  tableau,  plane  ou 
courbe,  nous  concevrons  que  chaque  rayon  visuel  qui  le  traverse,  y  laisse 
l'impression  de  la  direction  de  la  lumière,  de  son  intensité  et  de  tous  les  ac- 
cidens  qui  déterminent  les  effets  d'une  vision  parfaite  :  il  est  évident  que  ce 
tableau  devra  produire  sur  l'œil  du  spectateur  la  même  sensation  que  les  ob- 
jets eux-mêmes;  que  supprimant  les  objets,  le  spectateur  n'en  sera  point 
averti,  tant  que  l'image  sera  sous  ses  yeux.  Cette  image,  peinte  sur  le  tableau, 
est  une  perspective  complète,  qui  comprend  deux  parties  très-distinctes, 
qu'on  nomme  perspectii^e  linéaire,  et  perspectif  aérienne.  Elle  se  réduit  à  la 
première  partie  lorsque  les  rayons  visuels,  en  traversant  le  tableau,  n'y  ont 
laissé  que  l'impression  de  leur  direction.  La  perspective  aérienne  est  un  art 
dont  les  règles  servent  de  complément  à  la  perspective  linéaire  :  elle  a  pour  • 
objet  de  mettre  sur  chaque  point  du  tableau  la  teinte  et  la  couleur  du  rayan. 
visuel  qui  passe  par  ce  point  ;  les  grands  tableaux  des  peintres  anciens 
modernes  prouvent  assez  que  cette  science  est  arrivée  à  un  haut  degré 
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perfection  :  cependant  elle  n'a  jamais  été  écrite;  on  ne  Tapprend  que  dans 
les  ateliers  de  peinture.  Un  géomètre  qui  serait  à  la  fois  peintre  et  physicien, 
et  qui  considérerait  la  lumière  sous  le  rapport  de  l'art,  ferait  un  travail  d'une 
grande  utilité,  et  qui  manque  presque  entièrement  (*). 

1 09.  D'après  la  définition  de  la  perspective  linéaire ,  la  perspective  d'un 
point  de  l'espace  est  sur  un  tableau  donné  de  forme  et  de  position,  le  point 
d'intersection  de  la  surface  de  ce  tableau  et  de  la  droite  menée  par  ce  point 
et  par  Tœil  du  spectateur  considéré  comme  un  autre  point  (art.  96). 

La  perspective  d'une  ligne  courbe  est  l'intersection  de  la  surface  coni- 
que qui  a  pour  sommet  l'œil  du  spectateur,  et  pour  base  la  ligne  courbe 
visible. 

La  perspective  d'une  surface  a  pour  limite  la  courbe  tracée  sur  le  tableau, 
qui  est  la  perspective  d'une  autre  courbe  de  la  surface  qu'on  nomme  contour 
apparent  :  cette  seconde  courbe  est  la  ligne  de  contact  de  la  surface  visible 
et  d'un  cône  qui  a  pour  sommet  l'œil  du  spectateur. 

La  détermination  des  ombres  linéaires j  et  la  perspective  linéaire,  ne  com- 
prennent que  ces  deux  problèmes  de  géométrie  : 

i""  Trouver  l'intersection  d'une  surface  conique  dont  on  connaît  le  sommet 
et  la  base^  et  d'une  autre  surface  donnée. 

Ce  problème  comprend  le  cas  où  la  surface  conique  devient  ime  surface 
cylindrique  dont  on  connaît  la  base,  et  qui  a  pour  génératrice  une  droite 
dont  la  direction  est  donnée. 

a*  Trouver  la  courbe  de  contact  d'une  surface  donnée,  et  d'un  cône  dont 
on  connaît  seulement  le  sommet. 

Ce  second  problème  comprend  le  cas  où  le  cône  circonscrit  à  la  surfoce 
proposée  devient  im  cylindre  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  une  droite 
donnée. 

La  solution  de  ce  dernier  problème  sert  de  base  aux  constructions  graphi- 
ques, relatives  aux  ombres  et  à  la  perspective  linéaires. 


(*)  Mooge  s'était  beaucoup  occupé  de  plusieurs  questions  relative»  à  la  perspective  aérienne. 
On  a  trouvé  dans  ses  papiers  une  rédaction  de  la  leçon  qu'il  avait  d'abord  donnée  aux  Écoles 
normales  de  1 795,  et  postérieurement  à  l'École  polytechnique.  Le  talent  de  Monge,  comme  pro- 
fesseur, brillait  dans  tout  son  éclat,  lorsqu'il  parlait  de  peinture  ou  d'architecture.  On  a  rappelé 
des  souvenirs  très-agréables  aux  élèves  qui  ont  eu  le  bonheur  de  l'entendre,  en  publiant  ses  Re- 
cherches sur  le  dessin  au  lavis,  avec  sa  Géométrie  descriptive,  réimprimée  en  i8ao  par  les 
soins  de  M.  Brisson-Huart, 
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§  III.    CONSTRUCTIONS  GRAPHIQUES  RELATIVES  AUX  OMBRES  ET  A  LA  PERSPECTIVE 

LINÉAIRES. 

Du  cône  ou  du  cylindre  tangent  à  une  surface. 


\\ 
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I  lo.  Lorsqu'un  cône  ou  un  cylindre  est  tangent  à  une  surface  donnée,  un 
plan  quelconque  mené  par  une  droite  du  cône  ou  du  cylindre,  coupe  la  sur- 
face suivant  une  courbe  qui  a  pour  tangente  la  droite;  le  point  de  contact  sur 
cette  droite  appartient  à  la  ligne  de  contact  du  cône  ou  du  cylindre,  et  de  la 
surface  proposée. 

La  surface  étant  définie,  des  plans  verticaux  menés  par  le  sommet  du  cône 
tangent,  ou  parallèlement  aux  droites  du  cylindre  tangent,  coupent  la  sur- 
face suivant  des  lignes  que  Ton  construit  par  la  méthode  exposée  (  livre  !•', 
art.  66). 

Les  tangentes  à  ces  lignes  menées  par  le  sommet  du  cône,  ou  parallèle- . 
ment  à  la  génératrice  du  cylindre,  sont  des  droites  du  cône  ou  du  cylindre 
tangent,  et  les  points  de  contact  sur  les  lignes  de  la  surface  proposée  appar- 
tiennent à  la  courbe  de  contact  de  cette  surface  et  du  cône  ou  du  cylindre. 
La  construction  de  cette  courbe  est  ramenée  à  la  solution  de  cette  question 
de  géométrie  plane  :  par  un  point  donné  hors  d'une  courbe  plane,  mener 
une  tangente  à  cette  courbe,  ou  lui  mener  une  tangente  qui  soit  parallèle  à 
une  droite  donnée  ? 

Cette  méthode,  pour  déterminer  le  cône  ou  le  cylindre  tangent  aux  sur- 
faces, s'applique  à  toute  surface  dont  on  connaît  la  génération,  et  pour  la- 
quelle on  peut  assigner  la  génératrice  qui  passe  par  un  point  quelconque  de 
cette  surface.  Si  l'on  demandait  la  section  du  cône  ou  du  cylindre  tangent  par 
un  plan  donné,  on  pourrait  l'obtenir  avec  une  exactitude  suffisante  pour  la 
pratique,  sans  être  obligé  de  construire  par  points  la  ligne  de  contact  du  cône 
ou  du  cylindre  tangent  et  de  la  surface  proposée.  Il  suffirait  de  projeter  sur 
le  plan  donné  la  ligne  génératrice  de  la  surface  proposée,  par  des  droites  con- 
courantes vers  le  sommet  du  cône,  ou  par  des  droites  parallèles  à  celles  du 
cylindre  :  les  projections  de  cette  ligne,  considérée  dans  toutes  ses  positions, 
seraient  touchées  par  une  courbe  unique,  qui  serait  la  section  demandée  du 
cône  ou  du  cylindre  tangent;  connaissant  la  section  plane  d'un  cône  et  son 
sommet,  ce  cône  est  déterminé. 

Un  cône  ou  un  cylindre  peut  être  inscrit  ou  circonscrit  à  une  surface;  dans 
les  deux  cas,  nous  les  désignons  par  cône  tangent,  cylindre  tangent.  La  déter* 
mination  d'un  cône  tangent  comprend  celle  d'un  cylindre  tangent  dont  la  droite 
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génératrice  est  donnée  en  direction,  car  le  cylindre  est  un  cône  dont  le  som- 
met est  à  Tinfini  sur  une  droite  dont  la  direction  est  connue. 

1 1 1.  Le  contour  appareiit  d'une  surface  étant  (  art.  109  )  la  base  d'un  cÀne 
tangent  à  cette  surface,  on  déterminera  ce  cône  par  la  méthode  générale  qui 
vient  d'être  exposée.  Si  Ton  regarde  le  sommet  du  cône  comme  un  point 
lumineux,  le  contour  apparent  devient  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de 
lumière  sur  la  surface.  Cette  ligne,  dans  l'hypothèse  des  rayons  lumineux  pa- 
rallèles, appartient  au  cylindre  tangent,  dont  la  droite  génératrice  est  aussi 
parallèle  à  ces  rayons. 

Des  deux  méthodes  (  art.  1 1  o  )  par  lesquelles  on  détermine  le  cône  ou  le 
cylindre  tangent,  il  est  à  remarquer  que  la  première  seulement  donne  le 
contour  apparent,  ou  la  courbe  de  contact  du  cône  et  de  la  surface  proposée. 
La  seconde  donne  seulement  une  section  du  cône  tangent;  néanmoins  ce  cône 
ayant  pour  sonunet  l'œil  du  spectateur,  la  section  sera  la  perspective  du  con- 
tour apparent,  en  prenant  le  plan  de  la  section  pour  le  tableau. 

Des  surfaces  déuehppables  et  de  leurs  enpehppes. 

112.  Lorsqu'une  surface  conique  est  tangente  à  une  autre  surface,  un  plan 
tangent  à  la  première  sur&ce  est  aussi  tangent  à  la  seconde;  le  contact  du 
plan  et  du  cône  se  tait  suivant  une  arête  de  ce  cône;  l'intersection  de  cette 
arête,  et  de  la  ligne  commune  au  cône  et  à  la  surface  détermine  le  point  de 
contact  de  cette  surface  et  du  plan;  il  suit  de  cette  considération  que  la  courbe 
de  contact  d'une  sur&ce  et  d'un  cône  tangent  à  cette  surface,  est  le  lieu  géo-^ 
métrique  des  points  de  contact  de  la  surface,  et  des  plans  tangens  à  la  surface 
menés  par  le  sommet  du  cône.  Dans  le  cas  où  la  surface  proposée  est  déve- 
loppable,  le  cône  ou  le  cylindre  tangent  se  réduit  à  un  plan,  et  pour  déter- 
miner ce  plan,  il  suffit  de  mener  par  le  sommet  du  cône,  un  plan  quelconque 
qui  coupe  la  surface  développable  suivant  ime  courbe  ;  la  droite  tangente  à 
cette  courbe  menée  par  le  sommet,  et  la  droite  de  la  surface  développable  qui 
passe  par  le  point  de  contact,  déterminent  le  plan  tangent.  Si  ce  plan  devait 
être  parallèle  à  une  droite  donnée,  on  couperait  la  surface  développable  par 
un  plan  parallèle  à  cette  droite,  et  on  mènerait  une  tangente  à  la  section,  paral- 
lèle à  la  même  droite;  cette  droite  tangente,  et  la  droite  de  la  surface  dé- 
veloppable menée  par  le  point  de  contact,  détermineraient  le  plan  tangent. 
Le  nombre  de  plans  tangens  qu'on  peut  mener  à  la  surface  développable,  est 
égal  au  nombre  de  tangentes  qu'on  peut  mener  par  un  point  donné,  ou  paral- 
lèlement à  une  droite  donnée,  à  une  section  de  la  surface  dont  le  plan  passe 

par  ce  point,  ou  est  parallèle  à  la  droite  donnée. 
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1 1 3.  De  quelque  manière  qu*une  surface  développable  se  meuve,  les  courbes 
qui  résultent  de  ses  intersections  successives  forment  une  seconde  surface, 
qui  est  l'enveloppe  de  l'espace  que  parcourt  la  première  (  art.  4a,  liv.  V^  ). 
Ces  courbes  étant  connues,  la  ligne  de  contact  de  la  surface  enveloppe  et  d'un 
cône  dont  on  donne  le  sommet,  sera  déterminée.  En  effet,  la  surface  mobile 
considérée  dans  une  position  quelconque  est  couplée  par  deux  surfaces  adja- 
centes suivant  deux  courbes,  et  l'élément  de  surface  développable  terminé 
par  ces  courbes ,  appartient  à  la  sur&ce  enveloppe  :  or  le  plan  tangent  à  la 
surface  mobile,  mené  par  le  point  donné,  touche  cette  surface  suivant  une 
droite,  et  l'élément  de  la  surface  enveloppe  suivant  une  portion  de  cette 
droite;  donc  le  point  d'intersection  de  la  courbe  qui  termine  cet  élémenjt, 
et  de  la  droite  de  la  surface  développable,  à  laquelle  appartient  ce  même  élé- 
ment, est  sur  la  ligne  de  contact  de  la  surface  enveloppe  de  la  surface  déve* 
loppable  mobile,  et  du  cône  qui  a  son  sommet  au  point  donné. 

Du  cône  ou  du  cylindre  tangent  à  une  sur/ace  enveloppe. 

1x4.  Nous  déterminerons  le  cône  tangent  aux  sur&ces  dites  envehppes 
(  art.  47?  liv.  I^^  ),  par  une  méthode  particulière  plus  simple,  plus  exacte  que 
la  méthode  générale  précédemment  exposée  (  art.  i  lo  ). 

Pour  comprendre  le  principe  sur  lequel  cette  méthode  est  fondée ,  il  faut 
considérer  sur  une  enveloppée  mobile  deux  lignes,  savoir,  la  caractéristique 
de  l'enveloppe,  qui  est  (  art.  47?  liv- 1"  )  l'intersection  de  l'enveloppée  mobile 
avec  elle-même,  et  la  courbe  de  contact  avec  un  cône  de  même  sommet  que 
le  cône  tangent  à  l'enveloppe.  Lorsque  ces  deux  lignes  se  coupent,  le  point 
d'intersection  appartient  à  la  courbe  de  contact  de  l'enveloppe  et  du  cône 
demandé  ;  car  l'enveloppe  et  l'enveloppée  ayant  en  ce  point  même  plan  tan- 
gent, ce  plan  passe  par  le  point  donné,  somduet  du  cône  tangent  à  l'en- 
veloppe. 

Nous  allons  prendre  pour  exemples  les  sur&ces  de  révolution  et  les  sur- 
faces réglées  ;  elles  sont  comprises  dans  la  Ëimille  des  surËices  em^eloppes,  car 
les  premières  ont  pour  enveloppées  des  cônes  droits,  des  sphères,  ou  des  cjr- 
lindres  droits,  qui  ont  pour  bases  les  sections  méridiennes  :  elles  ont  pour 
caractéristiques  des  cercles  ;  les  surfaces  réglées  ont  pour  enveloppées  des 
byperboloïdes  à  une  nappe,  ou  des  paraboloîdes  hyperboliques,  et  pour  ca- 
ractéristiques des  lignes  droites.  L'application  de  la  méthode  est  facile  pour 
ces  deux  genres  d'enveloppes ,  parce  qu'on  trouve  directement  sur  chaque 
caractéristique,  le  point  de  contact  de  l'enveloppe,  et  d'un  plan  passant  yauc 
le  sommet  du  cône  tangent  à  cette  enveloppe. 
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Du  cône  ou  du  cylindre  circonscrit  aux  surfaces  de  résolution  et  à  leurs  ense^ 

loppes,  —  Delà  sphère  et  de  ses  enveloppes. 

1 1 5.  La  sphère  est  une  sur&ce  de  révolution,  qui  a  pour  axe  l'un  de  ses  dia- 
mètres, et  pour  section  méridienne  le  grand  cercle  dont  le  plan  passe  par  ce 
diamètre.  La  courbe  de  contact  de  la  sphère  et  d'un  cylindre  est  un  grand 
cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  génératrice  du  cylindre  tan* 
gent.  Un  cône  touche  la  sphère  suivant  le  petit  cercle  d'intersection  de  cette 
sphère  et  d'une  seconde  sphère  qui  a  pour  diamètre  la  dislance  du  sommet 
du  cône  au  centre  de  la  première. 

De  quelque  manière  qu'une  sphère  constante  ou  variable  de  rayon  se 
meuve,  les  intersections  successives  de  la  sphère  mobile  sont  des  cercles,  parce 
que  doux  sphères  qui  se  pénètrent  ont  pour  ligne  d'intersection  un  cercle 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  leurs  centres  (  art.  ao3, 
liv.  V^  ).  La  sphère  mobile  considérée  dans  une  position  quelconque,  étant 
coupée  par  les  deux  sphères  adjacentes  suivant  deux  cercles,  la  zone  sphé- 
rique  comprise  entre  ces  deux  cercles  est  un  élément  de  la  surface  enveloppe, 
lieu  des  intersections  successives  de  la  sphère  mobile.  Lorsque  le  cercle  qui 
termine  cet  élément  est  rencontré  par  le  cercle  de  contact  de  la  sphère  mobile 
et  du  cône  dont  on  connaît  le  sommet,  les  points  de  rencontre  appartiennent 
à  la  ligne  de  contact  de  la  surface  enveloppe,  et  du  cône  tangent  à  cette  sur- 
Éaice;  car  les  plans  tangens  à  l'enveloppe,  menés  par  ces  points,  passeraient 
par  le  sommet  du  cône  (art.  1 14 ). 

Si  la  surface  enveloppe  de  là  sur&ce  mobile  se  mouvait  elle-même  sui- 
vant une  loi  donnée ,  elle  engendrerait  une  nouvelle  surface  enveloppe. 
(^Connaissant  pour  chaque  position  de  la  première  enveloppe  sa  caractérisa 
tique  (  art.  ii4  )»  et  la  ligne  de  contact  de  cette  enveloppe  mobile  avec  le 
cône  qui  lui  est  tangent ,  l'intersection  de  ces  deux  lignes  serait  un  point 
de  la  ligne  de  contact  de  la  seconde  enveloppe,  et  du  cône  tangent  k  cette 
enveloppe.  Il  en  serait  de  même  de  toutes  les  enveloppes  successives,  qui 
dériveraient  de  la  même  surface  primitive,  pour  lesquelles  on  détermine- 
rait, par  des  procédés  analogues,  leurs  lignes  de  contact  avec  un  cône  dont 
le  sommet  serait  donné. 

Du  cône  tangent  à  une  surface  de  résolution. 

1 1 6.  Une  surface  de  révolution  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  ou 
d'un  cône,  ou  d'une  sphère,  ou  d'un  cylindre  mobile;  d'où  l'on  déduit  trois 
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méthodes  pour  déterminer  la  courbe  de  contact  de  cette  surface,  et  d'un  cône 

qui  lui  est  tangent. 

Qu'on  imagine  par  un  point  quelconque  d'une  surface  de  révolution  deux 
plans,  l'un  perpendiculaire  à  l'axe,  et  l'autre  passant  par  l'axe;  la  section  du 
premier  plan  est  un  cercle,  et  la  section  du  second  pian  une  courbe  méri- 
.  dienne.  La  tangente  à  cette  courbe  menée  par  le  point  de  rencontre  des  deux 
sections,  rencontre  l'axe  de  révolution  en  un  point,  et  ce  point  est  le  sommet 
d'un  cône  droit  tangent  à  la  surface,  qui  a  pour  base  la  section  circulaire.  Il 
n'y  a  aucun  cercle  de  la  surface  de  révolution,  qu'on  ne  puisse  regarder 
comme  la  courbe  de  contact  de  cette  surface,  et  d'un  cône  droit  qui  aurut 
son  sommet  sur  l'axe  de  révolution;  d'où  il  suit  qu'une  surface  de  révolution 
est  l'enveloppe  de  l'espace  que  parcourt  un  cône  droit,  qui  varie  de  manière 
que  sa  base  étant  un  cercle  de  la  surface  de  révolution,  sa  génératrice  est  une 
tangente  à  la  section  méridienne,  menée  par  le  point  où  cette  section  coupe 
ta  base  circulaire  ;  le  sommet  du  cône  mobile  étant  constamment  sur  l'axe  de 
révolution,  ses  intersections  successives  sont  des  cercles  de  la  surface  de  révo- 
lution. Considérant  le  cône  droit  dans  une  position  quelconque,  et  menant 
par  le  sommet  du  cône  qui  doit  être  tangent  à  la  surface  de  révolution,  un 
plan  tangent  au  cône  droit,  l'arête  de  contact  sur  ce  cône  et  sa  base  circu- 
laire se  couperont  en  un  point;  ce  point  appartient  à  la  ligne  de  contact  de 
la  surface  de  révolution  et  du  cône  tangent  à  cette  surface,  dont  le  sommet 
est  donné  hors  la  surface;  car  le  plan  tangent  à  la  surface  de  révolution, 
mené  par  le  point  ainsi  déterminé,  passerait  par  le  sommet  du  cône  inscrit  ou 
circonscrit. 

117.  Une  sphère  mobile  qui  aurait  successivement  poar  rajons,  les  parties 
de  normales  à  la  section  méridienne  d'une  surface  de  révolution,  comprises 
entre  la  section  et  l'axe  de  révolution,  et  de  plus  pour  centres  les  points  de 
rencontre  des  normales  et  de  l'axe,  engendrerait  ,1a  surface  de  révolution.  Il 
y  a  pour  chaque  position  de  la  sphère  mobile  (  art.  1 1 5  ),  la  caractéristique  de 
son  enveloppe,  qui  est  un  cercle  de  la  surface  de  révolution;  ce  cercle  est 
coupé  par  le  cercle  de  contact  de  la  même  sphère  mobile  et  du  cône  dont  le 
sommet  est  donné;  l'intersection  de  ces  deux  cercles  appartient  à  la  ligne  de 
contact  de  la  surface  de  révolution  et  du  cône  tangent  à  cette  surface. 

118.  Chaque  section  méridienne  d'une  surface  de  révolution  étant  consi- 
dérée comme  la  base  d'un  cylindre  dont  les  arêtes  sont  perpendiculaires  au 
plan  de  la  section,  ce  cylindre  est  tangent  à  la  surface;  faisant  mouvoir  ce 
cylindre  de  manière  que  sa  base  se  trouve  successivement  dans  les  difjférens 
plans  méridiens,  ses  intersections  successives  seront  les  sections  méridiennes  : 
or  il  y  a  pour  chaque  position  du  cylindre  mobile,  la  caractéristique  cjui  est 
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une  section  méridienne  de  la  surface,  et  sur  chaque  cylindre,  une  arête  de 
contact  avec  le  plan  tangent  à  ce  cylindre,  mené  par  le  sommet  donné  du  cône  ; 
Tintersection  de  Tarête  et  de  la  section  détermine  un  point  de  la  courbe  de 
contact  de  la  surface  de  révolution  et  du  cône  inscrit  ou  circonscrit  à  cette 
surface. 

119.  Ces  trois  méthodes  ne  s'appliquent  pas  seulement  à  la  recherche  de 
la  courbe  de  contact  d'une  surface  de  révolution  et  d'un  cône  dont  le  som- 
met est  donné  ;  elles  serviraient  aussi  à  trouver  cette  courbe  dans  le  cas  où  le 
sommet  du  cône  étant  à  l'infini,  le  cône  tangent  deviendrait  un  cylindre  tan- 
gent. La  surface  mobile  génératrice  de  la  surface  de  révolution  étant  un 
cône  ou  un  cylindre,  on  mènerait  un  plan  tangent  à  cette  surface  parallèle  à 
la  droite  génératrice  du  cylindre,  et  ce  plan  tangent  serait  substitué  à  celui 
qu'on  aurait  mené  par  un  sommet  donné.  Regardant  la  sphère  comme  la  gé- 
nératrice de  la  surÊLce  de  révolution,  on  construirait  pour  chaque  position  de 
la  sphère  mobile,  le  grand  cercle  suivant  lequel  cette  sphère  est  touchée  par 
un  cyUndre  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  celles  du  cylindre  tangent  à  la 
surface  de  révolution;  l'intersection  de  ce  grand  cercle,  et  du  petit  cercle 
commun  à  la  sphère  et  à  la  surface  de  révolution,  déterminerait  un  point  de 
la  ligne  de  contact  de  la  surface  de  révolution  et  du  cylindre  tangent. 

On  ferait  pour  les  enveloppes  successives  d'une  surface  de  révolution  quel- 
conque, les  mêmes  raisonnemens  que  pour  les  enveloppes  successives  de  la 
sphère  (art.  1 15  );  la  caractéristique  d'une  enveloppe  quelconque,  et  la  ligne 
de  contact  d'un  cône  avec  la  surface  mobile  qui  contient  cette  caractéristique, 
déterminent  par  leur  intersection,  un  point  de  la  ligne  de  contact  de  la  surface 
enveloppe  et  d'un  cône  tangent  à  cette  sur£aice. 

Du  cône  tangent  à  une  surface  réglée. 

itio.  Avant  de  construire  la  courbe  de  contact  d'un  cône  ou  d'un  cylindre 
et  d'une  surface  réglée,  rappelons  ce  qui  a  été  dît  (art.  160,  liv.  I^*')  sur  le 
plan  tangent  à  cette  surface.  On  a  fait  voir  que  ce  plan  à  la  fois  tangent  et 
sécant,  coupe  la  surface  réglée  suivant  une  courbe  qui  contient  le  point  de 
contact;  et  comme  ce  point  est  aussi  sur  la  droite  de  la  surface  par  laquelle 
on  a  mené  le  plan  tangent,  Vintersection  de  cette  droite  et  de  la  courbe  déter- 
mine sa  position. 

La  surface  réglée  la  plus  générale,  est  engendrée  par  une  droite  mobile  qui 
s'appuie  sur  trois  courbes  données. 

Soient  AB,  A'B',  A^B"  trois  courbes  quelconques  d'une  surface  réglée  {pL 
suppL  tiyfig.  8  );  la  droite  mobile  prend  successivement  les  positions  AA'A", 
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BB'B".  La  droite  AA'A"  rencontre  les  trois  courbes  données  aux  points  A,  A', 
A",  et  si  l'on  mène  par  ces  points  les  tangentes  Ait,  A'/',  A"A,  la  surface  engendrée 
par  une  droite  mobile  qui  s'appuie  sur  ces  trois  tangentes  aux  courbes  don- 
nées ,  est  tangente  (  art.  1 49 ,  liv.  I*'  )  à  la  surfoce  réglée  générale  suivant  la 
droite  AA'A"qui  leur  est  commune.  Les  deux  surfaces  se  touchent  suivant 
cette  droite,  parce  qu'elles  ont  un  élément  gauche  commun  AA'A'aa'a'.  Nous 
avons  démontré  (art  i44j  l'v.  I*')  qu'un  pian  passant  par  la  droite  AAA',  et 
tournant  autour  de  cette  droite,  était  dans  toutes  ses  positions  tangent  à  la 
surface  réglée  particulière,  qui  a  pour  directrices  les  trois  droites  A<(,  AV, 
A7i;  d'où  it  suit  que  ce  plan  est  aussi  tangent  dans  toutes  ses  positions  à  la 
surface  réglée  générale,  et  pour  chacune  de  ses  positions,  le  point  de  contact 
est  le  même  pour  les  deux  surfaces.  Ainsi,  ayant  déterminé  ce  point  sur  la 
surface  réglée  particulière  que  nous  avons  nommée  (art.  i34,  liv.  I*"")  hyper- 
bohïde  à  une  nappe^  il  l'est  aussi  sur  la  surface  réglée  générale. 

L'hyperboloïde  tangent  à  la  surface  réglée  devient  (art.  i5o,  liv.  I"  )  un 
paraboloîde,  lorsque  les  trois  droites  directrices  de  la  première  surface  sont 
parallèles  à  un  même  plan. 

III.  Connaissant  pour  chaque  position  de  la  droite  mobile  génératrice  d'une 
surface  réglée,  l'hyperboloïde  ou  le  paraboloîde  tangent,  le  plan  mené  par 
cette  droite  et  par  le  sommet  du  cône  tangent  à  la  sur&ce,  touchera  l'hyper- 
boloïde ou  le  paraboloîde  en  un  point  qui  sera  de'terminé;  ce  point  appar- 
tient k  la  courbe  de  contact  du  cône  et  de  la  surËtce  réglée  générale.  Lorsque 
le  plan  mené  par  la  droite  de  la  snr&ce  est  parallèle  à  la  droite  génératrice 
dti  cylindre  tangent,  il  touchera  l'hyperboloïde  ou  le  paraboloîde  en  un  point, 
qui  sera  sur  la  courbe  de  contact  du  cylindreet  de  la  surface  réglée.  la  courbe 
de  contact  du  cône  ou  du  cylindre  tangent  sera  donc  déterminée.  Dans  le  cas 
où  l'on  ne  connaît  une  surface  réglée  que  par  la  loi  du  mouvement  de  sa 
droite  génératrice,  et  en  supposant  que  les  tangentes  à  cette  surface  qui  dé- 
terminent les  hypcrboloîdes  ou  paraboloïdes  taugens  ne  sont  pas  données, 
on  peut  encore  construire  la  courbe  de  contact,  en  remarquant  que  le  plan 
mené  par  le  sommet  du  cône  tangent  et  par  la  droite  de  la  surface  réglée,  est 
tangent  à  cette  surface.  En  effet  ce  plan,  quoique  tangent,  coupe  toutes  les 
droites  de  la  surËtce  réglée,  placées  de  chaque  côté  de  la  droite  par  laquelle 
on  l'a  mené;  or  les  points  d'intersection  (art.  160,  liv.  I^')  forment  sur  la  sur- 
face une  ligne  dont  la  tangente  est  dans  le  plan  de  la  courbe;  donc  ce  plan 
est  tangent  au  point  de  la  surface  où  la  courbe  et  la  droite  de  cette  surface  se 
rencontrent,  puisqu'il  contient  une  tangente  à  cette  courbe,  et  une  droite  de 
1%  surface  qui  est  sa  propre  tangente;  le  point  de  contact  dn  plan  tangent  est 
à  l'intersection  de  la  courbe  et  de  la  droite  de  la  surface.  D'après  cette  consî- 
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dération,  on  déterminera  chaque  point  de  la  courbe  de  contact  d'un  cône 
ou  d'un  cylindre  tangent  à  une  surface  réglée,  par  l'intersection  d'une  droite 
et  d'une  courbe  construite  par  points.  La  détermination  de  cette  courbe,  au 
moyen  de  l'hyperboloïde  ou  du  paraboloîde  tangent,  est  bien  préférable, 
puisqu'on  trouve  chaque  point  de  la  courbe  de  contact  par  l'intersection 
de  deux  droites. 

Si  l'on  demandait  le  cône  tangent  à  la  surface  enveloppe  de  l'espace  que 
parcourt  une  surface  réglée,  on  déterminerait  pour  chaque  position  de  la  sur-- 
face  réglée  mobile,  la  caractéristique  de  l'enveloppe,  et  le  cône  de  même  som- 
met que  le  cône  demandé,  tangent  à  cette  surface  réglée  mobile;  la  courbe 
de  contact  de  ce  cône  et  de  la  surface  mobile  rencontrerait  la  caractéristique 
de  l'enveloppe,  en  un  point  de  la  ligne  de  contact  de  cette  enveloppe  et  du 
cône  qui  lui  est  tangent. 

Des  points  limites  de  la  œurbe  de  contact  d'une  surface  donnée  et  d'un  cône  ou 

d'un  cylindre  tangent  à  cette  surface. 

lo.'x.  Le  mode  de  génération  des  surfaces  en  détermine  la  forme,  et  lors- 
qu'on demande  un  cône  ou  un  cylindre  tangent  à  ces  surfaces,  on  les  sup- 
pose prolongées  indéfiniment,  de  manière  que  la  courbe  de  contact  ait  toute 
l'étendue  dont  elle  est  susceptible.  Cette  hypothèse  convient  aux  généralités 
de  la  géométrie  ;  mais  les  corps  éclairés  et  pour  lesquels  on  demande  les  lignes 
de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  sont  terminés  par  des  surfaces  qui  ont 
pour  limites  les  arêtes  ou  les  lignes  communes  aux  surfaces  adjacentes,  et  ou 
ferait  un  travail  graphique  inutile,  si  l'on  construisait  les  contours  des  ombres 
portées,  ou  les  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  hors  de  ces  limites. 
Pour  éviter  ce  travail,  on  considérera  chaque  arête  de  la  surface  d'un  corps 
de  deux  manières,  d'abord  comme  la  base  d'un  cône  qui  aurait  son  sonamet 
au  point  lumineux,  ensuite  comme  la  ligpe  de  contact  de  la  surface  du  corps, 
et  d'une  surface  développable  qui  serait  le  lieu  des  intersections  successives 
des  plans  tangens  au  corps  menés  par  les  points  de  l'arête. 

La  surface  du  cône  lumineux  qui  a  pour  base  l'arête  du  corps,  rencontrera 
les  lignes  qui  portent  ombre  sur  ce  corps  en  des  points  ^  et  les  rayons  de 
lumière  menés  par  ces  points,  couperont  la  surface  du  corps  en  d'autres  points 
qui  seront,  sur  l'arête  de  ce  corps,  des  points  limites  du  contour  des  ombres 
portées.        ^ 

Ayant  mené  par  le  point  lumineux  un  plan  tangent  à  la  surface  dévelop- 
pable qui  passe  par  l'arête  du  corps,  la  droite  de  contact  coupera  cette  arête 
en  un  point  qui  sera  une  limite  de  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière 
sur  le  corps. 
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Si  le  point  lumineux  est  à  Tinâni,  le  cône  luniineu;x  qui  a  pour  base  l'arête 
du  corps  proposé,  se  change  en  un  cylindre  dont  la  droite  génératrice  est  pa- 
rallèle au  rayon  de  lumière,  et  le  plan  tangent  à  la  surface  développable  est 
aussi  parallèle  à  ces  rayons. 

Nous  ferons  l'application  de  ces  propositions  à  la  détermination  de  Tombre 
d'une  vis  triangulaire. 

Ces  préliminaires  posés,  nous  allons  d'abord  considérer  les  lignes  de  sépa- 
ration d'ombre  et  de  lumière  sur  les  corps  simples  de  la  géométrie,  tels  que 
le  polyèdre  à  hces  planes,  la  sphère,  le  cylindre  et  le  cône  droit,  et  déterminer 
les  ombres  portées  par  des  droites  ou  par  des  cercles  donnés,  sur  quelques^ 
unes  de  ces  surfaces. 


§   IV.   DD   TRACÉ   DES   OMBKES   LIHJ^AIBES. 

De  l'ombre  d'xm  polyèdre  à/aces  planes. 

ia3.  Lorsqu'un  polyèdre  est  éclairé  par  des  rayons  de  lumière  parallèles 
entre  eux,  l'ombre  de  ce  corps,  oul'espace  qu'il  privé" de  lumière,  est  un  priame 
dont  chaque  Êice  est  dans  un  plan  mené  par  une  arête  du  polyèdre  parallèle- 
ment aux  rayons  de  lumière.  Le  système  d'arêtes  qui  forment  sur  le  polyèdre 
la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  est  déterminé  par  cette  consi- 
dération, que  chacune  d'elles  est  l'intersection  de  deux  faces,  l'une  éclairée  et 
l'autre  dans  l'ombre,  et  que  ces  faces  sont  placées  du  même  côté  par  rapport 
au  plan  qui  contient  l'ombre  de  l'arête.  Si  par  un  point  quelconque  d'une 
arête  du  polyèdre,  on  mène  une  parallèle  aux  rayon»  de  lumière,  cette  pa- 
rall^e  ou  son  prolongement  sera  dans  l'angle  des  deux  faces  dont  elle  est 
l'intersection ,  ou  eiTdehors.  Dans  le  premier  cas ,  les  deux  faces  seront  ou 
éclairées  ou  dans  l'ombre.  Dans  le  second  cas,  l'une  sera  éclairée  et  l'autre  dans 
l'ombre,  et  on  sera  assuré  que  leur  intersection  appartient  à  la  ligne  de  sé> 
paration  d'ombre  et  de  lumière. 

Les  faces  du  prisme  d'ombre  étant  connues,  on  cherchera  les  lignes  d'in- 
tersection des  plans  qui  forment  ce  prisme,  et  des  sur&ces  planes  ou  courbes 
qui  terminent  les  corps  dont  la  position  par  rapport  au  prisme  est  connue  ; 
ces  lignes  seront  les  contours  des  ombres  portées  sur  ces  corps  par  le  po- 
lyèdre. Leur  construction  est  une  application  très-simple  de  la  géométrie  des- 
criptive ;  et  pour  en  montrer  tm  exemple,  nous  supposerons  qu'il  faille  trou- 
ver l'ombre  d'une  cheminée  sur  un  corrihle.  T^  solution  de  cette  question  se 
réduit  à  trouver  l'ombre  d'un  point  et  l'ombre  d'une  droite  sur  des  plans  dckxx- 
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nés  :  or,  l'ombre  d'un  point  est  sur  la  droite  menée  par  ce  point  parallèle* 
ment  au  rayon  de  lumière,  et  Tombre  d'une  droite  est  dans  un  plan  conduit 
par  la  droite  parallèlement  à  ce  rayon  de  lumière,  en  sorte  que  la  droite  étant 
verticale,  le  plan  qui  contient  son  ombre  est  aussi  vertical  ;  donc  les  parallèles 
au  rayon  de  lumière  menées  par  des  points  donnés,  et  les  plans  parallèles  au 
rayon  de  lumière  menés  par  des  droites  données,  rencontrent  les  plans  ou 
les  surfaces  aussi  donnés,  suivant  des  points  ou  des  lignes  qui  déterminent  les 
ombres  des  points  et  des  droites,  qu'on  suppose  éclairés  par  des  rayons  de 
lumière  parallèles  entre  eux. 

De  V ombre  d'une  i:heminée  sur  un  comble.  (  PL  1 .  O.  ) 

i!i4-  La  cheminée  porte  ombre  sur  un  comble  de  bâtiment,  et  pour  décrire 
le  bâtiment,  nous  le  rapportc^rons,  suivant  l'usage  des  architectes,  à  trois  plans, 
i'un  horizontal,  qu'on  appelle  simplement /^/o/z,  et  les  deux  autres  verticaux, 
qu'on  nomme  éléi^ation  et  profil. 

Description  du  bâtiment.  (  Fig.  1,2,  3.  ) 

125.  lie  plan  de  ce  bâtiment  {fig.  i  )  est  un  rectangle  ABGD,  dont  les  côtés 
AB,  BC,  CD  représentent  les  faces  verticales  extérieures  de  trois  murs  droits. 
Le  long  de  ces  murs  règne  une  corniche  dont  la  sailHe  est  la  tnéme  sur 
les  trois  faces.  Les  filets  extrêmes  de  cette  corniche  se  projettent  sur  le 
plan  {fig.  I  ),  suivant  les  droites  EF,  FG,  GH.  La  portion  de  corniche  corres- 
pondante au  petit  côté  BC  du  bâtiment  se  termine  aux  deux  plans  verticaux, 
dont  les  traces  horizontales  BF,  CG  divisent  en  parties  égales  les  angles 
droits  EFG,  FGH. 

Le  comble  du  bâtiment  a  la  forme  d'tin  prisme,  dont  les  arêtes  sont  hori- 
zontales, et  qui  a  pour  base  un  triangle  dont  le  plan  est  incliné  par  rapport 
au  plan  horizontal.  On  nomme  en  charpente  cette-  partie  triangulaire  du 
-comble,  correspondante  au  petit  côté  du  bâtiment,  croupe  droite;  l'autre 
partie,  formée  de  deux  plans  également  inclinés  par  rapporta  l'horizon,  se 
nomme  long  pan.  La  droite  intersection  de  ces  plans  s'appelle  ligne  de  cou- 
ronnement du  comble.  Le  triangle  KMN  {fig.  i  )  est  la  projection  horizontale 
de  la  croupe; les  trapèzes  IKLM,IKON  sont  les  projections  des  longs  pans;  la 
ligne  de  couronnement  a  pour  projections  {fig.  i  et  2)  les  droites  IR,  l'K'; 
les  lattis  de  long  pan  et  de  croupe  se  prolongent  jusqu'à  l'extrémité  de  la  cor- 
niche. Trois  surfiaices  cylindriques,  telles  que  (NM FG,  N'G'}  {fig.  i  et  2  ),  rac- 
cordent les  plans  âncUnés  des  trois  lattis  et  le  plan  horizontal  supérieur  de 
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verticales  bc^  ca  (/%.  i  )  du  corpfi  de  la  cheminée.  En  menant  par  le  point 
g'  {fig.  a  )  une  parallèle  g'z  à  la  projection  verticale  ST'  du  rayon  de  lu- 
mière, elle  coupe  la  verticale  cid  au  point  ^^  projection  verticale  de  Tombre 
portée  par  l'horizontale  (  ge^  ^  )  du  bandeau  aur  la  faoe  verticale  ac  {Jig.  i  ) 
du  corps  de  cheminée.  L'ombre  du  point  {K  h)  de  l'horizontale  (  ghj  g  h!  ) 
se  trouve  sur  la  parallèle  (ki:^  hV  )  au  rayon  de  lumière  :  or,  cette  parallèle 
coupe  le  prolongement  de  la  face  verticale  eb  du  corps  de  cheminée  au  point 
(  ir,  ir'  )  ;  donc  si  Ton  mène  {^.  a  )  Thorizontale  v  ^V,  la  partie  a'b"  de  cette 
horizontale  sera  la  projection  verticale  de  l'ombre  portée  par  l'horizontale 
(gkj  g' h!  )  sur  la  fiace  verticale  bc  (y^.  i)  du  corps  de  cheminée. 

Ombre  de  Içl  cheminée  et  du  bandeau  sur  le  comble. 

128.  L'horizontale  {fh^f*)  porte  ombre  sur  le  plan  K'N'  {/îg.  %)  du  lattis 
de  croupe.  Cette  ombre  est  une  autre  horizontale  (56,  6'  )  qu'on  détermine 
en  menant  {fig.  i  et  a)  les  parallèles  (h&^f'GI\  (/5,/''6')  au  rayon  de  lumière. 
Ces  parallèles  coupent  le  plan  de  croupe  aux  points  (6, 6'),  (5,  &  \  extrémités  de 
Fombre  portée  (56,  &).  Le  point  (6, 6')  appartient  aussi  à  Tombre  (67, 67'),  por- 
tée par  la  verticale  (h^f^K)  sur  le  plan  du  lattis  de  croupe.  La  parallèle  au  rayon 
de  lumière  menée  par  l'extrémité  (A,  h),  de  la  verticale  (h,/^,  coupe  le  plan  de 
croupe  au  point  (7,  7')  de  la  droite  (67,  &j').  Ce  point  est  l'origine  de  Tombre 
qui  est  portée  par  l'horizontale  (gh,  g  h')  sur  le  même  plan,  et  dont  la  projec- 
tion horizontale  est  78  {fig.  i  ).  Cette  droite  78  prolongée  coupe  la  droite 
MN  au  point  n  de  la  droite  MN,  qu'on  détermine  en  menant  par  l'horizontale 
(  MN,  N'  )  un  plan  (N'/x',y%.  a  )  parallèle  au  rayon  de  lumière;  ce  plan  coupe 
l'horizontale  {gb,g'k')  prolongée  au  point  (  fji,  jx'),  et  la  parallèle  fjn  {fig.  i) 
à  la  projection  horizontale  ST  du  rayon  de  lumière^  coupe  la  droite  MN  au 
point  n.  L'ombre  de  la  verticale  (i,  W^  se  projette  (y%*.  i  )  suivant  la  pa- 
rallèle 68  à  ST,  qui  rencontre  la  droite  717  prolongée  au  point  8  ;  la  droite  tô 
prolongée  coupe  la  droite  gh  au  point  p  ;  ce  qui  apprend  que  la  projection 
horizontale  78  de  l'ombre  portée  par  la  droite  (^A,  ^H  ),  correspond  à  la  por- 
tion de  cette  droite,  dont  Ap  est  la  projection  horizontale.  Les  droites  {gh^  g^\ 
f  ^y^y^)y  et  les  ombres  qu'elles  portent  sur  le  plan  du  lattis  de  croupe  étant 
parallèles,  les  projections  horizontales  de  ces  ombres  sont  aussi  {fig.  i  )  des 
droites  parallèles  7178,  54*  On  aurait  directement  le  point  4  intersection  des 
droites  54,  KM,  en  prolongeant  {fig.  a  )  la  droite  K'N'  jusqu'au  pointy  de  U 
droite  ef\  et  en  abaissant  la  ligne  de  projection  Jy,  qui  coupe  la  droite  ^au 
point  J  ;  la  droite  J5  rencontre  la  droite  RM  au  point  4*  Le  point  (  J,/)  étant; 
l'intersection  du  plan  du  lattis  de  croupe  K'N'  et  de  l'horizontale  (  ef^  e'f'  ), 
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deuiç  droites  en  chevron  (ax,  aV),  (m,  x'O,  dont  les  projections  verticales 
a\\x'i'(^g>  a)  comprennent  entre  elles  Tangle  ax'i\  qui  est  divisé  en  deux 
parties  égales  par  la  droite  VX.  Les  trois  sommets  du  triangle  V  i  {^.  i)  corres- 
pondent en  projection  verticale  {^g.  a)  aux  sommets  X',  fx,  l' du  triangle  /y  i'. 

Ainsi  les  ombres  portées  par  la  cheminée  isur  les  trois  plans  de  lattis  qui 
se  rencontrent  au  point  ^K,  K')  de  la  ligne  de  couronnement,  sont  en  projec- 
tion verticale  : 

i^  Pour  le  plan  de  lattis  de  croupe  KMN     (Jig.  i) 6'K!       (Jtg;  2); 

ao  Pour  le  plan  de  lattis  de  long  pan  KION  (Jig.  1) .ydc'a'x'K'iJig.^); 

30  Pour  le  plan  de  lattis  de  long  pan  KILM  {/fg.  i)  X'i  a'3'4'  (Jîg.  2). 

On  aurait  pu  déterminer  l'horizontale  4'3'  {^g-  a)  en  se  servant  du  pro- 
fil (y^.  3),  sur  lequel  on  a  projeté  le  rayon  <le  lumière  (ST,  ST)  (y?^.  i  et  2) 
suivant  la  droite  STT.. L'horizontale  (ef,  e'f)  étant  projetée  sur  ce  profil  au 
point  e%  la  parallèle  ^^'  à  ST",  coupe  la  droite  S!q  au  point  l^  située  sur  Tho- 
rizontale  4'3'  prolongée.  La  projection  horizontale  de  ce  point  l{  étant  0  {Jig.  i  ), 
la  parallèle  à  IK  menée  pap  le  point  u  se  confond  avec  la  droite  34* 

SeVonibre  d'une  seconde  cheminée  (X,  X),  (fig.  laet  ib,  pi.  i.  O.)  sur  le  plan 

de  lattis  de  long  pan  {IKNO,  rKHSTO),  (fig.  1  et  2)  (*). 

1 3o.  La  cheminée  (X,  X')  et  son  bandeau  étant  donnés  de  forme  et  de  posi* 
tioD ,  on  détermine  l'ombre  qu'elle  porte  sur  le  plan  de  l'un  des  lattis  de  long 
pan,  en  procédant  de  la  même  manière  que  pour  la  première  cheminée. 
Après  avoir  reconnu  les  droites  horizontales  et  verticales,  qui  forment  la  ligne  de 
séparation  d'ombre  et  de  lumière,  on.  cherche  l'ombre  de  cesdroites  sur  le  plan 
de  lattis  de  long  pan,  et  le  contour  de  cette  ombre  esten  projection  horizontale 
(^g.  i.a)  a\  i23456786,en  projection  verticale  {fig.  i,b)  a'b'cd8'']'6'5'y!i'i'd.. 
Pour  construire  ces  projections,.on  mène  par  l'horizontale  (/hif)  un  plan 
parallèle  au  rayon  de  lumière,  qui  coupe  le  plan  du  lattis  de  long  pan  suivant 
la  dro\te{fniA\  mk).  Les  parallèles  A76,  f\S  à  ST(fig.  i  .a)  interceptent  sur  la 
droite  mk  le  coté  56  de  la  projection  horizontale  du. contour  de  l'ombre- de  1» 
cheminée  (X,  X'). 

Un  second  plan  parallèle  au  rayon  de  lumière,  mené  par  rhorizontale(/i^.  A*), 
coupe  le  plandu  lattis  de  long  pan  suivant  la  droite  (A7,  /7);le  poînt7  (fig.  i  .a) 
étant  détemûné  par  la  rencontre  de  la  droite  A6,  et  de  la.  parallèle  4?  à  56^ 


■•■ 


(*)  l^fig.  i.a  et  x.i  sont  tracées  sur  les  plans  àetfig.  i  et  a  ;  on  les  distiogjue  par  les  lettres 
c^t  àf  parce  qu'on  se  sert  pour  l'explication  de  ces  Ggures  de  lettres  ou  chiffres  déjà  employés* 


/i  et 

dans  Ics^.  i  et  2« 
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on  a  67  pour  la  projection  de  Tombre  de  l'arête  verticale  du  bandeau  ih^fK). 
Les  parallèles  53,  /p,  et  1K,  coupent  la  parallèle  à  ST  in«aé«  par  le  point  e, 
aux  points  a,  3  extrémités  de  la  projection  a3  de  romlH-e  de  la  verticale  {e,  e'g) 
du  bandeau.  Menant  les  parallèles  a  1,^8  k  ST,  la  parallèles  1  à  56,  et  la  paral- 
lèle 78  à  35,  on  a  la  projection  horiaontale  totale  aia3  S6jBh(fig.  i.a). 

Le  prisme  vertical  ahcâ(_^,  i.a)  du  corps  de  la  chauinée coupe  le  plan  du 
lattis  suivant  un  parallélogramme  dont  la  projection  verticale  (^.  1  .b)  est 
db'cd.  Les  droites  crf,  ci  (yîjg'.  i-a)  étant  prolongéesjusqu'enNK,  et  les  points 
de  rencontre  étant  mis  en  projection  verticale  sur  deux  autres  poîats  de  la 
droite  K'M'  {Jig.  3),  les  horizontales  menées  par  ces  derniers  points  cou- 
pent les  verticales  eîa'^b'b'  {fig.  i£)  aux  sommets  a',  ^',e',  ^  du  paratl^o- 
gramme  db'dd. 

Les  verticales  élevées  par  les  points  (5, 6, 7,^%'.  i.a)  et  projetées (_/%■.  ii>), 
coupent  les  droites/'^',  A'7'  aux  points  5',  6',  7'.  Menant  l'horizontale  7'8'  de 
même  longueur  que  ']^{fig-  i.«),et  joignant  les  points^»8',  la  droite  d'8'est 
ta  projection  verticale  correspondante  à  la  projection  horizontale  68  [Jig-  i.a). 
La  parallèle  «'i'à^(/'8'(y?g'.  i.è)  contient  la  projection  verticale  \'  correspon- 
danteau  point  1  {fig-  t.a).  La  parallèle  l'a'  à  5'6'  détermine  le  point  %'  corres- 
pondant à  2  {fig.  I  .a)  ;  la  parallèle  a'3'  à  ^'8'  contient  la  projection  verticale  3' 
correspondante  à  3  (^fig.  \.a)\  menant  l'horizontale  3'5'  {Jig.  i.b),  on  a  pour 
k  projection  verticale  du  contour  de  l'ombre  portée  par  la  cheminée  (X,  X') 
sur  le  plan  de  lattis  de  long  pan,  ia^gure  (cV8'7'6'5'3'»'i'a'c'). 

i3i.  Four  compléter  l'explication  de  la  première  planche  des  ombres 
(pi.  I.  O),  nous  n'avons  à  considérer  que  l'ombre  du  bâtiment  sur  Je  plan 
horizontal,  et  l'ombre  de  la  corniche  sur  une  &ce  éclairée  du  mur. 

La  face  du  mur  CD  (Jig.  i,pL  i.  0>)  qui  est  éclairée,  et  la  &ce  k  angle  droit 
CB  qui  est  dans  l'ombre,  se  coupent  suivant  une  verticale  C,qui  porte  sur  le 
plan  horizontal  (_/%.  1),  l'ombre  C'C  parallèle  à  ST,  projection  horizontale  du 
rayon  de  lumière. 

L'horizontale  de  la  corniche  (GB,J^.  i)  et  (n  '.  i  a',/%.  a)  porte  ombre  sur 
la  face  verticale  CD  du  mur,  et  l'ombre  portée  est  une  autre  horizontale  qu'on 
détermine  en  menant  par  un  point  quelconque  (o ,  o')  de  la  première  hori- 
zontale, une  parallèle  au  rayon  de  lumière  qui  coupe  le  plan  vertical  CD  au 
point  (10, 10'),  dont  la  projection  Terticale(/^.  a)  est  10'.  L'horizontale  lo'.rS 
est  la  projection  verticale  de  la  limite  de  l'ombre  portée  par  la  corniche  sur 
la  lace  verticale  CD  (^g.  l)  du  bâtiment. 

Cet  exemple  suffit  pour  faire  voir  comment  on  déterminerait  l'ombre  d'un 
polyèdre  à  faces  planes,  quelle  que  fût  la  position  de  ses  arêtes  par  rapport 
aux  sur&ces  qui  reçoivent  les  ombres  portées  par  ces  arêtes. 
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OKBMS  d'une  SPBàBJE.  Pi.  a.  0|fig.  (l,  2,  3). 

i32.  Une  sphère  suspendue  à  Textrémité  d'un  fil,  est  éclairée  par  des 
rayons  de  lumière  parallèles;  on  demande  la  ligne  de  séparation  d'ombre  ^et 
de  lumière  sur  cette  sphère,  et  le  contour  de  l'ombre  qu'elle  porte  sur  un 
pian  horizontal  donné  (^/.  2.  O)? 

Soit  XY  i^fig.  I  et  a,/>i  2.  O)  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  de 
projection  auxquels  on  rapporte  une  sphère  du  rayon  AB,  dont  le  centre  a 
pour  projections  les  points  A,  a.  La  direction  de  la  lumière  est  déterminée 
par  les  deux  projections  L,  /  d'un  rayon  lumineux. 

On  sait  (art.  1 1 5)  que  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  la 
sphère  est  un  grand  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  direction  de 
lumière.  Pour  construire  ce  cercle,  on  rapporte  la  sphère  à  un  nouveau  plan 
vertical  de  projection,  dont  la  trace  X'Y  (  fig.  3)  sur  le  plan  horizontal  est 
parallèle  à  la  projection  horizontale  L  du  rayon  lumineux.  On  projette  sur 
ce  plan  le  centre  de  la  sphère  et  la  parallèle  au  rayon  de  lumière  menée  par 
ce  centre.  Cette  parallèle  coupe  le  plan  horizontal  au  point  D  ;  abaissant  les 
perpendiculaires  Aa  et  Jid  sur  X'Y;  feisant  da.  (^fig.  V)=i(ihl{Jig.  2),  et  ti- 
rant dd\  on  aura  le  triangle  dttd\  dont  les  côtés  dd\  d'asoiity  l'un,  une 
parallèle  au  rayon  lumineux  passant  par  le  centre  de  Ja  sphère,  et  l'autre , 
une  parallèle  à  la  projection  horizontale  AD  de  ce  rayon.  La  perpendiculaire 
eafsai  côté  dd\  menée  par  le  point  a,  détermine  la  ligne  de  séparation 
d'ombre  et  de  lumière  sur  la  sphère.  Cette  ligne  est  un  grand  cercle  de  la 
sphère  du  diamètre  e/,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  X'Y. 
La  projection  horizontale  de  ce  grand  cercle  est  une  ellipse  qui  a  pour  grand 
axe  le  diamètre  GH  du  grand  cercle  de  la  sphère  décrit  du  point  A  comme 
centre,  et  pour  petit  axe  la  droite  EF  projection  horizontale  de  ef,  fig.  3,  Le 
diamètre  GR^/ig.  i,  est  dirigé  suivant  la  droite  Ace  perpendiculaire  à  X'Y. 
I>es  deux  projections  EFGH^efyjSg.  (i  et  3),  du  grand  cercle  séparation  d'om- 
bre et  de  lumière  sur  la  ^yhève^  on  dédoit  la  seconde  projection  verticale  e/^g^ 
^fig-.  *i,  tracée  sur  le  plan  XY.  Les  points  i,  k  de  cette  projection  sont  sur  te 
grand  cercle  de  la  sphère  décrit  du  point  a  comme  centre;  ils  correspooQdent 
aux   points  1,  R'  de  la  projection  horizontale  EFGH,  que  l'on  détermine  en 
baissant  les  perpendiculaires  tT,  kK  sur  le  diamètre  BAC  parallèle  1  XY. 

IL^es  points  remarquables  de  la  seconde  projection  (j%.  2)  sur  le  plan  ver- 

tioal  XY,  sont  «eus  pouf  lesquels  les  tangentes  à  Tellipse  t'/'gh  (  projection 

de  la.  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  la  sphère)  sont  parallèles 

t  ^  au  diamètre  ik  du  grand  cercle  de  la  sphère;  a*  à  la  verticale  Ma;  3*  à  l'ho- 

riaiontale  ab  ou ac;  on  construira  ces  points  de  la  manière  suivantes 
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1°  Constructions  despointst',  s' de  l'ellipse  e'f  gh  (fig.  Ht),  pour  lesquels  les  tan- 
gentes sont  parallèles  au  diamètre  ik. 

i33.  he  diamètre  (IK.,  ik,fig.  i  et  a)  du  grand  cercle  séparation  d'ombre 
et  de  lumière  sur  la  sphère,  a  pour  projection  sur  le  plan  vertical  X'Y(/f^.3) 
la  droite  tk\  et  en  faisant  tourner  ce  cercle  autour  de  sa  trace  ef  pour 
l'abattre  sur  le  plan  X'V,  le  diamètre  (IK,  iK)  devient  ma'/i  {Jig.  3);  élevant 
la  perpendiculaire  pdq  à  mn,  les  points  ^  et  ^  du  grand  cercle  décrit  du 
point  d  comme  centre,  sont  ceux  pour  lesquels  les  tangentes  à  ce  cercle 
sont  parallèles  à  ta  droite  màn  :  or  les  projections  de  ces  points  sur  le  pian 
X' Y,  sont  r  et  s,  sur  le  plan  horizontal  R  et  S,  et  sur  le  plan  vertical  XY  (_/%.  a), 
r,  j';  donc  les  tangentes  à  l'etlipse  ey'gk  menées  par  ces  points  r',  s',  sont 
(art.  1 1 ,  liv.  l")  parallèles  à  la  droite  i^,  et  parce  que  cette  droite  est  le  grand 
axe  de  l'ellipse  e'fgh^  la  droite  /s' en  est  le  petit  axe. 

Les  points  R,  S  Ç^g.  i),  appartiennent  au  cercle  décrit  du  point  A  comme 
centre,  avec  un  diamètre  égal  à  celui  des  petits  cercles  égaux  de  la  sphère 
contenus  dans  les  plans  horizontaux,  jnenés  par  les  points  r  et  s  C/%.3)  dn 
plan  vertical  X'V  ;  r  et  r',  ou  s  et  s' étant  les  projections  verticales  sur  les  deux 
plans  XY,  X'Y,  des  mêmes  points  du  cercle  de  séparation  d'ombre  et  de  lu- 
mière, on  a,  après  avoir  mené  les  horizontales  ru,  st  (^fig-  3),  r'd,  si  {fig.  a), 
qui  coupent  les  verticales  «a',  K!a  {fig.  3  et  3),  aux  points  u,  t,  ù,  (: 

dt  (fig.  3)  =  at'  (fig.  a)  ;  du  (fig.  3)  =  au'  (fig.  a). 

D'où  il  suit  que  les  points  r,  s  {fig.  a)  sont  sur  les  horizontales  connues  u'r,  (s'. 

a"  Construction  des  points  v',  z'  de  VelUpse  e'î'gk  (fig.  a),  pour  lesquels  les 
Jangentes  sont  verticales. 

i34-  Le  plan  vertical  AA'  {fig.  i)  coupe  «ne  horizontale  (F/'j/)  (/%■  ^ 
et  3)  du  plan  du  cercle  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  au  point  (V)/)  î 
l'intersection  de  ces  deux  plans  devient  a'c^',  sur  le  plan  du  cercle  qu'on  a 
couché  sur  le  plan  vertical  X'Y,  en  le  disant  tourner  autour  de  la  droite  ef 
comme  charnière  :  on  obtient  cette  droite  «'$',  en  prenant  la  droite^'  per- 
pendiculaire sur  ef,  égale  à  F<p'  (fig.  i  ).  Élevant  la  perpendiculaire  waV 
{fig.  3)  à  la  droite  n'<p',  qui  coupe  le  grand  cercle  de  la  sphère,  dont  le  centre 
-est  en  a\  les  tangentes  à  ce  cercle  menées  par  les  points  d'intersection  -x,  ir', 
soot-évidemment  parallèles  k  la  droite  a'^':  or  ces  points  v,  w  ont  pour  pro- 
jections sur  le  plan  vertical  X'Y,d«ux  points  z  et  c  du  diamètre  ed/,  qui  sont 
à  la  même. distance  du  centre  d;  donc  si  l'on  mène  par  ces. derniers  points 
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des  plans  horizontaux ,  ils  couperont  la  sphère  suivant  deux  cercles  qui  ont 
pour  projections  horizontales ,  un  cercle  unique  du  diamètre  connu  5i;6,  ou 
7z8  (j^g.  3).  Ce  cercle  {/ig-i)  est  coupé  par  les  perpendiculaires  ^'V,  zZ  à  X'Y, 
aux  points  Y  etZ,  qui  sont  les  projections  horizontales  des  points  tt^  tt'  de  la 
sphère. 

Élevant  les  perpendiculaires  V^'',  Zz  à  XY,  les  distances  des  points  v\  z' 
(y%-  ^)  ^"  diamètre  horizontal  ic,  sont  égales  entre  elles,  et  égales  aux  dis- 
tances connues  des  points  ^,  z  {fig>  3)  au  diamètre  horizontal  j.a.a;  d'où  il 
suit  que  les  points  f^',z'  {/ig.  a)  de  l'ellipse  efgh  sont  déterminés,  et  que,  pour 
ces  points,  les  tangentes  à  cette  ellipse  sont  parallèles  à  la  verticale  (A,  èlo). 

Les  points  i^  et  v\  ou  z  et  z  {fig*  3  et  a  )  étant  les  projections  verticales 
d'un  point  du  cercle  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  la  sphère, 
les  plans  horizontaux  5^,  7^28  (y?^.  3)  menés  par  les  points  v^  z  du  plan 
vertical  X'Y,  ont  pour  traces  sur  le  plan  vertical  XY,  des  horizontales  i^V,  zz" 
{fig.  2)  qui  coupent  la  verticale  A'a  aiii  points  /,  z",  dont  les  distances  au 
centre  a  sont  égales  entre  elles  et  de  même  longueur  que  les  perpendiculaires 
abaissées  du  point  ci  {fig.  3)  sur  les  horizontales  5^6  et  7^8  de  ce  plan. 

3**.  Construction  des  points  ef,  f  de  l'ellipse  eTgh  (jftg.  a  ),  pour  lesquelles  les 

tangentes  sont  horij^ontales. 

1 35.  Les  plans  horizontaux  menés  par  les  points  6^/'(y?^,  3)  du  plan  vertical 
XT  coupent  la  sphère  suivant  deux  petits  cercles  du  diamètre y&,  dont  la 
projection  horizontale  est  un  cercle  de  même  diamètre  décrit  du  point  A 
comme  centre;  ce  dernier  cercle  est  coupé  par  la  parallèle  AD  (y^.  i)  à  la 
projection  horizontale  L  du  rayon  de  lumière  aux  points  E,  F;  les  points 
(  E,  c  ),  (  F,/)  (yîg.  I  et  3  ),  ont  par  hypothèse  pour  projections  verticales  sur 
le  plan  XY,  les  points  e',/*';  donc  si  l'on  prend  a^'  ou  ae'  (Jig.  a)  égale  à  a'<p 
ou  a'$  {^fig*  3),  les  horizontales  eV,  <|>y  {^fig*  a),  et  les  perpendiculaires  Ee', 
F/'  àXY  se  rencontreront  aux  points  e',/'  de  Fellipse  projection  du  grand 
cercle  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  la  sphère.  Mais  les  tangentes 
aux  points  (E,  e),  (  F,/*)  de  ce  grand  cercle  sont  horizontales;  donc  leurs 
projectionsy^<|)',  éi  sur  le  plan  vertical  XY  le  sont  aussi. 

Considérant  le  grand  cercle  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  la 
sphère,  comme  la  base  d'un  cylindre  droit  dont  les  arêtes  sont  parallèles  au 
rayon  lumineux  (L,  /),  l'ellipse  9.  lo.  11.  la,  intersection  de  ce  cylindre  par 
le  plan  horizontal  de  projection,  est  le  contour  de  Tombre  portée  par  la 
sphère  sur  ce  plan.  On  construit  chaque  point  de  cette  ellipse,  en  menant  un 
rayon  lumineux  par  un  point  de  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière, 
et  en  prolongeant  ce  rayon  jusqu'à  ce  qu'il  coupe  le  plan  horizontal. 

ag 
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DE   l'ombre   du   puits   OU   TROU   DE   LOUP.    (Pi.  3.  O.) 

i36.  Le  puits  militaire  est  une  excavation  qui  a  la  figure  d'un  cône  tron* 
que  renversé.  On  donne  au  diamètre  supérieur  vingt  décimètres,  à  l'infé- 
rieur trois,  et  à  la  hauteur,  ou  à  la  distance  des  deux  bases  circulaires,  dix- 
sept  décimètres.  Les  terres  qui  proviennent  du  déblai  se  relèvent  sur  les  le* 
vre§  du  puits  avec  un  talus  suffisant  pour  qu'elles  ne  retombent  pas.  Dans 
le  fond  de  chaque  puits,  on  enfonce  un  piquet  d'un  mètre  en  longueur,  pointu 
à  l'extrémité  supérieure.  Pour  employer  les  puits  militaires  à  la  défense  des 
ouvrages  fortifiés,  on  les  dispose  par  trois  ou  quatre  rangs  parallèles  en 
quinconce.  Ayant  tracé  des  triangles  équilatéraux  de  sept  mètres  de  coté,  les- 
extrémités  et  les  milieux  de  ces  côtés  sont  les  centres  des  puits.  Les  terres 
relevées  dans  les  intervalles  des  puits  achèvent  de  rendre  le  terrain  assez 
irrégulier  pour  que  les  troupes,  infanterie  ou  cavalerie,  ne  puissent  pas  s  y 
former.  (Voyez  le  Traité  d'art  militaire  de  M.  Gay  de  Vernon.  Paris,  i8o5.) 

Avant  de  tracer  les  ombres  du  puits  conique  {fig.  1)9  nous  considérerons 
deux  autres  excavations,  l'une  hémisphérique  (Jig.  a),  et  l'autre  cylindrique 

{fig.  3). 

De  l'excavation  hémisphérique.  (Fîg.  a,  pi.  3.  O.) 

137.  Soit  (A,  a)  {/ig.  2)  le  centre  du  cercle  horizontal  BDEF:  ayant  mené 
par  ce  centre  un  rayon  de  lumière  (AL,  o/),  le  plan  vertical  qui  passe  par  ce 
rayon,  contient  lliorizontale  XY  du  terrain  ^  et  le  demi-grand  cercle  bed  de 
l'excavation.  Le  bord  BDEF  du  creux  hémisphérique  porte  ombre  dans  Vin- 
térieur  de  l'hémisphère,  et  pour  en  déterminer  le  contour,  il  faut  considérer 
le  cercle  horizontal  BDEF  de  la  sphère  comme  la  base  d\m  cylindre  dont  les 
arêtes  sont  parallèles  au  rayon  de  lumière  ;  or  ce  cylindre  coupera  la  sphère, 
suivant  un  autre  grand  cercle  (art.  ao6^  liv.  P'),  dont  le  plan  passera  par  les 
points  £,  F  du  troisième  grand  cercle  qui  serait,  sur  la  sphère,  la  ligne  de 
séparation  d'ombre  et  de  lumière;  mais  ces  points  sont  les  extrémités  du  dîj^ 
mètre  £F  perpendiculaire  au  diamètre  BDdu  cercle  horizontal  BDEF;  donc 
le  grand  cercle ,  intersection  de  la  sphère  et  du  cylindre,  est  dans  un  plan 
perpendiculaire  au  plan  vertical  AB  ou  XY,  m^ié  parle  centre  delà  sphère 
parallèlement  au  rayon  de  lumière.  Pour  déterminer  la  trace  oc  de  ce  plan 
sur  le  plan  vertical  XY,  il  suffira  de  mener  par  le  point  b  une  parallèlae  Ac  à 
la  droite  al;  cette  parallèle  coupe  le  demi-cercle  bed  au  point  c,  par  lequel 
on  mène  la  trace  ac. 

Le  plan  de  l'ombre  dii  bord  EBFD  dans  l'intérieur  de  l'hémisphère  ,  ayant 
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pour  traces  sur  le  plan  horizontal  la  droite  EF,  et  sur  le  plan  vertical  la  droite 
ac^  il  coupe  l'hémisphère  suivant  un  demi-grand  cercle  dont  la  projection 
horizontale  est  la  demi-ellipse  ECF.  Cette  ellipse  a  pour  grand  axe  le  diamètre 
EF,  et  pour  demi-petit  axe  la  droite  ÂC,  projection  horizontale  du  rayon  ac 
du  cercle  bcd.  Prenant  sur  le  cercle  horizontal  BDEF  un  point  quelconque 
(M,  m),  et  menant  par  ce  point  une  parallèle  (MN,  mn)^  au  rayon  de  lumière, 
la  droite  mn^  projection  verticale  de  ce  rayon ,  coupe  la  droite  ac  au  point  n, 
d'où  l'on  abaisse  la  perpendiculaire  /zN  à  XY,  qui  coupe  les  droites  MN,  M'N' 
parallèles  à  AB,  aux  points  N ,  N'  de  l'ellipse  ECF.  Le  cercle  (ECF,  ac)y  partage 
l'hémisphère  en  deux  parties  (BCEF,  ahce)^  (DECF,  adc\  l'une  dans  l'ombre, 
et  l'autre  éclairée. 

De  VeoDcavation  cylindrique.  (l'^îg-  3,  pi.  3.  O.  ) 

i38.  Soit  BDEF,  le  cercle  horizontal,  base  d'un  cylindre  vertical ,  dont  la 
section  par  le  plan  vertical  BÂD  parallèle  au  rayon  de  lumière^  est  le  paral- 
lélogramme bb'dd'j  dans  lequel  on  a  bd=:b'd'  =zBAD  diamètre  du  cercle 
BDEF.  Le  cylindre  qui  a  pour  base  ce  cercle,  et  dont  les  arêtes  sont  parallèles 
.au  rayon  de  lumière  (AL,  al),  pénètre  le  cylindre  vertical  suivant  une  courbe 
plane  (art.  207,  liv.  P"^),  dont  le  plan  passe  par  les  points  E,  F  des  droites 
•verticales  qui  forment  sur  le  cylindre  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de 
himière.  Mais  ces  points  sont  les  extrémités  du  diamètre  EF  perpendiculaire 
au  diamètre  BD  du  cercle  horizontal  BDEF;  donc  l'ombre  portée  par  ce  cer- 
cle sur  le  cylindce  vertical,  est  dans  un  plan  perpendiculaire  à  celui  du  paral- 
lélogramme bè'dd\  Pour  déterminer  la  trace  ac  de  ce  plan,  il  suffit  de  mener 
la  parallèle  bc  à  la  projection  verticale  a/ du  rayon  de  lumière;  cette  parallèle 
coupe  la  droite  dd'  au  point  c  de  la  droite  ac. 

Le  plan  de  l'ombre  du  bord  EBF  dans  l'intérieur  du  cylindre,  ayant  pour 
traces  sur  le  plan  horizontal  la  droite  £F,et  sur  le  plan  vertical  la  droite  ac,  il 
coupe  le  cylindre  vertical  (EBDF,  bb'dd")  suivant  la  portion  d'ellipse  (EDF,  ac). 
La  partie  du  creux  cylindrique  au-dessous  du  plan  de  l'ellipse  est  dans  l'om- 
bre ;  la  partie  au-dessus  reste  éclairée. 

Du  puits  militaire.  (  Fig.  i,  pi.  3.  O.  ) 

• 

1 39.  Soit  BCDE  (y?g^.  «)  le  cercle  qui  est  la  spction  du  puits  par  le  plan  du 
sol  qu'on  suppose  horizontal.  Un  plan  vertical  CAE,  mené  par  le  sommet 
(A,  s)j  du  cône  qui  forme  l'intérieur  du  puits,  coupe  ce  cône  suivant  le  tra- 
pèze CE^,  dont  le  côté  CE'  est  sur  la  droite  XY,  intersection  des  deux  plans 
de  projection,  Tun  horizontal,  et  l'autre. vertical.  La  parallèle  au  rayon  de 
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lumière,  menée  par  le  sommet  (A,  s),  du  cône  tronqué,  coupe  le  plan  hori- 
zontal ou  le  plan  du  sol  au  point  (H',  H).  Les  tangentes  HI,  HK  au  cercle 
BCDE,  menées  par  le  point  H,  déterminent  les  droites  AI,  AR,  projections 
horizontales  des  arêtes  qui  sépareraient  sur  le  cône  en  relief,  l'ombre  de  la 
lumière.  La  portion  IBR  du  cercle  BCDE ,  comprise  entre  les  points  de 
contact  I  et  R,  porte  ombre  dans  l'intérieur  du  puits,  et  pour  construire  le 
contour  de  cette  ombre,  ou  se  sert  d'un  second  plan  vertical  LAD,  mené  par* 
le  sommet  (S,  ^),  du  cône  parallèlement  au  rayon  de  lumière.  La  section  du 
puits  par  ce  plan  est  {^.  i  .a),  le  trapèze  àdf'g. 

Le  contour  de  l'ombre  portée  par  le  cercle  BCDE  dans  l'intérieur  du  puits, 
est  une  courbe  plane  (art.  207,  Uv.  P');  mais  les  points  I  et  K  dir  cercle 
BCDE  appartiennent  en  même  temps  à  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de 
lumière  sur  le  cône  du  puits  vu  extérieurement,  et  à  l'ombre  portée  par  ce 
cercle  sur  le  même  cône  vu  intérieurement  ;  donc  la  droite  IR  est  dans  le 
plan  dfe  cetle  ombre  portée.  Or,  cette  droite  IR  est  perpendiculaire  au  plan 
de  Isi  Jig-  i*a;  donc  le  plan  de  l'ombre  lui  est  aussi  perpendiculaire.  Ces  deux 
plans  ont  pour  intersection  commune  la  droite  im  ^fig*  i  .a),  dont  le  point  / 
est  déterminé  par  la  rencontre  des  deux  droites  RI,  X'Y'.  On  trouve  le  point/n 
en  menant  par  le  point  h  (^fig*  i.a),  la  parallèle  bm  au  rayon  de  lumière  sl\ 
qui  coupe  la  droite  sd  au  point  m.  Le  rayon  ^7'  passe  par  le  sommet  s*  du 
cône  tronqué;  la  droite /^g^'  «st  un  diamètre  de  la  petite  base  de  ce  cône 
égal  à  la  droite^  (y%.  i). 

Le  plan  de  l'ombre  (IR,  im),'a  pour  traces,  sur  les  plans  des  bases  du  cône 
tronqué,  les  droites  IR,  NN',  cordes  des  cercles  concentriques  BCDE,  FGF'G*; 
il  coupe  le  cône  suivant  une  ellipse  qui  serait  projetée  sur  le  plan  horizontal 
suivant  une  autre  ellipse  INMN'R,  dont  le  sommet  M  est  sur  la  perpendicu- 
laire Mm  à  X'Y'  ou  à  la  droite  LAD.  Mais  parce  que  le  cône  est  tronqué,  et 
qu'il  se  termine  au  plan  horizontal y'g^'  (y^.  i  a),  la  projection  horizontale 
du  contour  de  l'ombre  sur  le  cône  tronqué,  se  compose  des  deux  branches 
égales  d'ellipses  IPN,  RP'N',  qui  se  terminent  aux  points  N,  N'  de  la  projec- 
tion FF'GG'  de  la  petite  base  du  cône  tronqué.  La  corde  NN',  prolongée,  pas- 
serait par  le  point  n  {^fig.  i.û),  de  la  droite/"^'. 

Menant  par  les  points  N,  N'  des  parallèles  NS,  N'T  à  la  droite  AL,  qui  cou- 
pent le  cercle  BCDE  aux  points  S,  1,  l'arc  SBT  de  ce  cercle  porte  ombre  sur 
le  plan  de  la  petite  base  du  cône  tronqué.  L'ombre  du  cercle  (BCDE,  XY)  sur 
un  plan  parallèle  à  celui  de  ce  cercle,  est  un  autre  cercle  de  même  rayon  que 
le  premier,  dont  on  détermine  le  centre,  en  menant  par  le  point  (  A,  A.'  )  une 
parallèle  (  AO,  A'o  )  au  rayon  de  lumière.  Cette  parallèle  cotipe  le  plan  hori- 
zontal^ de  la  petite  base  du  cône  au  point  (  0,  o  )  de  la  droite  LAD  prolon- 
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géc.  L'arc  NN',  décrit  du  point  O  comme  centre  avec  un  rayon  ON  ou  ON', 
(  égal  à  AB  ou  AD  ),  forme  avec  les  portions  d'ellipse  IPN,  RP'N'  la  projec- 
tion horizontale  du  contour  de  l'ombre  portée  par  l'arc  IBK  du  bord  supé* 
rieur  du  puits  dans  l'intérieur  de  ce  puits. 

Construction  d'un  point  quelconque  (P,  p)  (^g>  i),  ou  (P,  p'  )  {Jîg.  i,  i.a)  du 
contour  de  V ombre  portée  dans  V intérieur  du  puits  conique  par  le  bord  su- 
.  périeur. 

i4o.  Il  7  a  deux  manières  de  construire  ce  point:  ou  en  considérant  le  con- 
tour de  l'ombre  comme  l'intersection  d'un  cylindre  et  d'un  cône,  ou  comme 
la  section  d'un  cône  par  un  plan  donné.  Ayant  mené  par  le  sommet  du  cône 
(  A,  j  ),  une  parallèle  au  rayon  de  lumière  qui  coupe  la  base  commune  du 
cône  et  du  cylindre  au  point  (  H,  H'),  et  par  cette  parallèle  une  suite  de  plans 
coupans,  les  traces  de  ces  plans  passeront  par  le  point  H.  Soit  HR,  l'une  quel- 
conque de  ces  traces,  qui  coupe  le  cercle  BCDE  aux  points  R  et  Q;  la  paral- 
lèle au  rayon  de  lumière,  menée  par  le  point  Q,  et  l'arête  du  cône  menée  par 
le  point  R,  se  coupent  au  point  (  P,  /?  ),  ou  (  P,/>'  ).  Le  point  P  est  l'intersec- 
tion de  la  droite  AR,  projection  horizontale  d'une  arête  du  cône,  et  de  la 
droite  QP,  projection  horizontale  de  l'arête  du  cylindre  de  lumière  qui  a  pour 
base  le  cercle  BCDE,  ces  deux  arêtes  du  cône  et  du  cylindre  étant  dans  le 
plan  dont  la  trace  horizontale  est  HQR.  jt 

En  menant  une  autre  trace  HQ'R',  la  droite  AR'  et  la  parallèle  Q'P'  à  QP, 
se  couperaient  au  point  P'  de  l'ellipse  IMK.  On  trouverait  encore  ce  point 
(P',/>')  du  contour  de  l'ombre,  en  le  considérant  comme  appartenant  à  la 
section  du  cône  par  Iç  plan  (  IK,  in  ),  {fig.  i  .a  ). 

Menant  par  un  point  quelconque  (Q',  q*)  du  cercle  BCDE,  une  parallèle 
(QT',  qp')  au  rayon  de  lumière,  la  droite  q*p\  coupe  la  trace  inm  au  point /?', 
d'où  l'on  abaisse  la  perpendiculaire/?'^'  sur  X'Y  {fig'  i.«);  cette  perpendicu- 
laire prolongée,  rencontre  les  droites  QP,  Q'P'  parallèles  à  LBD,  aux  poinls  P 
et  P'.  Élevant  la  perpendiculaire  Pit  à  XY,  et  faisant  7ijp  =  7r^'  {fig.  la),  le 
point  p  sera  la  projection  verticale  {fig.  i)  du  point  (P,  />'  )  (y%'*  i.^). 

De  la  tangente  en  un  point  P  ou  P'  de  V ellipse  IMK. 

1 4 1 .  I^es  traces  horizontales  des  plans  tangens  au  cône  et  au  cylindre  au 
point  (P^y)  de  leur  intersection,  sont  les  tangentes  Q'4),  R'<t)  du  cercle  BCDE, 
menées  par  les  points  Q',  R'  :  or  ces  traces  se  coupent  en  tf  ;  donc  la  droite  P'<|> 
est  la  tangente  au  point  P'  de  l'ellipse  IMK.  Aux  points  I  et  K  de  cette  ellipse, 
les  plans  tangens  du  cône  et  du  cylindre  se  confondent  ;  mais  le  plan  tangent 
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au  point  I  sera  coupé  par  le  plan  (IK,  ip*nm  )  suivant  une  droite,  dont  la  pro- 
jection horizontale  lU  sera  la  tangente  au  point  I  de  l'ellipse.  Le  plan  tan- 
gent qui  a  pour  trace  horizontale  la  droite  HI,  est  coupé  par  le  plan  horizon- 
tal/'g^'  o\xfg,  suivant  la  tangente  4U  du  petit  cercle  FF'GG'4,  parallèle  à  la 
tangente  HI  du  cercle  BCDE;  or  ce  plan  horizontal  coupe  le  plan  (IK,  ipnm) 
suivant  l'horizontale  NN'U  ;  donc  l'intersection  des  deux  horizontales  4Uj 
NN'U  détermine  le  point  D  de  la  tangente  lU.  Prolongeant  la  droite  NN' 
en  V,  et  prenant  N'V  =  NÛ,  la  droite  KV  est  la  tangente  au  point  K. 

Ayant  la  projection  horizontale  IPNN'P'K.  du  contour  de  l'ombre  portée 
dans  l'intérieur  du  puits,  par  le  bord  circulaire  et  supérieur  de  ce  puits,  et 
une  projection  verticale  {fig.  i  .a  )  de  ce  même  contour,  il  sera  facile  d'en  dé- 
duire la  seconde  projection  verticale  sur  le  plan  XY.  Les  points  i",  /?,  m  de 
cette  projection,  correspondent  aux  points  I,  P,  M  de  la  projection  horizon- 
tale, et  aux  points  «,  p\  /n,  {/ig.  \*a).  On  pourrait  se  dispenser  de  construire 
la  partie  ponctuée  inz  de  la  projection  verticale  {Jig.  i  ),  qui  est  au-dessous 
de  l'horizontale^;  mais  en  la  construisant,  il  faut  observer  que  le  point  z  où 
elle  est  touchée  par  la  droite  jE',  est  un  peu  au-dessous  de  l'horizontale  y^, 
projection  de  la  petite  base  du  puits. 


OMBBES   DE   LA    NICHE   SPHERIQUE.  (Pi.  4-  O.) 

\[\i,  La  surface  intérieure  d'une  niche  sphérique  est  formée  d'un  cylindre 
vertical,  qui  a  pour  base  un  demi-cercle  horizontal,  et  d'un  quart  de  sphère 
de  même  rayon  que  ce  cercle,  qui  teimine  la  partie  cylindrique. 

Soit  (/?/.  4.  O.)  ABCD  le  demi-cercle  base  du  cylindre  de  la  niche  sphéri- 
que; un  plan  vertical  AB  coupe  cette  niche  suivant  la /^.  k'B'abe,  composée 
des  deux  verticales  égales  A'<z,  B'b,  et  d'un  demi-cercle  aeb  tangent  à  ces  deux 
verticales  aux  points  a  et  b.  Cette  figure  est  tracée  sur  le  plan  vertical  XY 
parallèle  au  plan  AB.  La  direction  du  rayon  de  lumière  est  déterminée  par 
ses  deux  projections  p,  p,  ou  par  les  deux  droites  CH,  ce,  projections  du  rayon 
qui  passe  par  le  centre  (C,  c)  de  la  sphère. 

L'arête  verticale  (A,  Ma)  porte  ombre  dans  l'intérieur  de  la  niche;  le  plan  ver- 
tical AD  de  cette  ombre  coupe  le  cylindre  de  la  niche  suivant  l'arête  (D,  D'^. 
L'ombre  du  point  (A,  a)  est  (D,  ^/);  la  parallèle  DV  à  ad  coupe  la  droite 
A'a  au  point  a  ;  d'où  il  suit  que  l'ombre  (D,  H'd)  est  portée  par  la  portion 
(A,  aa*)  de  l'arête  verticale  du  cylindre,  dont  la  projection  horizontale  est  le 
point  A.  Elle, est  suivie  de  l'ombre  portée  par  le  demi-cercle  bae  sur  le  cy* 
indre  verticaK  Ce  demi-cercle  touche  la  verticale  (A,  A'a)  au  point  a;  or  les 
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projections  orthogonales  ou  obliques  de  deux  lignes  qui  se  touchent,  sur 
une  surface  quelconque ,  seront  encore  réciproquement  tangentes;  donc, 
quelle  que  soit  la  projection  verticale  dgk  de  l'ombre  portée  par  le  demi- 
cerde  aeb  sur  le  cylindre  vertical  %ABD,  cette  courbe  dgk  sera  tangente  en 
un  point  J  à  la  verticale  Ti'd. 

Pour  déterminer  la  portion  du  demi-cercle  (AB,  aeb)  qui  peut  porter  om- 
bre ou  sur  le  cylindre,  ou  sur  la  sphère  de  la  niche,  on  mène  une  tangente 
au  demi-cercle  aeby  parallèle  à  p'  ou  à  la  droite  ce.  Le  point  de  contact  i  dé*^ 
termine  la  portion  aei  du  demi-cercls  aebj  qui  peut  porter  ombre  sur  les  deux 
surfaces  intérieures  de  la  niche.    • 

Le  rayon  de  lumière  mené  par  un  point  quelconque  (F^/)  du  demi^cercle, 
coupe  le  cylindre  vertical  ABD  au  point  (G^^),  dont  la  projection  verticale^ 
appartient  à  la  courbe  dgL 

143.  Pour  trouver  l'ombre  portée  par  le  demi-cercle  aeb  de  la  sphère  sur 
elle-même,,  on  regarde  le  plan  de  ce  cercle  comme  horizontal,  et  on  rapporte 
le  rayon  de  lumière  à  un  nouveau  plan  vertical  ce'%  parallèle  à  p'  ou  à  ce; 
alors  le  problème  proposé  ne  diffère  pas  de  celui  qu'on  a  déjà  résolu  (art. 
1 37)  pour  le  creux  sphérique. 

Regardant  la  droite  ce  comme  mie  projection  horizontale  du  rayon  de  lu- 
mière, on  construit  l'angle  ech  que  le  rayon  ch  fait  avec  sa  projection  ce,  et  on 
projette  en  c\  é  les  points  c,  e,  sur  la  parallèle  c'e't  à  ce.  Du  point  d  comme 
centre  avec  ce'  =  ce^.pour  rayon^  on  décrit  un  demi-cercle  e'Â'e',  et  on  mène 
la  parallèle  dU  à  cA,  qui  coupe  ce  demi-cercle  en  K.  L'ombre  portée  par  le 
grand  cercle  {aebyedz)  dans  Tintérieur  de  la  sphère  est  un  autre  grand 
cercle,  dont  la  trace  sur  le  plan  du  premier  est  ce'.  Ce  second  grand  cercle  a 
pour  trace  sur  le  plan  vertical  e*Ue  auquel  il  est  perpendiculaire,  la  droite  ch'; 
sa  projection  sur  le  plan  du  cercle  abe^  est  une  ellipse.  La  portion  iqk  de  cette 
ellipse  a  son  origine  au  point  1,  intersection  du  demi-cercle  aeb  et  de  la  droite 
ce; l'extrémité  k  est  la  projection  de  l'intersection  du  cercle  horizontal  abe  et 
du  cercle  incliné  contenu  dans  le  plan  des  droites  ce',  ch.  Pour  construire  ce 
point  kj  on  élève  la  perpendiculaire  bb'  à  c'e'e',  qui  coupe  la  droite  ch  au 
point  m;  portant  la  distance  Vm  en  bm'  sur  la  droite  B'^  prolongée,  et  tirant 
la  droite  cm\  cette  droite  coupe  le  cercle  aeb  au  point  n  du  cercle  horizon- 
tal aeb,  dont  le  plan  a  tourné  autour  delliorizontale  ab^  pour  venir  s'appli- 
quer sur  le  cercle  aeb.  La  perpendiculaire  11  k  à  l'horizontale  ab  coupe  cette 
horizontale  au  point  k.  Élevant  la  perpendiculaire  kl  à  cic\  qui  coupe  le  cercle 
€ieb  au  point  /,  le  demi-cercle  aeb  est  divisé  au  point  /  en  deux  arcs,  l'un*. 
aely  qui  porte  sur  la  partie  cylindrique  de  la  niche,  l'ombre  dont  la  projec- 
tion verticale  est  la  courbe  dgk;  l'autre  H  qui  porte  sur  la  partie  sphérique,. 
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l'ombre  dont  la  projection  verticale  est  l'arc  d'ellipse  iqi.  Un  point  quel- 
conque (/?,  p  )  de  l'arc  li  porte  une  ombre  située  sur  le  rayon  de  lumière 
(p^yP^  )  qui  ^st  rapporté  aux  plans  des  cercles  aeb  et  eh'e;  or  la  projec- 
tion p'q  de  ce  rayon  coupe  la  droite  ch'  au  point  q;  donc  la  perpendicu- 
laire q'qs  à  b'ce  coupe  la  parallèle  pq  à  ce,  au  point  q  de  l'arc  d'ellipse  iq^. 
Les  plans  tangens  de  la  sphère  aux  points  {pjp'\  {q^  ?')  passent  (art.  ii6) 
par  un  point  r  de  la  droite  crc';  or  cette  droite  est  la  trace  du  plan  du  cer- 
cle aebj  et  du  pl^n  de  l'ombre  dont  la  projection  verticale  est  iq^  ;  donc  le 
point  r  appartient  à  l'intersection  de  ces  deux  plans,  et  par  conséquent  à  la 
droite  rqy  qui  est  la  tangente  de  la  courbe  iqk  au  point  q  de  cette  courbe. 
Une  construction  semblable  donne  la  tangente  ko  au  point  k  ;  il  sufËt  de  me- 
ner, par  le  point  /,  la  tangente  lo  au  cercle  aeb.  Cette  tangente  lo  coupe  la 
droite  cd  au  point  o,  par  lequel  on  mène  la  tangente  ok  de  l'arc  d'ellipse 
iqk.  Cette  droite  ok  est  aussi  tangente  à  la  courbe  kgd^  parce  que  cette  courbe 
et  l'arc  d'ellipse  sont  des  projections  obliques  d'un  cercle  vertical  sur  deux 
surfaces,  savoir  le  cylindre  et  la  sphère  de  la  niche,  qui  se  touchent  suivant 
le  cercle  horizontal  commun  à  ces  deux  surface^, 

(inclusion. 

1 44-  Le  contour  de  l'ombre  portée  par  le  bord  extérieur  de  la  niche,  dans 
l'intérieur  de  cette  niche,  se  compose  i»  d'une  verticale  (D,  D'rf);  a*  d'une 
courbe  à  double  courbure  (DGK,  dgk)  intersection  de  deux  cylindres; 
3*  d'un  arc  de  cercle  (  KQI,  kqi  ),  dont  la  projection  horizontale  KQI  se  dé- 
duit de  la  projection  c'k'  sur  le  plan  du  cercle  edhe.  Les  points  K  et  I  résul- 
tent de  l'intersection  des  perpendiculaires  >fK  et  «I  à  XY,  et  des  lignes  AB, 
ABD  du  plan  horizontal.  Quant  au  point  Q,  qui  correspond  à  un  point  quel- 
conque q  de  la  projection  verticale,  on  l'obtient  en  menant  la  perpendicu- 
laire ^S  à  XY,  qui  coupe  la  droite  AB  au  point  S,  et  en  portant  sur  cette  per- 
pendiculaire la  droite  SQ  =  ^9^  distance  du  point  q'  à  la  droite  e'dz  du  plan 
de  projection  auxiliaire. 

L'ordre  que  nous  avons  suivi  pour  faire  connaître  les  ombres  de  la  nicbe, 
est  l'inverse  de  celui  qui  convient  au  tracé  du  contour  de  ces  ombres;  ainsi 
l'on  construira  d'abord  l'ombre  (  KIQ,  kiq  )  du  bord  de  la  sphère  sur  elle- 
même,  ce  qui  donnera  le  point  i,  l'une  des  extrémités  de  la  courbe  kgdy  et  la 
tangente  ko  en  ce  point.  Connaissant  d'ailleurs  l'autre  extrémité  d  et  la  tan- 
gente lyd  en  ce  point  d,  on  déterminera  les  points  intermédiaires,  tels  que  g^ 
de  cette  courbe  kgd^  qui  est  la  projection  verticale  de  l'ombre  portée  par  le 
Yiovà  circulaire  de  la  niche  sur  la  partie  cylindrique  de  cette  niche. 
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OMBRES  DU  PONT.  (Pl.  5.  O.) 

» 

145.  Ite  dessin  du  pont  que  nous  allons  expliquer  comprend  des  exemples 
10  d'ombres  portées  par  des  droites  et  des  cercles  sur  des  surfaces  planes  ou 
cylindriques;  a"  de  lignes  de  séparations  d'ombre  et  de  lumière  sur  des  cy- 
lindres. Ce  defisin  se  compose  des  trois  parties  ordinaires,  plan,  élévation^ 
coupe,  qui  font  connaître  la  forme  et  les  dimensions  de  la  première  arche 
d'un  pont  en  plein  cintre,  adossée  à  un  mur  de  quai.  L'élévation  et  la  coupe 
sont  réunis  sur  la.  même  figure.  Les  hachures  à  lignes  parallèles  ont  pour 
objet  de  distinguer  les  parties  du  pont  qui  sont  dans  l'ombre. 

Explication  du  dessin.  (Pl.  5.  O,  Fig.  i  et  a.) 

La  droite  AA'  du  plan  (^fig.  i)  représente  la  face  verticale  du  mur  de  quai  ; 
l'arche  adossée  à  ce  mur  est  comprise  entre  les  deux  plans  verticaux  BC,  B'C, 
perpendiculaires  .aux  plans  AB,  A'B'  :  XY  sépare  le  plan  de  V  élévation  {fig.  a). 
Le  plan  vertical  X'Y'  parallèle  au  mur  de  quai  passe  par  le  milieu  de  l'arche, 
et  coupe  le  pont  suivant  la  figure  que  nous  allons  décrire. 

Dé  la  coupe  du  pont. 


Cette  coupe  {fig-  a)  se  compose  de  l'horizontale  dd\  arête  la  plus  élevée 
du  plein-cintre  de  l'arche,  i*  des  deux  verticales  bdy  Vd\  a*  de  deux  autres 
verticales^, /'g^'  réunies  aux  premières  par  les  arcs  convexes  ô/J  VJ\  limites 
d^%  parapets  bfg,  b'f'g'y  3**  de  deux  horizontales  gh^  g  h  égales  à  la  largeur  de 
chaque  trottoir;  4®  de  deux  obliques  kl,  kl  en  pente  vers  le  trottoir  pour 
former  les  ruisseaux  ;  5*  de  l'arc  convexe  k/i,  section  de  la  chaussée. 

Les  lignes  en  saillie  sur  chacun  des  plans  verticaux  BD,  B'D'  (/%.  i)  ap- 
partiennent au  bandeau  du  parapet  et  à  la  corniche  de  l'arche.  Les  bandeaux 
des  parapets,  les  corniches  de  l'arche,  les  trottoirs  se  continuent  en  retour  le 
long  du  mur  du  quai,  avec  les  mêmes  dimensions  en  largeur  et  en  hauteur  ; 
en  plan,  {fig.  i)  les  parapets  se  terminent  aux  lignes  MN,  NO  à  gauche  de 
Tarche,  et  aux  lignes  M'N',  N'O'  à  droite  de  la  même  arche. 

Les  deux  lignes  pleines  en  avant  des  droites  AB,  BC,  ou  A'B',  B'C,  et  res- 
pectivement parallèles  à  ces  droites,  appartiennent  aux  bandeaux  des  para- 
pets et  aux  corniches.  Une  ligne  ponctuée  en  avant  de  AB  ou  de  A'B'  mjarque 
la  saillie  d'un  socle  du  mur  du  quai,  dont  la  hauteur  est  la  distance  Xxfig.  a, 
des  horizontales  XY,  xjr.  Le  plan  horizontal  xy  est  le  plan  des  naissances  du 
l>erceau  cylindrique,  et  la  distance  dq  des  deux  horizontales  dd\  xy  est  égal 
au  rayon  du  plein-cintre  de  l'arche. 

3o 
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X'Y'  étant  pai  hypothèse  le  plan  qui  divise  l'arche  en  deux  parties  égales 
dans  le  sens  de  la  longueur,  et  TT'  celui  qui  la  divise  en  deux  autres  parties 
égales  dans  le  sens  de  la  longueur,  on  prend  ST  =  ST  =  dq  rayon  du  plein- 
cintre,  et  les  naissances  des  pleins-cintres  sont  les  droites  intersections  des 
deux  plans  verticaux  QTQ',  (^'TÇ^^/ig.  i,  par  le  plan  horizontal  xj^g.  a. 

Du  raccordement  du  mur  de  quai  et  de  la  première  arche ^  par  des  éperons  à 

chapiteaux  coniques. 

146.  Du  point  B  (y%.  i)  comme  centre  avec  BQ  pour  rayon,  on  décrit  le 
quart  de  circonférence  Qtt  qui  se  termine  aux  deux  droites  rectangulaires 
marquées  sur  le  plan  AB  et  BDC  ;  cet  arc  est  la  section  horizontale  du  fût  de 
l'éperon;  la  naissance  de  ce  fût  est  dans  le  plan  horizontal  xy.  La  hase  de 
l'éperon  se  compose  de  deux  socles,  dont  chacun  n'a  que  la  moitié  de  la  hau- 
teurdu  socle  du  mur  de  quai.  La  saillie  du  premier  socle  sur  le  fût  de  l'épe- 
ron est  égale  à  la  saillie  du  socle  principal  qui  règne  le  long  du  mur  de  quai. 

En  avant  de  l'arc  Q^r  du  plan,  on  voit  les  trois  arcs  concentriques,  inter* 
sections  horizontales  des  deux  socles  du  fut  de  l'éperon,  et  de  la  partie  cylin- 
drique du  chapiteau  de  cet  éperon. 

Â  droite  de  l'arche,  dans  l'angle  Q'B'tt',  il  y  a  un  second  éperon  en  tout 
égal  au  premier. 

Les  deux  parallèles  à  QQ'  en  avant  de  cette  droite,  sont  tangentes  aux  arcs 
de  cercle,  sections  horizontales  des  socles  des  deux  éperons;  ces  socles  se  ter- 
minent à  la  face  verticale  du  socle  du  mur  de  quai. 

1j^  Jig,  a  représente  sur  une  plus  grande  échelle  le  plan  et  l'élévation  de 
l'éperon  à  droite  de  l'arche  ;  elle  fait  voir  les  lignes  B'A'  et  B'C  du  nu  des  murs 
de  quai  et  de  l'arche.  La  droite  4)4  ^st  sur  cette  figure  la  trace  de  la  face  ver- 
ticale du  socle  du  mur  de  quai,  et  les  deux  arcs  »,  »,  sections  horizontales  des 
socles  de  l'éperon,  se  terminent  d'une  part  à  la  face  verticale  B'C  de  rarche, 
et  de  Tautre  à  la  droite  4>4.  La  droite  B'A'  {/îg.  a)  sépare  le  plan  de  l'éléva- 
tion; elle  tient  lieu  de  la  droite  XYsur  lay?^.  2  de  l'élévation  générale.  L'ho- 
rizontale xy  (Jîg  a)  représente  le  plan  des  naissances  du  berceau  de  l'arche, 
comme  sur  la/?g^.  a. 

Le  pont  que  l'on  vient  de  décrire  est,  par  hypothèse,  éclairé  par  des  rayons 
de  lumière  parallèles  entre  eux  ;  il  s'agit  de  trouver  les  ombres  portées  sur 
les  diverses  parties  qui  le  composent^  p  et  p'  (j%.  i  et  'x)  étant  les  deux  pro- 
jections d'un  rayon  lumineux. 
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Des  ombres  dû  pont. 

i47*  En  allant  de  gauche  à  droite,  et  suivant  le  mur  de  quai,  les  om- 
bres  dont  on  demande  le  contour,  sont ,  en  les  désignant  par  les  lettres 
A ,  B ,  C ,  etc. 

1°  Ombres  A.  Ombres  de  la  corniche  du  inur  de  quai,  sur  elle-même  ou 
sur  le  nu  du  mur;  ombres  du  parapet  qui  termine  le  mur,  sur  le  trottoir 
adjacent  et  sur  le  nu  du  mur;  ombres  du  trottoir  du  mur  de  quai  sur  la 
chaussée  parallèle  à  ce  mur. 

ik^  Ombres  B,  Ombres  du  parapet  du  pont  sur  le  trottoir  de  ce  pont;  om- 
bres du  trottoir  sur  la  chaussée  du  pont. 

3*  Ombres  C.  Ombres  de  la  coupe  transversale  DD'  (Jig.  i)  du  pont;  (  le 
plan  de  cette  coupe,  parallèle  au  mur  de  quai,  divise  l'arche  en  deux  parties 
égales  ;  la  droite  DD'  et  les  droites  QQ',  qq  (7%.  i  et  a)  sont  de  même  lon- 
gueur, comme  parallèles  comprises  entre  les  parallèles  BCrf,  B'C'rf'.) 

4®  Ombres  D.  Ombres  des  pleins-cintres  de  Tarche  ou  des  quarts  de  cercle 
I^i  1^'Q'  {fië^  ')  sur  le  berceau  cylindrique  de  Tarche,  et  sur  le  fut  Q'BV  de 
Véperon,  à  droite  de  l'arche. 

5®  Ombres  E.  Lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  le  fût  Q^Btt* 
(/%**  '^  ^^  Téperon,  et  sur  les  socles  de  la  base  de  cet  éperon. 

60  Ombres  F.  Ombres  des  socles  de  l'éperon  à  droite  de  l'arche  sur  la  face 
verticale  du  mur  de  quai  ;  ombres  du  chapiteau  de  l'éperon  à  gauche  de 
l'arche,  sur  le  fût  de  la  pile. 

Tracé  des  ombres  A  et  B. 

i48.  Construisons  d'abord  sur  les  deux  plans  verticaux  SVTVSV'D  (  ^g'.  i) 
les  projections  d'un  rayon  de  lumière  qui  passe  par  le  milieu  (S,  5),  de  la 
chaussée  du  pont.  Ayant  mené  SU  parallèle  à  p,  et  su  parallèle  à  p',  on  abaisse 
d*un  point  quelconque  U  de  SU,  les  perpendiculaires  UU',  UV,  sur  SV  et  SV, 
et  du  point  S  comme  centre,  avec  SV  pour  rayon,  on  décrit  l'arc  W  qui 
coupe  la  droite  SU'  au  point  T.  Il  est  évident  que  la  projection  du  point 
(U,  ù  ),  sur  le  plan  vertical  SV,  ramené  sur  le  plan  vertical  ST,  est  le  point 
(V,  v) ;  d'où  il  suit  que  les  projections  d'un  rayon  de  lumière  sur  les  deux 
plans  verticaux  SV,  SV  sont  respectivement  parallèles  aux  droites  su^  sç 
(  fig*  ^)9  cette  dernière  étant  ramenée  par  un  quart  de  révolution  sur  le  pre- 
mier plan  vertical  SV. 

L'horisKontale  (NO^/)  qui  termine  le  parapet  du  pont,  porte  ombre  sur  le 
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trottoir,  et  pour  la  déterminer,  on  conçoit  par  un  point  (F,/)  de  cette  hori- 
zontale un  rayon  de  lumière,  dont  la  projection  verticale  y).,  parallèle  à  su 
ou  p',  coupe  l'horizonlale  gh  du  trottoir  au  point  \  par  lequel  on  mène  la 
parallèle  ).LL'  à  NO.  Le  profil  du  parapet  du  mur  de  quai  étant  le  même  que 
pour  le  parapet  du  pont,  la  parallèle/X'  à  sv>\  coupe  l'horizon  taie  g^A  au  point 
/'  distant  du  point  g^  de  la  largeur  g>^  de  l'ombre  portée  sur  le  trottoir  du 
mur  de  quai.  Portant  cette  largeur  sur  le  plan  {fig^  i)  de  M  en  L",  et  tirant 
L"L  parallèle  à  MN,  on  aura  L'XL  ONM  pour  la  projection  horizontale  (Jig- 1) 
de  l'ombre  des  parapets  du  pont  et  du  mur  de  quai,  sur  leurs  trottoirs  res- 
pectifs. 

Une  parallèle  à  la  projection  si^'  {fig>  a)  du  rayon  lumineux,  menée  par  un 
point  de  Thorizontale  inférieure  du  bandeau  du  parapet  du  pont,  coupe  la 
face  extérieure  du  parapet,  en  im  point  qui  détermine  rhorizontale  i.a 
(y%-  ^)-  Cette  horizontale  est  le  contour  de  l'ombre  portée  par  le  bandeau  du 
parapet  du  mur  de  quai,  sur  le  nu  de  ce  mur. 

La  corniche  du  parapet  se  compose  d'une  plate-bande,  d'un  filet  et  d'^in 
cavet.  D'après  la  direction  du  rayon  lumineux  (p,  p'),  Thorizontale  inférieure 
de  la  plate-bande  met  dans  l'ombre  le  filet  et  le  cavet;  elle  porte  ombre  sur 
le  nu  du  mur  de  quai,  et  une  parallèle  à  sv  (fig'  ^\  menée  par  Textrémîté 
de  la  verticale  qui  est  la  projection  de  la  plate-bande  de  la  corniche  du  para- 
pet, coupe  la  face  verticale  extérieure  de  ce  parapet  en  un  point  qui  déter* 
mine  comme  précédemment  l'ombre  portée  (3.4)  paJ*  la  corniche  da  mur 
de  quai  sur  le  nu  de  ce  mur. 

Le  trottoir  du  pont  porte  ombre  ou  sur  la  chaussée  ou  sur  le  ruisseau  de 
cette  chaussée.  Le  contour  de  cette  ombre  est  une  horizontale  parallèle  à  l'ho- 
rizontale (Hir,  h)  qui  teimine  le  trottoir.  Menant  par  le  point  h  (y%.  a)  une 
parallèle  à  chacune  des  droites  su\  sv>\  les  deux  parallèles  rencontrent  le 
profil  de  la  chaussée  en  deux  points,  qui  déterminent  les  distances  respec- 
tives des  droites  5.6,  5.G'  {fig.i)  aux  droites  HH',  HH'* 

Ombres  C. 

149.  Le  plan  delà  section  transversale  DD'  {Jig,  i)da  pont,  coupe  le  ber- 
ceau de  l'arche  suivant  une  horizontale  (^DD',  dd).  L'ombre  portée  par  cette 
horizontale  sur  le  berceau,  est  une  autre  droite  horizontale,  arête  de  ce  ber- 
ceau. Ces  deux  droites  sont  dans  un  plan  parallèle  au  rayon  de  lumière,  per^ 
pendiculaire  au  plan  vertical  DQ  du  plein-cintre.  Ayant  décrit  du  point  I> 
comme  centre,  avec  DQ  pour  rayon,  l'arc  QR,  on  transporte  la  droite  DR  en 
V^fig*  ^)  sur  a^,  et  du  point  q  comme  centre,  avec  qrz=z  DR  pour  rayon,  an 
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décrit  l'arc  djr,  qui  représente  le  quart  du  plein-cintre  de  Tarche.  I>a  pr<i- 
jeclion  du  rayon  de  lumière  sur  le  plan  de  cet  arc,  est  parallèle  à  la  droite 
us;  donc  si  Ton  m^e  par  le  point  d,  extrémité  de  Thorizontale  dd\  une  pa* 
rallèle  d'j  à  us,  cette  parallèle  coupera  Tare  d'jr  au  point  7,  qui  détermine 
l'horizontale  7.8,  projection  verticale  de  l'ombre  portée  par  l'arête  (DD',  dd) 
du  berceau  sur  ce  berceau  même.  Cette  projection  a  son  origine  au  pointe, 
qu'on  obtient  par  l'jntersection  de  la  droite  connue  7.8,  et  de  la  parallèle  à  p 
ou  sUj  menée  par  le  point  d.  Abaissant  la  perpendiculaire  eE  à  XY,  et  menant 
la  parallèle  DE  à  la  projection  horizontale  p  du  rayon  de  lumière,  elles  se 
rencontrent  au  point  E,  projection  horizontale  de  l'origine  (E,  e)  de  l'ombre 
portée  par  l'horizontale  (DD',  dd)  sur  le  berceau  de  l'arche.  Cette  horizon- 
tale porte  aussi  des  ombres  sur  le  cylindre  vertical  de  la  pile  à  droite  de  l'ar- 
che, et  sur  la  face  verticale  E  E"  du  socle  du  mur  de  quai.  Les  rayons  de  lu- 
mière (DE'.de),  (DE",  de")  coupent  cette  face  verticale  EE"  aux  points  (E',  e)^ 
(E\  e").  Le  second  point  est  l'extrémité  de  l'ombre  portée  par  l'horizontale 
(DDV^<^')  sur  le  socle  du  mur  de  quai.  La  projection  verticale  de  cette  om- 
bre se  trouve  {/ig.  a)  sur  l'horizontale  menée  par  le  point  e  ou  e\ 

Le  même  rayon  (  D'E',  d'e"),  prolongé  jusqu'au  nu  du  mur  A'B',  le  rencon- 
trerait au  point  dont  e  est  la  projection  verticale.  La  verticale  eb"  qui  con- 
tient l'ombre  de  la  verticale  (D',  d'b'),  coupera  l'horizontale fry  en  e^  Menant 
par  ce  point  la  parallèle  t'a  à  p',  et  la  prolongeant  jusqu'au  point  s  de  la  ver^ 
tieale  d'b\  zd'  sera  la  projection  verticale  de  la  portion  de  la  coupe  extérieure 
du  parapet,  qui  porte  ombre  sur  le  socle  du  mur  de  quai^Le  reste  de  cette 
coupe  porte  ombre  sur  le  nu  du  mur.  La  parallèle  b'b''  à  pV  nienée  par  le 
point  b\  rencontre  la  verticale  e'A"  au  point  A",  origine  du  contour  de  cette 
ombre.  Ce  contour  ne  différerait  pas  du  profil  d*b'  du  parapet,  s'il  n'était 
modifié  par  les  ombres  des  horizontales  du  bandeau  du  parapet  et  de  la  saillie 
de  la  corniche,  comprises  entre  les  plans  verticaux  D'X'Y'  et  D'E".  Ainsi  l'ho- 
rizontale supérieure  de  la  corniche  porte  sur  le  mur  de  quai,  l'ombre  zz  pa- 
rallèle à  b'l>  ou.  à  p'.. 

Ombres  D. 

i5o.  Le  cylindre  qui  a  pour  base  le  quart  (  DQ',  dq)  du  plein-cintre  de* 
l'arche,  et  pour  arêtes  des  parallèles  au  rayon  de  lumière,  coupe  le  berceau 
horizontal  suivant  une  courbe  plane  (art.  207,  liv,  1**").  La  détermination  de 
cette  courbe  est  un  problème  tout-à-fait  semblable  à  celui  (art.  i38)  du  puits 
cylindrique,  et  qu'on  re'sout  de  la  même  manière,  d'j  {/ig-  a  )  étant  la  pro- 
jection d'un  rayon  de  lumière  sur  le  plan  du  plein-cintre  ^7/*,  on  mène  la  pa- 
j:*allèle  9..10  à  cette  projection,,  qui  touche  l'arc  djr  au  point  i  ï,  et  détermine* 
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/sur  cet  arc  la  porlion  d.ii  qui  porte  ombre  sur  le  berceau.  Le  point  ii, 
*  origine  de  l'ombre  portée,  ayant  pour  projection  verticale  {/ig.  a)  le  point 
la  de  la  verticale  dq,  la  projection  verticale  du  contour  4^  cette  ombre, sera 
la  courbe  i  à.fxV.  On  aura  un  point  quelconque  intermédiaire  fz",  en  menant  p^' 
parallèle  à  ^7,  et  les  horizontales  fxf/,  //.i3.  L'horizontale  /x.  1 3  coupe  la  ver- 
ticale dq  au  point  i3,  par  lequel  on  tire  la  parallèle  i3.^"  à  de  ou  p\  qui 
coupe  l'horizontale  jULf/  au  point  [i  de  la  courbe  ia.^"'e.  Le  plan  de  cette 
courbe  a  pour  trace  sur  le  plan  de  l'arc  d.ii .7,  la  droite  q.ii  .r. 

Des  tangentes  à  la  courbe  i  i.fx^e  (fig.  a  \  projection  de  V ombre  portée  par  Varc 

du  plein-cintre  d'une  arche  y  sur  le  berceau  de  V  arche. 

i5i.  La  courbe  ia.(xV  a  pour  tangente  à  l'une  de  ses  extrémités  e  la  droite 
de,  parallèle  à  p,  ou  à  us.  En  effet,  cette  droite  de  est  la  trace  d'un  plan  tan- 
gent au  cylindre,  qui  a  pour  arêtes  les  rayons  de  lumière  menés  par  le  cintre 
de  l'arche  :  or  ce  plan  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection  XY, 
et  d'ailleurs  la  courbe  dont  la./i'e  est  la  projection  verticale,  appartient  au 
cylindre;  d'où  il  suit  que  cette  courbe  a  pour  tangente  au  point  e  la 
droite  ed. 

Autrement;  les  plans  tangens  aux  cylindres,  dont  l'intersection  est  la  tan- 
gente au  point  (E,  e),  ont  pour  traces  sur  le  plan  de  l'arc  d.  11.7,  les  deux 
tangentes  à  cet  arc  J7',  77  qui  se  croisent  au  point  7'  de  la  droite  q.  11.7', 
perpendiculaires  à  la  corde  ^7  de  l'arc  rf.i  1.7  ;  or  le  point  7' se  projette  sur  le 
plan  vertical  XY  en  d;  donc  ce  point  <f  appartient  à  la  tangente  de  la  courbe 
^|x^I2,  au  point  e  de  cette  courbe. 

Les  tangentes  à  l'arc  de  cercle  d^r  aux  points  ft,  jui',  se  rencontreraient  de 
même  au  point  i4  de  la  droite  q.w^.  L'horizontale  14)  1 5  coupe  la  ver- 
ticale dq  au  point  i5  de  la  droite  iS.fA^,  qui  est  tangente  au  point  }x!  de  la 
courbe  la.pi'e. 

Cette  construction  ne  s'applique  pas  au  point  la,  projection  verticale  de 
l'origine  de  la  courbe;  mais  on  obtiendra  la  tangente  pour  ce  point,  en  cher- 
chant l'intersection  du  plan  tangent  au  berceau  au  point  1 1,  et  du  plan  de  la 
courbe.  Or,  le  plan  tangent  au  berceau,  suivant  l'arête  de  ce  berceau  qui  passe 
par  le  point  1 1  de  sa  base,  coupe  le  plan  vertical  QQ'  suivant  une  horizontale 
parallèle  à  l'arête  de  contact  ;  le  plan  de  la  courbe  coupe  ce  plan  vertical  QQ', 
suivant  une  autre  droite  ;  l'intersection  de  ces  deux  droites  détermine  la 
tangente  au  point  de  la  courbe  qui  se  projette  en  la  sur  le  plan  vertical 
1  (y^g*  2  )•  £n  effet,  la  tangente  9.10.1 1,  rencontre  la  verticale  r/  du  plan  ver^ 

tical  QQ',  au  point  16;  donc  l'horizontale  16.17,  intersection  du  plan  tanguent 
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au  berceau  et  du  plan -vertical  QQ'^  contient  un  point  de  la  tangdnte  cherchée. 
Mais  la  droite  q.  1 1 .7',  prolongée,  coupe  la  verticale  rr  au  point  r,  qui  se  projette 
{fis-  3t  )  au  point  r"  de  la  verticale  qd.  La  paratlèle  à  la  droite  qA  i  .r  du  plan 
de  l'ombre,  menée  par  un  point  quelconque  de  cette  ombre,  tel  que  (E,  e), 
coupe  le  plan  vertical  QQ'  au  point  dont  18  est  la  projection  verticale;  donc 
la  droite  r^.iS  est  l'intersection  du  plan  de  l'ombre  cherchée  et  du  plan  ver- 
tical QQ':  or  cette  droite  coupe  l'horizontale  16.17  au  point  17;  donc  la 
droite  ia.17  est  la  tangente  au  point  13  de  la  combe  ii./e. 

L'arc  en  plein-cintre  Q'D',  opposé  à  celui  qui  porte  ombre  sur  le  berceau, 
porte  lui-même  ombre  sur  le  cylindre  vertical  de  l'éperon  à  droite  de  l'arche. 
On  sait  (art.  109)  comment  on  trouve  l'ombre  d'une  ligne  sur  une  surface. 
La  projection  verticale  de  l'ombre  de  l'arc  Q'D',  représentée  à  part  {Jîg>  a  ), 
est  marquée  ab;sa  projection  horizontale  se  confond  dans  ce  cas  particulier 
avec  la  base  du  cylindre,  fût  de  l'éperon,  puisque  ce  cylindre  a  pour  généra^ 
trice  une  droite  ver  ticale. 

Ombres  E. 

1  Sa.  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  B'  (y?g^,  1)  sur  D'E*^  ou  p,  projec- 
tion horizontale  du  rayon  de  lumière,  coupe  les  trois  cercles  bases  du  fut  et 
des  deux  socles  de  l'éperon  de  droite,  en  trois  points  ;  les  verticales  élevées 
par  ces  points  sont,  sur  les  cylindres  du  fut  et  des  socles,  les  lignes  de  sépa- 
ration d'ombre  et  de  lumière. 

La/%.  a,  qui  représente  l'élévation  de  Téperon  sur  une  plus  grande  échelle, 
fait  voir  le  quadrilatère  abcd,  dans  lequel  les  droites  )fid  et  de,  les  courbes 
cb  et  ba  sont  respectivement  les  projections  verticales  de  la  base  du  fut  de 
l'éperon,  de  la  droite  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  ce  fût,  des  om- 
bres portées  par  l'horizontale  de  l'arche  (DD',  dd')y  et  par  l'arc  en  plein-cintre 
(QT)',  q'd')  sur  le  fut  de  l'éperon.  La  parallèle  au  rayon  de  lumière  (ig.ao), 
(ig'.ao'),  (^g.  I  et  2),  menée  par  le  point  (19,  19')  de  l'horizontale  (Dl)',  dd')^ 
coupe  le  fût  de  l'éperon  au  point  (20,  20'  ),  ce  qui  détermine  le  point  ao'y 
marqué  des  mêmes  chiffres  sur  la  courbe  rapportée  ( /fg^.  a)  en  b.iio'c 

Ombres  F. 

i53.  Le  bandeau  du  chapiteau  de  l'éperon  à  gauche  de  l'arche,  et  les  socles 
de  l'éperon  à  droite,  sont  terminés  dans  la  partie  supérieure  par  des  quarts 
de  cercle.  Le  premier  des  trois  cylindres  qui  ont  pour  bases  ces  quarts  de 
cercle,  et  dont  les  arêtes  sont  parallèles  au  rayon  de  lumière,  rencontre  le  fût 
de  l'éperon  de  gauche  ;  les  deux  autres  se  prolongent  jusqu'à  la  face  verticale 
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du  socle  du  mur  de  quai;  les  lignes  d'intersection  sont  les  contours  des  om* 
bres  portées.  On  voit  (y%.  a),  les  deux  courbes  e  et  e\  projections  verticales 
des  ombres  portées  par  les  bords  circulaires  des  socles  de  1  éperon  de  droite 
de  l'arche,  sur  le  socle  du  mur  de  quai. 

Ces  exemples  suffisent  pour  faire  voir  comment  on  trouve  les  ombres 
portées  par  des  lignes  ou  des  cercles  donnés,  sur  des  corps  ronds,  tels  que  la 
sphère,  le  cône  ou  le  cylindre.  Conservant  l'hypothèse  d'un  seul  point  lumi- 
neux, ou  du  parallélisme  des  rayons  de  lumière,  nous  allons  construire  les 
lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  deux  genres  de  surfaces,  que 
nous  avons  nommées  (art.  49  et  62,  chap.  1"),  sur/aces  de  réi^olution ^  et  5«a 
faces  réglées, 

§  V.  DE  LA  LIGNE  DE  SÉPARATION  D*OMBRE  ET  DE  LUMIERE  S0R  UN  ELLIPSOÏDE 

DE  RÉVOLUTION.  (PI.  6.  O.) 

1 54.  Nous  avons  exposé  (art.  1 16-  i  lo)  trois  méthodes  pour  déterminer  le 
cône  ou  le  cylindre  tangent  à  une  surface  de  révolution;  nous  allons  appli* 
quer  ces  méthodes  au  cas  particulier  de  l'ellipsoïde  de  révolution,  en  suppo- 
sant cette  surface  successivement  éclairée  par  un  point  lumineux  et  par  des 
rayons  parallèles. 

Soit  (A,  aa!)(j>L  6.0),  l'axe  de  révolution  de  Tellipsoïde.  Un  plan  méridien 
OAO',  parallèle  au  plan  vertical  XY  de  projection,  coupe  cet  ellipsoïde  suivant 
l'ellipse  aaoo\  Les  points  E  et  c  étant  les  deux  projections  du  point  lumineuic, 
on  demande  sur  l'ellipsoïde  la  ligne  de  séparation  dombre  et  de  lumière. 
Cette  ligne  est  la  courbe  de  contact  de  l'ellipsoïde  et  du  cône  tangent  qui  a 
son  sommet  au  point  lumineux,  et  pour  trouver  un  point  de  cette  courbe, 
nous  considérerons  d'abord  l'ellipsoïde  comme  l'enveloppe  de  l'espace  que  par- 
court un  cône  droit  dont  le  sommet  est  constamment  sur  l'axe  de  révolution. 

Ayant  coupé  la  surface  de  révolution  pçir  un  plan  XT'  perpendiculaire  à 
Taxe  aa\  on  mène  une  tangente  à  la  cojurbe  méridienne  <za'oo',  par  le  points/ 
interseption  de  celte  courbe  et  de  l'horizontale  %!Y\ 

Cette  tangente  coupe  Taxe  cui  au  point  s.  On  prend  ce  point  pour  le  soiift^* 
met  d'un  cône  droit  qui  touche  l'eUipsoïde  suivant  le  cercle  du  diamètre  de^ , 
et  tout  plan  tangent  à  ce  cône  est  aussi  tangent  à  Tellipsoïde.  Pour  mener  oe 
plan  par  le  point  lumineux  (E,  e\  on  joint  ce  point  et  le  sommet  (A,  x)  <ltx 
cône  droit,  par  la  droite  (AE,  sé)^  qui  coupe  le  plan  X'T  du  cercle  bsise 
du  cône  droit,  au  point  (F,/*).  Ayant  décrit  du  point  A  comme  centre»  le 
cercle  du  diamètre  DD'  :==.dd\  la  tangente  à  ce  cercle  menée  par  le  poin^  p 
le  touche  aux  points  H ,  H'  qui  se  projettent  sur  le  plan  yertical  XY 
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points  A,  K  de  l'horizontale  X'Y'  ou  dd.  Les  deux  points  (H,  /^),  (H',  K\  ap- 
partiennent à  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  de  l'ellipsoïde. 

i55.  On  serait  averti  que  le  cercle  du  diamètre  (DD',  dd')  ne  contient  pas 
de  points  de  la  courbe,  si  le  point,  tel  que  F,  était  dans  l'intérieur  du  cercle 
du  diamètre  DD\  Mais  pour  éviter  des  constructions  inutiles,  on  cherchera 
d'abord  la  limite  des  cercles  qui  contiennent  des  points  de  la  courbe  du  con- 
tact. Pour  trouver  cette  limite,  on  mènera  par  le  point  lumineux  (E,  e),  les 
tangentes  à  la  courbe  génératrice  tracée  dans  le  plan  méridien  qui  passe  par 
ce  point.  Dans  le  cas  particulier  de  l'ellipsoïde,  on  peut  mener  deux  tan- 
gentes, et  les  cercles  de  la  surface  de  révolution  qui  passent  par  les  points  de 
contact  de  ces  deux  tangentes,  sont  les  limites  des  cercles  qui  contiennent 
les  points  de  la  courbe  de  contact  du  cône  et  de  la  surface  de  révolution. 

Faisant  tourner  le  plan  mériden  AE  d'un  arc  égal  à  £G,  pour  amener  ce 
plan  dans  le  plan  méridien  OAO',  et  le  point  G  étant  projeté  en  g  sur  l'ho- 
rizontale donnée  egy  on  mènera  par  le  point  g  deux  tangentes  à  la  courbe  mé- 
ridienne adoddd';  et  par  les  deux  points  de  contact  /,  i\  on  mènera  des  plans 
perpendiculaires  à  l'axe  cui  qui  couperont  la  surface  de  révolution  suivant 
les  cercles  limites  de  la  courbe  cherchée  :  prenant  les  distances  des  points  /,  V 
à  l'axe  ad  mesurées  sur  les  horizontales  iky  ik,  et  les  portant  sur  le  méri- 
dien AE  de  A  en  K,  et  de  A  en  K',  les  points  qui  se  projettent  sur  le  plan 
horizontal  en  K  et  K',  et  sur  le  plan  vertical  en  k  et  k\  sont  les  points  extrêmes 
de  la  ligne  de  contact  de  la  surface  de  révolution  et  du  cône  qui  a  son  som* 
jtnet  au  point  lumineux  (  E,  e). 

1 56.  L'ordre  des  opérations  graphiques  n'est  pas  indifférent,  et  pour  suivre 
celui  que  nous  regardons  comme  le  meilleur,  on  déterminera  d'abord  les  deux 
points  ( M,  /n  )  et  (M',  m  ),  situés  sur  le  plus  grand  cercle  (  OO',  oo*  )  de  la 
surÊice  de  révolution.  Ayant  décrit  du  point  A,  comme  centre,  avec  un  dia- 
mètre OO'  =  oo\  un  cercle,  et  considérant  ce  cercle  comme  la  base  d'un  cy- 
h'ndre  vertical,  ce  cylindre  touchera  la  surface  de  révolution  suivant  le  cercle 
(  OO',  oo'  )  ;  or  les  deux  plans  tangens  à  ce  cylindre,  qui  ont  pour  traces  hori- 
zontales les  droites  EM,  £M',  touchent  cette  surface  aux  deux  points  M,  m 
et  M',  m\  Donc  ces  deux  points  appartiennent  à  la  courbe  de  contact  du  cône 
qui  a  son  sommet  au  point  (E,  e),  et  de  l'ellipsoïde  de  révolution. 

La  courbe  méridienne  ( OO',  aaod  ),  peut  être  considérée  comme  la  base 
d'un  cylindre  horizontal  tangent  à  la  surface  de  révolution;  donc  si  l'on  mène 
les  tangentes  el^  el'  à  cette  courbe,  les  plans  tangos  au  cylindre  qui  ont  pour 
traces  ces  tangentes,  touchent  la  surface  de  révolution  en  des  points  (  /,  L  ), 
et  (  /',  L'  ),  qui  appartiennent  encore  à  la  courbe  de  contact. 

Ayant  déterminé  Jes  six  points  R,  K',  L,  L',  M,  M  de  la  projection  hori- 
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zontale  de  la  courbe  de  contact,  et  les  six  points  correspondans  k^  k\  /,  /',  m,  m 
(le  la  projection  verticale,  on  trouvera  les  points  intermédiaires  par  la  méthode 
qu'on  a  suivie  (  art.  1 45  )  pour  trouver  les  points  (  H,  A  )  et  (H',  K.  ) 

157.  Nous  avons  considéré  la  surface  de  révolution  comme  Tenveloppe  de 
l'espace  que  parcourt  un  cône  droit  qui  a  successivement  pour  arêtes  les  tan- 
gentes de  la  courbe  méridienne.  Maintenant  nous  allons  substituer  aux  cônes, 
des  sphères  qui  ont  pour  rayons  les  portions  de  normales  à  la  courbe  méri- 
dienne, telles  que  rfV,  comprises  entre  cette  courbe  et  Taxe  de  révolution. 

Soit  (A,  t\  le  centre  de  Tune  de  ces  sphères,  dt  son  rayon,  (  OO',  thid'p) 
l'un  de  ses  grands  cercles.  Le  méridien  AE  coupe  cette  sphère  suivant  un 
autre  grand  cercle,  et  en  supposant  ce  méridien  amené  sur  le  méridien 
AD'G,  le  point  (E,  e)  prend  la  position  g\  donc  si  par  le  point  g',  on  mène 
les  tangentes  gu^  gi^  au  cercle  dud'i^  considéré  dans  le  plan  méridien  A£, 
la  droite  u^  est  le  diamètre  du  cercle  de  contact  de  la  sphère  et  du  cône 
droit  dont  le  sommet  est  en  (  E,  e  ),  ou  en  g.  Ce  cercle  dud'i^  de  la  sphère  et 
le  cercle  dd'  commun  à  la  sphère  et  à  la  surface  de  révolution,  se  coupent  sui- 
vant une  droite  horizontale  x,  perpendiculaire  au  plan  du  méridien  AE;  donc 
si  Ton  porte  la  distance  du  point  x  k  Taxe  aa\  de  A  en  a:  sur  AE,  cette  droite 
horizontale  sera  en  projection  horizontale,  une  perpendiculaire  HrH'  à  la 
trace  AE  du  méridien  qui  passe  par  le  point  (E,  e).  L'intersection  de  cette 
droite  H^H'  et  du  cercle  décrit  du  point  A  comme  centre  avec  un  diamètre  DD' 
z=.dd\  donnera  les  points  11^  H'  de  la  projection  horizontale  de  la  courbe  de 
contact  cherchée. 

Élevant  les  perpendiculaires  HA,  H'A'  à  l'intersection  XY  des  plans  de  pro- 
jection, et  les  prolongeant  jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  l'horizontale  dd'  aux 
points  h  et  h,  ces  points  appartiennent  à  la  projection  verticale  de  la  courbe 
de  contact  ;  on  trouvera  de  la  même  manière  tant  d'autres  points  qu'on  voudra 
de  cette  courbe. 

i58.  Considérons  maintenant  la  surface  de  révolution  comme  l'enveloppe 
de  l'espace  que  parcourt  un  cylindre  qui  a  pour  base  la  courbe  méridienne , 
et  cherchons  dans  cette  hypothèse  un  point  de  la  courbe  de  contact  de  la  sur- 
face  de  révolution  et  du  cône  qui  a  son  sommet  au  point  lumineux.  Soit  A.^ ,. 
la  trace  horizontale  d'un  plan  méridien  quelconque  ;  (  N,  n  ),  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  (  E,  c  )  sur  ce  plan  méridien  AN.  On  re- 
marquera que  tous  les  points  tels  que  N,  se  trouvent  sur  un  cercle  décrit  sur 
AE  comme  diamètre.  Ayant  fait  tourner  le  méridien  AN  jusqu'à  ce  qu'il  ait 
pris  la  position  AN'  parallèle  à  XY,  le  point  (  N,  /î  )  se  transporte  en  « ,  sur 
l'horizontale  eri.  Par  ce  point  /z',  on  mène  la  tangente  rip  à  la  courbe  méri- 
dienne,  et  on  porte  la  distance  pq  du  point  de  contact  p  à  Taxe  ad^  sux^  la 
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trace  AN  de  A  en  P.  Le  point  P  et  son  correspondant  p\  situé  sur  Fhorizon- 
tale  pqy  sont  les  deux  projections  d'un  des  points  de  la  courbe  cherchée. 
Cette  méthode  suppose,  comme  on  vient  de  le  voir,  qu'on  sache  mener  une 
tangente  telle  que  hp,  à  la  courbe  méridienne,  par  un  point  pris  hors  cette 
courbe.  La  tangente /i/?  est  la  trace  d'un  plan  tangent  à  la  surface  cylindrique 
qui  a  pour  base  la  courbe  méridienne ,  et  dont  les  arêtes  sont  perpendicu- 
laires au  plan  méridien  AN  de  cette  courbe. 

169.  Ces  trois  méthodes  s'appliquent  également  à  la  détermination  de  la 
ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  l'ellipsoïde  de  révolution,  dans 
l'hypothèse  des  rayons  lumineux  parallèles. 

Soit  (p,  p)  l'un  de  ces  rayons;  on  conçoit  un  cylindre  tangent  à  l'ellip* 
soïde,  engendré  par  une  droite  parallèle  à  (p,  p)  ou  (BEC,  bec)  :  la  courbe  de 
contact  de  ces  deux  surfaces  est  la  ligne  demandée. 

Ayant  coupé  la  surface  de  révolution  par  un  plan  quelconque  perpendicu- 
laire à  son  axe,  elle  est  touchée  suivant  le  cercle  contenu  dans  ce  plan,  par 
un  cône  droit  qui  a  son  sommet  sur  l'axe.  Le  plan  tangent  à  ce  cône  droit, 
mené  parallèlement  au  rayon  de  himière  (p,  p'),  touche  la  surface  de  révolu- 
lion  en  un  point  qui  appartient  à  la  courbe  de  contact  de  cette  surface,  et 
de  la  âur£u;e  cylindrique  dont  la  génératrice  est  parallèle  aux  rayons  lumi- 
neux. 

La  surface  de  révolution  est  aussi  touchée  suivant  le  cercle  contenu  dans 
le  plan  perpendiculaire  à  son  axe,  par  une  sphère  dont  le  centre  est  sur  cet 
axe.  Lorsque  le  grand  cercle  de  cette  sphère  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
au  rayon  de  lumière,  et  le  petit  cercle  commun  à  la  sphère  et  à  la  surface 
de  révolution  se  coupent,  les  deux  points  d'intersection  appartiennent  à  la 
courbe  de  contact  de  la  surface  de  révolution  et  du  cylindre  dont  les  arêtes 
sont  parallèles  au  rayon  de  lumière.  On  obtient  encore  des  points  de  cette 
courbe,  en  menant  parallèlement  au  rayon  de  lumière  des  plans  tangens  au 
cylindre  qui  a  successivement  pour  base  la  courbe  méridienne  considérée 
dans  ses  différentes  positions,  et  pour  arêtes  des  droites  perpendiculaires  au 
plan  de  cette  courbe  méridienne. 

On  obtiendra  par  l'une  de  ces  trois  méthodes  la  ligne  de  séparation  d'om- 
bre et  de  lumière  (  atf^i'y  a(è!ytf'). 

On  remarquera  sur  cette  courbe  de  contact,  les  points  dont  les  projections 
verticales  sont  <p\  4',  «>  fh  y\  ^'^  Les  deux  premiers  <^  et  4'  sont  les  points  de 
'contact  de  la  courbe  méridienne  àdd'a^  et  des  parallèles  à  la  projection  ver- 
ticale du  rayon  lumineux;  »  et  /a  appartiennent  aux  cercles  limites  de  la 
courbe  de  contact  du  cylindre  tangent,  et  se  déterminent  comme  les  points 
k^  k  (art.  i55)  de  la  courbe  de  contact  du  cône  tangent.  Enfin  les  points  >',  S 
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correspondent  aux  points  >,  <r  placés  sur  un  diamètre  yJ^  da  cercle  0O'yJ'\ 
perpendiculaire  à  la  projection  horizontale  p  du  rayon  lumineux. 

Les  projections  verticales  des  courbes  de  contact  du  cône  et  dn  cylindre, 
sont  dessinées  en  parties  pleines  et  en  parties  ponctuées.  La  partie  pleine 
correspond  à  la  portion  de  la  surface  de  révolution  qui  est  en  avant  du  mé- 
ridien OO',  parallèle  au  plan  vertical  de  projection.  La  partie  pleine  dans  la 
projection  horizontale,  correspond  à  la  portion  de  la  surface  de  révolution 
qui  est  au-dessus  du  plus  grand  cercle  de  cette  surface  (OO'MM',  oo'). 

1 60.  Des  trois  méthodes  que  nous  avons  exposées,  une  seule  su£St  pour 
trouver  les  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  les  surfaces  de  révo- 
lution, dont  on  connaît  les  génératrices;  cependant  pour  obtenir  ces  courbes 
avec  exactitude,  et  pour  éviter  l'emploi  des  lignes  droites  qui  se  couperaient 
trop  obliquement,  on  sentira  dans  la  pratique  du  dessin,  la  nécessité  d'avoir 
recours  à  Tune  ou  à  l'autre  des  trois  méthodes,  et  de  choisir,  dans  chaque  cas 
particulier,  celle  qui  donnera  les  constructions  les  plus  exactes. 

Carolkure. 

161.  Si  Fon  regarde  la  parallèle  (BC,  hc)  an  rayon  de  lumière,  comme  une 
droite  donnée,  on  aura  résolu  la  question  de  mener  par  cette  droite  un  plan 
tangent  à  une  surface  de  révolution.  En  effet,  ce  plan  est  (  art.  3^  )  tangent  au 
cône  et  au  cylindre  circonscrits  à  l'ellipsoïde ,  et  le  point  de  contact  a  pour 
lieux  géométriques,  les  courbes  de  contact  de  l'ellipsoïde  et  des  surfaces  qui 
lui  sont  circonscrites  :  or,  ces  courbes  qui  ont  pour  projections,  l'une»,  les 
lignes  HH'MM'P,  hh'mmp;  l'autre  les  lignes  «jô^/,  oi^y^\  se  coupent  aux 
points  (a,  a  ),  (i2, /3');  donc  les  plans  menés  par  ces  points  et  par  la  droite 
donnée  (BC,  hc)y  sont  tangens  à  l'ellipsoïde. 


DE   l'ombre   d'une   VIS    TRIANGULAIRE.  (PL  7.  O.) 

ne  la  ligne  de  séparation  iTomhre  et  de  lumière  sur  la  surface  réglée  du  filet 

de  la  vis. 

i6a.  Nous  ne  considérerons,  stu*  lavis  triangulaire,  que  le  filet  qui  est  en 
saillie  sur  le  noyau  de  cette  vis.  I^e  noyau  est  un  cylindre  droit,  qui  a  pour 
base  un  cercle  du  rayon  AB  ou  AD  (pL'j.O) .  La  section  du  premier  tour  de 
filet  par  un  plan  vertical  CAE,  qui  passe  par  l'axe  vertical  A  du  noyau,  est  un 
triangle  isocèle  Cbc,  dont  les  côtés  Cb,  cb  prolongés  coupent  Taxe  du  noyau 
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aux  points  (A,  a),  (A,  à).  Le  chevron  Cbc  est  la  figure  génératrice  du  filet 
de  la  vis;  les  droites  Gbjbc  se  meuvent  de  manière  que  chaque  point  de  ces 
droites  décrit  une  hélice  (art.  36)  dont  \epas  est  égal  au  troisième  côté  Ce 
du  triangle  Cbc;  chaque  hélice  est  sur  un  cylindre  droit  de  même  axe  que  le 
noyau,  dont  la  base  est  un  cercle  qui  a  pour  rayon  la  distance  constante  du 
point  mobile  à  cet  axe.  Ainsi  le  point  (C,  G')  décrit  sur  le  cylindre  droit  k 
base  circulaire  CFEF',  une  hélice  dont  la  projection  sur  le  plan  vertical  XY, 
est  Cfegcf'ec...  L'hélice  décrite  par  le  point  (B,6)  sur  le  noyau  BDGG',  sé- 
pare le  dessus  et  le  dessous  du  filet;  elle  a  pour  projection  verticale,  la  ligne 

bgdb*gd* Ces  deux  hélices  et  Taxe  du  noyau  peuvent  être  considérés 

comme  les  trois  directrices  de  la  droite  mobile  qui  engendre  le  filet  de  la 
vis  (art.  5a,  liv.  P**). 

Soit  (CBA,  Cba)  la  première  position  de  la  génératrice;  cette  droite 
coupe  Taxe  du  noyau  au  point  (A,  a),  et  les  deux  hélices  directrices  aux  points 
(G,  G),  (B,  h).  L'axe  est  pour  chacun  de  ses  points  sa  propre  tangente.  Los 
hélices  ont  pour  tangentes  aux  points  (G,  G),  (B,  b)  de  la  droite  (CB,  Cb)  de 
la  surface  du  filet,  des  droites  situées  dans  les  plans  verticaux  GH,  BI  per- 
pendiculaires au  rayon  ABG,  et  par  conséquent  parallèles  à  l'axe  du  noyau 
(A,  €ui)\  d'où  il  suit  (art.  i5r,  liv.  1")  que  la  surface  du  filet  est  touchée  sxxu 
vant  la  droite  (ABG,  G'&a),  par  un  paraboloïde,  qui  a  pour  directrices  Taxe 
du  noyau  et  deux  tangentes  aux  hélices  décrites  par  les  points  (G,  G'  ),  (B,  b). 
La  tangente  au  point  (G,  G')  est  (art.  87)  l'hypothénuse  d'un  triangle  rectan- 
gle qui  a  pour  côtés  une  droite  horizontale  GH  égale  au  quart  de  la  circon- 
férence GFEF,  et  une  droite  verticale  égale  au  quart  Ch  du  pas  de  l'hélice. 
La  tangente  au  point  (B,  b)  de  la  seconde  hélice,  est  Thypothénuse  d'un  autre 
triangle  rectangle  qui  a  aussi  pour  coté  vertical  un  quart  de  pas  de  Thélice, 
et  pour  côté  horizontal  une  droite  BI  égale  au  quart  de  la  circonférence 
BGDG'.  Un  plan  vertical  AIH,  passant  par  l'axe  (A,  cui)  du  noyau,  et  par  les 
points  I,.H,  coupe  le  paraboloïde  tangent,  suivant  une  droite  dont  la  pro* 
jection  verticale  hh  est  parallèle  au  côté  Cb  du  triangle  G^. 

Ainsi  la  droite  mobile  génératrice  du  paraboloïde  tangent,  est  pour  le 
premier  mode  de  génépation,  constamment  parallèle  au  plan  vertical  GH,  le* 
quel  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  ABG,  et  pour  le  second  mode,  elle 
se  meut  parallèlement  au  plan  (GC,  Cb)^  perpendiculaire  au  plan  vertical 
ABG,  et  incliné  à  l'horizon  sous  un  angle  B'G'^.  Ge  second  plan  est  parai* 
lèle  aux  deux  droites  (ABG,  abG\  (AIH,  hÛi)  du  paraboloïde. 

Si  l'on  conçoit  ce  paraboloïde  fixé  à  la  droite  mobile  génératrice  de  la  sur- 
face du  filet,  il  sera  tangent  à  cette  surface  dans  toutes  les  positions  de  sa 
génératrice. 
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Du  cône  où  du  cylindre  tangent  à  la  surface  du  filet  d'une  vis. 

i63.  Le  point  luinineux  étant  le  sommet  du  cône  tangent  à  la  surface  du 
filet  d'une  vis,  le  plan  mené  par  ce  point  et  par  une  droite  quelconque  de  la 
surface,  est  tangent  à  cette  surface  (art  i44>  liv.  V^)  :  le  point  de  contact 
appartient  à  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  ou  au  contour 
apparent  (art.  109),  si  l'on  a  pris  l'œil  du  spectateur  pour  le  sommet  du  cône. 
Pour  déterminer  le  point  de  contact,  on  conçoit  par  la  droite  de  la  surface 
du  filet,  le  paraboloîde  tangent  dont  on  connaît  les  deux  systèmes  de  géné- 
ration. Le  plan  mené  par  le  sommet  du  cône,  coupe  deux  droites  quelcon- 
ques du  second  système  de  génération  en  deux  points,  et  la  droite  qui  joint 
ces  deux  points,  rencontre  la  droite  commune  au  paraboloîde  et  à  la  surface 
du  filet,  au  point  de  contact  demandé.  Le  plan  mené  parallèlement  aux  rayons 
de  lumière,  toucherait  le  paraboloîde  en  un  point  qui  serait  sur  la  ligne 
de  séparation  d'ombre  et  de  lumière^  dans  l'hypothèse  d'un  point  lumineux 
situé  à  l'infini.  Cette  ligne  peut  aussi  être  considérée  comme  la  courbe  de 
contact  de  la  surface  du  filet  et  d'un  cylindre  dont  la  droite  génératrice 
est  parallèle  aux  rayons  lumineux*  Ainsi,  par  la  substitution  d'une  zpne  de 
paraboloîde  à  celle  de  la  surface  du  filet ,  on  détermine  sur  chaque  droite 
de  la  surface,  un  point  de  la  ligne  de  contact  de  cette  surface  et  d'un  cône 
dont  on  donne  le  sommet,  ou  d'un  cylindre  dont  la  génératrice  est  parallèle 
a  une  droite  donnée. 

De  la  courbe  de  contact  de  la  surface  du  filet  d'une  vis  et  d'un  cylindre  tangent 

à  celte  surface;  des  points  limites  de  cette  courbe, 

164.  Le  filet  d'une  vis  étant  compris  entre  les  deux  cylindres  verticaux 
qui  ont  pour  basés  les  cercles  des  rayons  AB,  AC,  les  lignes  de  séparation 
d'ombre  et  de  lumière  dans  l'hypothèse  des  rayons  de  lumière  parallèles,  ne 
doivent  pas  s'étendre  au-delà  de  ces  cylindres  ;  c'est  pourquoi  nous  allons  re- 
chercher les  points  de  ces  lignes  qui  -se  trouvent  sur  les  hélices  décrites  par 
les  extrémités  (C,  C),  (B,  ^),  de  la  droite  génératrice  du  filet. 

Nous  ferons  remarquer  que  les  plans  tangens  de  la  surface  du  filet,  menés 
par  tous,. les  points  d'une  hélice  de  cette  surface,  font  le  ménie  angle  avec 
l'axe  du  noyau  de  la  vis  ou  avec  toute  autre  droite  parallèle  à  cet  axe.  £.ii 
effet,  chacun  de  ces  plans  contient  une  tangente  à  Fhélice,  et  la  droite  cle 
la  surfistce  qui  passe  par  le  point  de  contact;  or,  ces  deux  droites  font  entre 
elles  et  avec  une  parallèle  à  l'axe  du  noyau ,  des  angles  qui  ne  varient  pas  ; 
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donc  le  plan  mené  par  ces  deux  droites^  à  une  inclinaison  constante  par  rap- 
port à  Taxe,  quel  que  soit  le  point  de  Thélice,  intersection  de  ces  droites. 

Déterminons  ce  pian,  pour  un  point  (F,/)  de  l'hélice  (CEFF',  C/ê),  tel  que 
la  tangente  à  l'hélice  en  ce  point,  a  pour  projection  horizontale  une  droite 
FK  perpendiculaire  au  rayon  AF.  La  hauteur/A',  du  point  (F,/)  de  l'hélice 
au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection,  étant 'égaie  à  un  quart  de  pas  de 
rhélice,  on  prend  FK  égale  au  quart  de  circonférence  CF,  et  la  tangente  à 
l'hélice  au  point  (F,/)  coupe  le  plan  horizontal  au  point  K.  La  droite  de  la 
surface  du  filet  qui  passe  par  le  même  point  (F, y*)  de  l'hélice  rencontre  le 
plan  horizontal  au  point  <p\  qu'on  détermine  en  menant y^)  parallèle  au  côté 
c^  du  triangle  Cbc^  et  en  portant  A'<f  de  F  en  <}>'.  La  droite  K<^'  qui  joint  les 
deux  points  K,  <}>',  est  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  à  la  surface  du  filet 
au  point  (F, y)  de  l'hélice  décrite  par  le  point  (C,  C). 

Si  par  un  point  quelconque  (O,  o)  de  l'espace  on  mène  un  plan  parallèle  à 
ce  plan  tangent,  il  aura  pour  trace  horizontale  une  droite  LR'  parallèle  à  9'K  ; 
et  pour  déterminer  le  point  L  où  celte  trace  coupe  la  droite  OO'L,  parallèle 
à  AF,  on  conçoit  par  le  point  (O,  o)  une  parallèle  à  la  génératrice  (F4>',yA'), 
qui  coupe  la  droite  OL  au  point  L.  Ayant  mené  ol  parallèle  à  cb  ou^^,  cette 
parallèle  rencontre  l'intersection  XY  des  deux  plans  de  projection  au  point  l; 
la  circonférence  décrite  du  point  O  comme  centre  avec  0L'=07  pour  rayon, 
rencontre  la  droite  OO'  prolongée,  au  point  L  intersection  du  plan  horizon- 
tal et  de  la  parallèle  à  la  génératrice  (F<|)',/A')  du  filet  de  la  vis,  menée  par 
le  point  (O,  o).  I^a  perpendiculaire  OM,  abaissée  du  point  O  sur  LK',  déter- 
mine le  rayon  de  la  base  d'un  cône  droit,  dont  tous  les  plans  tangens  ont, 
par  rapport  à  Taxe  de  ce  cône,  une  inclinaison  égale  à  celle  du  pian  tangent 
à  la  surface  du  filet,  mené  par  le  point  (F,y*)  de  l'hélice  que  l'on  considère, 
ou  par  tout  autre  point  de  cette  hélice.  T.ies  deux  cônes  droits  qui  ont  pour 
sommet  commun  le  point  (O,  o),  et  pour  bases  des  cercles  décrits  du  point  O 
comme  centre  avec  des  rayons  OM,  OL^  sont  tels  qu'un  plan  tangent  au  pre- 
mier cône  et  sécant  du  second,  contient  deux  droites  de  ces  cônes  qui  font 
constamment  entre  elles  le  même  angle  :  la  projection  horizontale  LOM  de 
cet  angle  est  aussi  constante.  Nous  désignerons  les  deux  cônes  droits  du 
sommet  commun  (O,  6)  par  les  lettres  C  et  G'.  D'après  la  construction  du 
point  L  de  la  base  du  second  cône  C,  chaque  côté  de  ce  cône  fait  avec  son 
axe,  un  angle  égal  à  celui  que  la  droite  génératrice  de  la  surface  du  filet  fait 
avec  Taxe  du  noyau  (A,  aa). 

]65.  Supposons  maintenant  qu'il  faille  mener  un  plan  tangent  à  la  surface 
du  filet ^  parallèle  au  rayon  de  lumière  (),  V),  et  déterminer  le  point  de  con- 
tact, sur  l'hélice  donnée  qui  contient  ce  point.  On  mènera  un  plan  tangent  au 
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cône  C  par  la  droite  (OZ,  oTl  ),  parallèle  à  ce  rayon.  L'arête  de  contact  sur  ce 
cône  ayant  pour  projection  horizontale  la  droite  ON,  on  fera  l'angle  NOP  égal 
à  l'angle  à  MOL,  et  la  droite  OP  sera  la  projection  horizontale  de  la  parallèle 
à  la  projection  de  la  génératrice  de  la  surface  du  filet  qui  contient  le  point  de 
contact  demandé.  Menant  la  droite  AS  parallèle  à  OP,  cette  parallèle  coupe  la 
base  circulaire  du  rayon  AC  au  point  S,  projection  horizontale  d'un  point  (S,  5) 
de  la  courbe  de  contact  de  la  surface  du  filet  et  d'un  cylindre  tangent  à  cette 
surface,  dont  les  arêtes  sont  parallèles  au  rayon  de  lumière.  On  déterminera 
de  la  même  manière,  par  la  considération  de  deux  autres  cônes  droits  C,  C',le 
point  (  T,  /)  de  la  courbe  de  contact  sur  l'hélice  du  noyau,  décrite  par  le  point 
(B,  ô).  Ayant  trouvé  les  points  limites  de  la  courbe  de  contact  de  la  surface 
du  filet  et  du  cylindre  tangent,  on  construira  les  points  intermédiaires,  ou 
sur  les  droites  de  la  surface  du  filet  comprises  dans  l'angle  des  deux  plans 
verticaux  AS,  AT,  en  imaginant  par  chacune  de  ces  droites,  le  paraboloïde 
tangent  (  art.  i63  ),  ou  sur  des  hélices  qui  auraient  pour  projections  horizon* 
taies  des  cercles  décrits  du  point  A  comme  centre,  avec  des  rayons  plus  petits 
que  AS  et  plus  grands  que  AT. 

La  verticale  élevée  par  le  point  S  ou  T,  rencontre  les  hélices  auxquelles 
ces  points  appartiennent  en  d'autres  points  dont  les  projections  verticales  sont 
s,  s\  s\  etc.,  ou  f,  t\  f^  et  pour  chacun  de  ces  points,  le  plan  tangent  à  la  sur* 
face  du  filet  est  parallèle  au  rayon  de  lumière. 

Des  limites  de  la  projection  verticale  d'une  vis  triangulaire, 

\6&.  Le  triangle  générateur  (  CB,  C'^c)  du  filet  de  la  vis,  se  meut  de  manière 
que  chaque  point  des  côtés  Cby  bc  de  ce  triangle  engendre  une  hélice  ;  les  pro* 
jections  verticales  des  hélices  du  filet  sont  touchées  par  une  courbe  qui  est\a 
limite  de  la  projection  verticale  de  la  vis.  Pour  construire  cette  courbe,  on  la 
considère  comme  la  section  droite  d'un  cylindre  horizontal  tangent  aux  sur- 
faces supérieure  et  inférieure  du  filet,  ou  comme  la  projection  de  la  ligne, 
lieu  géométrique  des  points  de  contact  de  la  surface  du  filet,  et  de  plans  per- 
pendiculaires au  plan  vertical  de  projections.  Une  hélice  étant  donnée  sur  la 
surface  du  filet,  on  détermine  le  ]X)int  de  cette  ligne  pour  lequel  le  plan  lan- 
gent au  filet,  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projections  :  1^  projection 
verticale  de  ce  point  appartient  à  la  limite  de  la  projection  verticale  de  la  vis. 
Prenons  pour  exemple  l'hélice  décrite  par  le  point  (C,  C  ).  I*e  plan  tangent  à 
la  surface  du  filet,  mené  par  un  point  quelconque  de  cette  hélice,  fait  avec 
l'axe  de  la  vis  un  angle  constant  qui  détermine  l'angle  du  cône  droit  C  dont 
le  sommet  est  eh  vm  point  quelconque  (  O,  o  )  de  l'espace  (  art.  i64  ).  Le  plan 
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tangent  àce  cône  droit,  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection,  passe  par 
une  horizontale  M'M*  perpendiculaire  à  XY  et  tangente  au  cercle  du  rayon 
OM  =  OM'.  Portant  l'angle  MOL  en  M'Ofx,  la  droite  0|x  est  la  projection  hori- 
zontale d'une  parallèle  à  la  projection  de  la  génératrice  de  la  surface  du  filet, 
laquelle  génératrice  est  située  dans  le  plan  tangeiit  à  cette  surface,  perpendi- 
culaire au  plan  vertical  de  projection.  Menant  le  rayon  Att,  parallèle  à  O/m,  qui 
coupe  le  cercle  du  rayon  AC  au  point  tt,  la  perpendiculaire  tœ  à  XY,  coupe  la 
projection  verticale  Cfe  de  l'hélice  décrite  par  le  point  (C,  C),  au  point  (tt,  tt') 
de  la  courbe  tangente  aux  projections  verticales  des  hélices  du  filet.  La  droite 
mr'  prolongée  coupe  les  tours  successifs  de  la  projection  verticale  de  la 
première  hélice,  en  des  points  distans  de  la  hauteur  du  pas  de  cette  hélice. 
Pour  mieux  voir  la  projection  verticale  du  filet  de  la  vis  entre  les  points  G 
et  ^  de  cette  projection,  on  a  tracé  à  part  {fig*  a  ),  sur  une  plus  grande  échelle, 
la  droite  C'^,  et  la  projection  verticale  de  l'hélice  pÇ/sur  laquelle  on  a  rap- 
porté les  deux  points  tt',  tt',  origines  de3  deux  branches  7r"3,  t!1\  de  la  limite  de  la 
projection  verticale  de  la  vis*  En  raisonnant  sur  l'hélice  du  noyau  décrite  par 
le  point  (B,  b\  delà  même  manière  que  pour  la  première  hélice,  on  y  trouve  des 
points  5, 6,  analogues  aux  points  Tr't  ??'•  Les  points  5, 6  {fig.  <i)%  sont  les  nais- 
sances des  deux  branches  5.7.B,  6.7.9,  ^^  ^  coupent  au  point  7  en  avant 
du  point  bj  sur  rhori;(.ontaIe  ^7.7'.  La  branche  6.7.9  ^^^  ^^  prolongement  de 
la  branche  7r'4-9.6^  qui  se  répète  en  tt^S  au-dessous  de  l'horizontale  XY^  et 
en  5.7.3  aU'dessHS  de  l'horizontale  7.7'. 

De  la  courbe  de  contact  de  la  surface  dafilet  de  la  vis  triangulaire^  et  d'un  cône 

tangent  à  cette  surface. 

167.  Le  sommet  du  cône  tangent  étant  donné,  il  n'y  a  aucime  droite  de  la 
surface  du  filet  qui  ne  contienne  un  point  de  la  courbe  de  contact.  Cette 
courbe  a  pour  limites  les  points  situés  sur  les  hélices  extrêmes  décrites  par 
les  points  (C^  Q  ),  (B,  ^  )  de  la  droite  génératrice  du  filet.  Nous  allons  d'abord 
construire  le  point  situé  sur  la  première  hélice.  Soit  (O,  o)  le  sommet  du 
cône  tangent,  et  en  même  temps  le  sommet  du  cône  droit  que  nous  avons  dé- 
signé (art»  164)  par  la  lettre  C,  dont  tous  les  plans  tangens  font  avec  la  ver- 
ticale (  O,  O'o)  un  angle  égal  à  celui  que  les  plans  tangens  à  la  surface  du 
filet,  menés  par  les  points  de  la  première  hélice,  font  avec  l'axe  (  A,  àk  )  du 
noyau.  Regardons  le  point  donné  (  O,  o  )  comme  le  sommet  d'un  troisième 
cône,  qui  a  pour  base  la  première  hélice,  décrite  parle  point  (C,  C  );  le  plan 
tangent  à  ce  dernier  cône  et  au  cône  C,  sera  aussi  tangent  à  la  surface  déve- 
loppable^  circonscrite  à  la  surface  du  filet  suivant  l'hélice  j  donc  il  sera  tan- 

3a 
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gent  à  cette  dernière  surface,  et  le  point  de  contact  sur  l'hélice  appartient  à 
la  courbe  de  contact  de  la  surface  du  filet  et  du  cône  tangent  à  cette  surface 
dont  le  sommet  est  le  point  donné  (  O,  o  ). 

Le  cône  dont  le  sommet  est  au  point  (  O,  o  },  et  qui  a  pour  base  rhélice 
décrite  par  le  point  (C,  C  ),  est  coupé  par  le  plan  horizontal  suivant  la  courbe 
spirale  Ciao^,  comprise  dans  l'angle  <zOct\  lequel  angle  est  formé  parles  tan-* 
gentes  au  cercle  du  rayon  ÂC,  menées  par  le  point  O;  le  cône  droit  G  a  pour 
base  sur  le  plan  horizontal,  le  cercle  du  rayon  OM;  donc  si  l'on  mène  les 
tangentes  i.i',  a.2\  etc.,  aux  deux  bases,  on  aura  les  traces  horizontales  des 
plans  tangens  au  cône  C  et  au  cône  qui  a  pour  base  l'hélice  décrite  par  le 
point  (  C,  C  ). 

La  première  tangente  i.i'  touche  le  cercle  du  rayon  OM  au  point  i',  et  le 
plan  tangent  à  la  surface  du  filet,  qui  a  pour  trace  horizontale  cette  tangente^ 
touche  le  cône  droit  C  suivant  une  droite  dont  la  projection  horizontale  est  Oi'. 
Ce  plan  coupe  le  cône  droit  qui  a  pour  base  le  cercle  du  rayon  OL,  suivant 
une  droite  dont  la  projection  horizontale  est  Ofiy  qu'on  déteimine  en  faisant 
l'angle  l'OjS  égal  à  l'angle  MOL.  Menant  par  le  centre  A  du  cercle  CFEF  le 
rayon  AQ  parallèle  à  00,  l'extrémité  Q  de  ce  rayon  est  la  projection  horizon- 
tale du  point  cherché  (  Qi  ?  )  sur  l'hélice  décrite  par  le  point  (  C,  C  )• 

168.  La  droite  OQ  prolongée  coupe  la  courbe  spirale  au  point  de  contact  1 
de  cette  courbe  et  de  la  droite  horizontale  i.i',  trace  du  plan  qui  est  tangent  à 
la  surface  du  filet,  au  point  (  Q,  ç  )  de  cette  surface.  L'intersection  de  ce  plan 
tangent  et  de  l'axe  (  A,  aa'),  est  le  point  (  A,  4)  qu'on  détermine  en  menant 
le  plan  vertical  O/,  parallèle  au  plan  vertical  de  projection.  La  section  du 
plan  tangent  par  le  plan  vertical  0<r,  est  une  droite  dont  la  projection  verti- 
cale est  os.  Par  le  point  (7,  /)  de  cette  droite,  situé  dans  le  plan  vertical  Ay 
parallèle  à  la  droite  i.i'/,  on  mène  l'horizontale  (  Ay,  /vp)  du  plan  tangent^ 
la  parallèle  y'4  ^  XY,  coupe  la  droite  aa  au  point  4«  La  droite  génératrice  du 
filet  dans  sa  première  position  (CB,  C'^),  coupe  l'axe  (A,  a  A' a'  )  au  point 
(  A,  a'  )  ;  quand  elle  coupe  l'axe  au  point  (  A,  4  )>  chacun  de  ses  points  s'est 
élevé  de  la  hauteur  ^4  dont  on  connaît  le  rapport  avec  la  hauteur  du  pas  de 
l'hélice  décrite  par  le  point  (  C,  C  ).  Prenant  un  arc  CFQ  du  rayon  AC,  qui 
soit  à  la  circonférence  entière  dans  le  même  rapport,  l'extrémité  Q  de  cet  arc 
sera  la  projection  horizontale  du  point  cherché  (Q,  q)  de  l'hélice  décrite  par 
le  point  (C,  C),  et  qu'on  a  déjà  trouvé  par  une  autre  considération. 

On  construira  de  la  même  manière  le  point  (R,  r),  sur  l'hélice  décrite  par 
le  point  (  B,  é  ),  et  quant  aux  points  intermédiaires  compris  entre  les  deux 
plans  verticaux  AS,  AR,  on  les  trouverait  ou  par  la  même  méthode,  ou  par  la 
considération  du  paraboloîde  tangent  (art.  1G2). 


*  ^ 
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i68.  Le  second  plan  tangent  à  la  surface  du  fibet  dont  la  trace  horizontale 
est  2.a\  touche  cette  surfece  au  point  (  Q',  q  ),  situé  sur  le  tour  du  filet  qui 
suit  immédiateroent  celui  sur  lequel  on  a  trouvé  le  point  (  Q,  ^  ).  Le  cône  tan- 
gent, dont  le  sommet  est  au  point  donné  (  O,  o  ),  touche  les  tours  successifs 

du  filet  suivant  les  courbes  (QR,  ^r  ),  (Q'R',  qr  ), et  ainsi  de  suite  à  l'in* 

6ni.  Dans  le  cas  où  le  cône  tangent  devient  un  cjrlindre,  tous  les  points  tels 
que  q,  q\  etc.,  ou  r,  r  etc.,  sont  situés  sur  une  parallèle  à  la  projection  verti* 
cale  aAV  de  Fax»  du  noyau.,  i..  ;  •  . 

Les  courbes  de  contact  de  là^suHSace  de  la  vis  et  du  cône  tangent  à  cette 
surface^  qu'on  n'a  tracées  que  sur  le  dessus  des  filets,  se  construiraient  de  la 
même  manière  pour  le  dessous. 

Quant  aux  ombres  portées  sur  les  filets  de  la  vis,  on  peut  consulter  la  lé- 
gende de  l'épure,  que  nous  avons  publiée  en  i8i3  (tome  II  de  la  Corres- 
pondance^ n^  V,  page  44?  )•  Cette  épure  compre&d  le  dessin  complet  de 
la  vis  avec  sa  tête  et  son  écrou>  qui  était  le  sujet  de  lîune  de  mes  leçons  à 
l'École  polytechnique. 


§  yi.  n£S  poiirrs  builla^ns  des  surfaces. 

Pe  la  largeur  de  la  pénombre,  dans  V hypothèse  où  le  corps  lumineux  et  le  corps 
opaque  sont  des  sphères.  (  PL  8  O,  réunie  à  la  planche  i  o  P.  ) 

169.  On  a  vu  (art.  102)  que  les  surfaces  du  corps  lumineux  et  du  corps 
jopaque  étant  données,  la  surface  développable  circonscrite  à  ces  deux  surfaces 
est  déterminée  ;  qu'elle  est  l'enveloppe  de  l'espace  qu'un  plan  mobile  parcour- 
rait en  touchant  continuellement  les  surfaces  des  deux  corps;  enfin,  que  les 
portions  de  l'espace,  comprises  entre  les  nappes  de  cette  surface  enveloppe, 
5ont  dans  Tombre  ou  dans  la  pénombre.  Prenons  pour  exemple  la  terre  éclai- 
rée par  le  soleil,  et  supposons  que  chacun  de  ces  corps,  l'un  opaque,  l'autre 
lumineux,  soient  des  sphères;  en  joignant  leurs  centres  par  une  droite,  un 
plan  quelconque  mené  par  cette  droite  contient  les  centres  S,  T  (/?/.  8  O, 
/ig.  I  )  du  soleil  et  dé  la  terre,  et  les  grands  cercles  ABD£,  abde  de  ces  deux 
globes.  La  surface  développable,  circonscrite  aux  deux  sphères  des  centres  S 
.et  T,  se  compose  de  deux  cônes  droits  qui  ont  pour  axe  commun  la  droite  ST 
des  centres,  et  pour  sommets,  l'un  le  point  I  de  l'axe  situé  entre  les  centres, 
l'autre  un  point  situé  au-delà  des  centres*  Le  premier  cône  est  tangent  aux 
sphères  suivant  les  cercles  des  diamètres  AB  et  o^,  et  le  second  cône  suivant 
les  cercles  des  diamètres  DE,  de;  l'ombre  totale  de  la  sphère  du  centre  T,  est 
comprise  entre  ce  dernier  cercle  et  le  second  cône  droit,  prolongé  indéfini- 


\ 


aSa 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 


ment  au-delà  du  centre  T.  La  pénombre  est  la  partie  de  l'espace  comprise 
entre  la  zone  sphérîque  qui  est  terminée  par  les  cercles  des  diamètres  ab,  de, 
et  les  deux  cônes  droits  prolongés  indéfiniment  au-delà  de  ces  cercles.  En 
coupant  les  deux  cônes  par  un  plan  XY  perpendiculaire  à  la  droite  SX  des 
centres,  la  section  de  l'ombre  totale  est  un  cercle  du  diamètre  PQ,  et  celle  de 
la  pénombre  est  un  disque  compris  entre  les  cercles  des  rayons  'Kp,  RP.  Les 
plans  tangens  à  la  sphère  T,  menés  par  les  deux  points  m,  m  de  la  pénom- 
bre Q^^  étant  prolongés  indéfiniment  en  M  et  M',  ils  séparent  la  sphère  lumi- 
neuse S  en  deux  parties  inégales,  dont  une  seulement  éclaire  le  point  m  ou  le 
point  m  ;  ce  dernier  point,  plus  éloigné  de  Tombre  totale  que  le  premier,  est 
aussi  plus  éclairé. 

Lorsque  la  distance  ST  des  centres  des  deux  sphères  est  très-grande,  les 
droites  Ee,  Ala  des  cônes  circonscrits  à  ces  sphères,  se  coupent  en  un  pointe, 
très-rapproché  de  la  sphère  du  centre  T.  Les  points  S,  T  étant  considérés 
comme  les  centres  du  soleil  et  de  la  terre,  cette  distance  est  de  ^3578  rayons 
terrestres;  alors  le  point  c  ne  s'écarte  pas  sensiblement  de  la  surface  de  la 
terre,  et  l'angle  d'un  demi-degré,  sous  lequel  on  voit  le  soleil  d'un  point  quel- 
conque de  la  terre,  diffère  peu  de  celui  que  les  deux  côtés  cA,  cE  ou  leurs  pro- 

longemens  cq,  cQ  font  entre  eux.  Il  en  résulte  que  le  rapport  -^^  de  la  lar- 
geur Q^  de  la  pénombre  sur  le  plan  XY,  à  la  droite  cQ,  distance  du  point  c  à 
l'ombre  Q'de  ce  point,  a  pour  valeur  très-approchée,  le  rapport  inverse  du 
rayon,  à  la  tangente  d'un  angle  de  demi-degré,  c'est-à-dire  77-5.  Si  le  plan  d'om- 
bre Qq'  était  incliné  par  rapport  au  plan  XY,  la  nouvelle  pénombre  Q^'  se- 
rait à  très-peu  près  égale  à  la  première  Q^  multipliée  par  le  sinus  de  l'angle 
Q^'^  du  plan  Q^'  et  du  rayon  de  lumière  cqq\  En  supposant  cet  angle 
de  45  degrés,  on  aurait  Qq  =  Qq  ^  a,  et  par  conséquent  le  rapport  de  la 
pénombre  Ç^q  à  la  droite  cQ,  distance  du  point  c  à  son  ombre  Q,  serait  ^, 
produit  de  7I7  par  J/^  2. 

Jja  zone  sphérique,  comprise  entre  les  cercles  des  diamètres  ab^  de  y  appar^ 
tient  à  la  pénombre;  et  parce  que  les  rayons  T^>  Td  perpendiculaires  aux 
côtés  des  cônes  B^/>^  Â^P  font  entre  eux  uu  angle  égal  4  celui  de  ces  côtés^ 
c'est-à-dire  d'un  demi-degré,  il  s'ensuit  que  la  largeur  bdy  ou  o^,  de  la  pé- 
nombre sur  la  sphère  terrestre,  est  à  très-peu  près  la  1 1 5^  partie  du  rayon  de 
cette  sphère» 
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Du  rapport  des  clartés  réelles  et  apparentes^  dans  Vhjrpothèse  d*un  corps  lumi^ 
neux  à  dimensions  finies.  —  Des  points  brillons  des  surfaces  polies. 

170.  Nous  avons  déterminé  les  ombres  linéaires,  en  supposant  que  chaque 
point  de  l'espace  n'est  éclairé  que  par  un  seul  rayon,  parallèle  à  une  droite 
donnée/ou  partant  d'un  point  lumineux.  Dans  cette  hypothèse,  et  si  les  rayons 
de  lumière  sont  parallèles  entre  eux,  tous  les  points  isolés  de  l'espace  sont  éga- 
lement éclairés,  et  la  clarté  d'un  élément  de  surface  courbe  est  proportionnelle 
au  sinus  de  Fangle  que  le  plan  de  cet  élément  fait  avec  le  rayon  de  lumière. 
Lorsque  les  rayons  partent  d'un  point,  la  clarté  d'un  point  isolé  de  l'espace  est 
en  raison  inverse  du  carré  de  sa  distance  au  point  lumineux;  celle  d'un  élé- 
ment de  surface  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de  cet  élément 
au  point  lumineux,  et  en  raison  directe  du  sinus  de  l'angle,  formé  par  le 
plan  de  l'élément  et  par  le  rayon  de  lumière  incident  ;  le  rapport  de  la  clarté 
réelle  d'un  point  isolé  de  l'espace,  à  sa  clarté  apparente,  ne  dépend  que  de  la 
distance  de  ce  point  à  l'œil  du  spectateur,  et  ce  rapport,  pour  un  élément 
de  sur&ce,  dépend  d'abord  de  cette  distance,  et  ensuite  de  l'angle  que  le 
rayon  visuel,  dirigé  vers  l'œil,  fait  avec  le  plan  de  Téléraent.  La  détermination 
des  clartés  réelles  et  apparentes  devient  beaucoup  plus  compliquée  dans  l'hy- 
pothèse où  la  lumière  émane  d'un  corps  à  dimensions  finies,  tel  que  le  soleil  : 
alors,  la  clarté  d'un  point  isolé  de  l'espace  est  déterminée  par  le  cône  lumi- 
neux qui  a  son  sommet  en  ce  point,  et  qui  est  circonscrit  à  la  surface  du  corps 
lumineux.  Un  point  dont  le  cône  lumineux  n'est  atteint  par  aucun  corps 
opaque^  est  totalement  éclairé  (art  97);  les  points  totalement  éclairés  ne 
le  sont  également,  que  lorsque  les  cônes  lumineux  qui  les  éclairent  sont 
égaux. 

Après  avoir  construit  les  lignes  qui  forment  sur  la  surface  d'un  corps 
donné,  la  séparation  d'oinbre  et  de  lumière  et  le  contour  apparent  qui  cor- 
respond à  une  position  déterminée  de  l'œil  d'un  spectateur,  la  partie  de  la 
surface  comprise  entre  ces  lignes,  est  visible  en  totalité,  et  cependant  elle  ne 
le  serait  qu'en  partie,  si  le  corps  était  par&itement  poli.  En  effet,  considé- 
rons un  point  éclairé  de  ce  corps,  placé  dans  l'intérieur  du  contour  apparent. 
Ce  point,  dans  l'hypothèse  d'un  corps  lumineux  à  dimensions  finies,  est  le 
sommet  du  cône  de  lumière  dont  la  surface  est  circonscrite  à  celle  du  corps 
lumineux  ;  or,  on  conçoit  qu'aucun  des  rayons  de  lumière  appartenant  au  cône 
de  lumière,  ne  puisse  être  réfléchi  vers  l'œil  du  spectateur  :  donc  il  peut 
arriver  que  le  point  de  l'intérieur  du  contour  apparent  sur  le  corps  opaque 
d<Hiné,  ne  soit  pas  visible  si  ce  corps  était  parfaitement  poli.  Mais  tous  les 
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points  éclairés  de  l'intérieur  du  contour  apparent  d'un  corps  opaque,  sont  ef* 
fectivement  visibles.  Il  résulte  de  cette  observation  qu'il  n'y  a  aucun  corps 
qui  soit  d'un  poli  parfait.  La  surface  de  tous  les  corps  est  ondulée;  chaque  mo- 
lécule de  cette  surface  s'étend  dans  divers  sens,  et  présente  au  corps  lumi^ 
neux  une  facette,  qui  réfléchit  la  lumière  vers  l'œil  du  spectateur» 

I^a  partie  d'un  corps  qui  serait  la  seule  visible  dans  l'hypothèse  d'un  poli 
parfsiity  en  aérait  encore  la  partie  brillante  dans  l'hypothèse  contraire,  et  Ton 
pourrait  proposer  d'en  déterminer  le  contour,  qui  dépendrait  de  la  forme  du 
corps  opaque  et  du  corps  lumineux,  et  de  leuris  positions  par  rapport  au 
spectateur.  Nous  allons  résoudre  ce  problème  pour  le  cas  particulier  où  le 
corps  lumineux  se  réduit  à  un  point.  Alors  les  seuls  points  visibles  d'un 
corps  dans  l'hypothèse  d'un  poli  parfait,  sont  encore  les  points  brillans  d^ 
ce  corps,  en  admettant  l'imperfection  du  poli  des  surfaces. 

Du  point  brillant  sur  une  surface  courbe  quelconque. 

I  ^  I .  Quelle  que  soit  la  surface  du  corps  donné,  on  conçoit  un  ellipsoïde 
de  révolution  tangent  à  cette  surface  et  qui  a  pour  foyers  le  point  lumineux  et 
l'œil  du  spectateur.  Le  point  de  contact  de  la  surface  proposée  et  de  l'ellip- 
soïde, détermine  le  point  brillant.  La  normale  en  ce  point  divise  en  deux 
parties  égales  le  rayon  de  lumière  incident  et  le  rayon  réfléchi  vers  l'oeil  du 
spectateur;  de  plus,  elle  passe  par  Taxe  de  révolution  de  l'ellipsoïde,  qui 
joint  le  point  lumineux  et  l'œil  du  spectateur.  Lorsque  les  rayons  de  lumière 
sont  parallèles  entre  eux,  l'ellipsoïde  tangent  se  change  en  un  paraboloîde 
de  révolution,  qui  a  pour  axe  la  parallèle  au  rayon  de  lumière  nienée  par 
l'œil  du  spectateur.  La  normale  au  point  de  contact  de  la  surface  du  corps 
et  du  paraboloîde,  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  formé  par  le  rayon 
incident  en  ce  'point  et  par  le  rayon  réfléchi  vers  l'œil;  elle  passe  auss^ 
par  l'axe  du  paraboloîde. 

Construction  du  point  brillant.  {PL  8.  O^Jtg.  a.) 

V  Dans  l'hypothèse  d'un  point  lumineux. 

17a.  On  joint  Tœil  du  spectateur  et  le  point  lumineux  par  une  droite,  et 
par  tous  les  points  de  cette  droite,  on  mène  des  normales  à  la  surface  pro- 
posée. Les  pieds  de  ces  normales  sur  la  surface,  forment  une  courbe  qui  est 
évidemment  le  lieu  géométrique  du  point  brillant.  Mais  il  y  a. sur  chaque 
normatle  un  point  que  l'on  peut  regarder  comme  le  sommet  d'un  angle  dont 
les  côtés  passent  par  le  point  lumineux  et  par  l'œil  du  spectateur,  et  qtxi  est 
divisé  en  deux  parties  égales  par  la  normale  ;  ce  point  qui  appartient   à  une 
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courbe  de  la  surface  réglée  des  normales,  serait  le  point  brîllant  demandé , 
s'il  était  le  pied  de  la  normale;  d*où  il  suit  que  cette  courbe  est  un  lieu  géo» 
métrique  du  point  brillant.  Mais  la  courbe  des  pieds  des  normales  sur  la  sur* 
Ëice  proposée  est  un  autre  lieu  géométrique  du  même  point  ;  donc  l'intersec- 
tion de  ces  deux  courbes  détermine  le  point  brillant. 

d!^  Dans  l'hypothèse  des  rayons  lumineux  parallèles. 

On  mène  par  l'œil  une  parallèle  aux  rayons  lumineux;  de  tous  les  points 
de  cette  droite,  ou  abaisse  des  normales  sur  la  surface  proposée.  La  courbe 
des  pieds  des  normales,  et  celle  des  sommets  des  angles  égaux  formés  de  part 
et  d'autre  de  chaque  normale  par  un  rayon  incident  et  un  rayon  réfléchi, 
déterminent  le  point  brillant 

Explication  de  lafig.  ^ipl*  8.  O. 

173.  Soient  L  le  point  lumineux,  œ  l'œil  du  spectateur,  NO  une  normale  à 
là  surface,  menée  par  un  point  quelconque  N  de  la  droite  La?  qui  joint  l'œil 
et  le  point  lumineux.  On  abaisse  la  perpendiculaire  oef^œ'  sur  NO,  et  on  porte 
la  distance  Qce  en  Qo?'.  La  droite  \jcé  prolongée  coupe  la  normale  au  point 
P,  qui  serait  le  point  brillant  de  la  surface,  si  ce  point  coïncidait  avec  le  pied 
de  la  normale  sur  la  surface. 

Lorsque  les  rayons  de  lumière  sont  parallèles  à  la  droite  donnée  p,  on 
mène  par  l'œil  œ  la  parallèle  a?N'  au  rayon  donné  p,  et  par  un  point  N'  de 
cette  parallèle,  la  normale  à  la  surface.  Ayant  abaissé  la  perpendiculaire  œœ' 
sur  cette  normale ,  on  porte  la  distance  af^  en  ^os;  la  parallèle  â?'P'  à  la 
droite  p  coupe  la  normale  au  point  P',  qui  serait  le  point  brillant  de  la  sur* 
face,  si  ce  point  coïncidait  avec  le  pied  de  la  normale  sur  la  surface. 

Ces  deux  constructions  font  voir  comment,  dans  l'hypothèse  d'un  point  lu- 
mineux ou  des  rayons  parallèles ,  on  détermine  sur  chacune  des  normales 
d'une  surface,  qui  est  dans  le  plan  de  l'œil  et  d'un  rayon  lumineux,  un  point 
tel  que  P  ou  P'  d'une  courbe,  qui  est  un  lieu  géométrique  du  point  brillant 
de  la  surËaice. 

Construction  du  point  brillant  sur  quelques  sw faces  particulières. 

a 

174.  La  méthode  générale  que  nous  venons  d'exposer  se  simplifie  pour  quel- 
ques  cas  particuliers  que  nous  allons  examiner. 

Supposons  I®  que  la  surface  donnée  soit  telle  qu'elle  ait  pour  surface  nor- 
male le  long  d'une  ligne  connue,  un  plan  ;  chacun  de  ces  plans  normaux  cou- 
pera la  ligne  droite  qui  joint  l'œil  du  spectateur  et  le  point  lumineux,  ou  la 
parallèle  aux  rayons  de  lumière  menée  par  l'œil;  si  du  point  d'intersection,  on 
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abaisse  une  normale  sur  la  ligne  contenue  dans  le  plan  normal,  elle  sera  aussi 
normale  à  la  surface  :  le  pied  de  cette  normale,  et  le  sommet  de  l'angle  qu'on 
trouve  sur  cette  normale  comme  pour  le  cas  général,  appartiennent  à  deux 
courbes,  dont  l'intersection  détermine  le  point  brillant 

Les  surfaces  dévèloppables  et  les  surfaces  de  révolution  sont  dans  ce  cas 
particulier,  car  elles  ont  pour  surfaces  normales  des  plans  qui  coupent  les 
premières  suivant  des  droites,  et  les  dernières  suivant  des  courbes  méri- 
diennes. 

ao  La  surface  proposée  peut  avoir  pour  surfaces  normales  suivant  des  lignes 
connues,  ou  des  cylindres  ou  des  cônes  qui  ont  ces  lignes  pour  bases.  Dans  le 
premier  cas,  on  mène  un  plan  par  la  droite  qui  joint  le  point  lumineux  et 
l'œil  du  spectateur,  et  par  une  parallèle  à  la  génératrice  de  l'un  des  cylindres 
normaux;  si  ce  plan  coupe  Je  cylindre,  il  contiendra  une  normale  sur  la-  - 
quelle  on  aura,  comme  précédemment,  les  points  de  deuip  courbes  dont  l'in- 
tersection détermine  le  point  brillant.  Dans  le  second  cas,  on  mène  le  plan 
par  la  droite  qui  joint  le  point  lumineux  et  l'œil  du  spectateur,  et  par  le 
sommet  de  l'un  des  cônes  normaux;  l'intersection  du  plan  et  du  cône  nor- 
mal, détermine  une  normale  à  la  surface  proposée,  qui  rencontre,  ppmme  la 
précédente,  la  droite  menée  par  Tœil  et  par  le  point  luiïiineux,  ou  la  pa? 
rallèle  aux  rayons  lumineux  qui  passe  par  l'œil,  lorsque  le  point  luniineui^ 
est  à  l'infini. 

On  a  vu  (  art.  192,  liv.  P**)  que  les  surfaces  de  révolution  ont  pour  surfaces 
normales  suivant  des  cercles,  des  cônes  droits  qui  ont  pour  bases  ces  cercles, 
et  pour  sommets,  des  points  de  l'axe  de  révolution;  on  pourra  donc  employer 
les  cônes  normaux  pour  la  recherche  des  points  brillans.  La  détermination 
de  ces  points  sera  encore  plus  facile  que  par  la  méthode  précédente,  qui  sup-> 
pose  qu'on  sache  abaisser  d'un  point  hors  d'une  courbe  mendiepne|  une  nor- 
male sur  cette  courbe. 

3*»  La  surface  proposée  est  réglée,  c'est-à-dire,  qu'elle  a  pour  génératrice 
une  ligne  droite.  Toute  surface  réglée  a  pour  surface  tangente,  suivant 
une  droite ,  une  infinité  de  plans  gauches  ou  paraboloïdes  hyperboliques 
(art.  i5o,  pag.  88).  Or,  l'un  de  ces  paraboloïdes  tangens  a  pour  directrices ^ 
trois  droites  perpendiculaires  à  la  droite  de  la  surface  réglée;  donc  si  Ton 
fait  tourner  ce  parabolojide  autour  de  1^  droite  de  contact ,  il  deviendra, 
après  un  quart  de  révolution,  normal  à  la  surface  réglée.  Il  n'y  a  donc  au* 
cune  droite  de  cette  surface  par  laquelle  on  ne  puisse  concevpir  un  plan  gau- 
che qui  lui  soit  normal.  La  droite  qui  joint  le  point  lumineux  et  l'œil    du 
spectateur,  ou  la  parallèle  aux  rayons  de  lumière  menée  par  l'œil,  rencontre 
ce  p9raboloî4js  normal  en  un  point.  lie  plan  conduit  par  ce  point  et  par  U^ 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE.  a5y 

droite  de  la  surface  réglée,  contient,  comme  dans  la  solution  générale,  une 
normale  sur  laquelle  se  trouvent  les  points  des  deux  courbes,  dont  Tinter- 
section  détermine  le  point  brillant. 

Des  points  brillans  à  vue  d'oiseau^  c'est-à-dire  dans  V hypothèse  où  le  specta- 
îeur  est  à  une  distance  des  objets  visibles,  telle  que  tous  les  rayons  visuels 
peuvent  être  considérés  comme  parcdlèles  à  une  droite  donnée. 

1 7 5.  Le  point  brillant d^une  sur£sice  est,  dans  cette  hypothèse,  l'intersection 
de  deux  droites,  qui  sont  parallèles,  l'une  aux  rayons  lumineux,  et  l'autre 
aux  rayons  visuels,  ou  l'intersection  d'une  parallèle  aux  rayons  visuels  et 
d'une  droite  qui  passe  par  le  point  lumineux.  Dans  les  deux  cas,  la  direction 
de  la  normale  passant  par  le  point  brillant  sera  déterminée,  puisqu'elle  divise 
en  deux  angles  égaux,  l'angle  des  rayons  incidens  et  réfléchis  de  ce  point  ;  la 
recherche  du  point  brillant  dépend  donc  de  la  solution  de  ce  problème  : 

Étant  donnée  une  surface  courbe ,  lui  mener  une  normale  parallèle  à  une 
droite  donnée?  Ou  de  celui-ci  : 

Étant  donnée  une  surface  courbe ^  lui  mener  un  plan  tangent  perpendicu- 
laire à  une  droite  donnée  ? 

Ce  dernier  problème  se  fésout  (art.  iio)  en  enveloppant  la  surface  pro- 
posée de  deux  surfaces  cylindriques,  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à 
deux  droites  menées  dans  le  jrfan  perpendiculaire  à  la  droite  donnée  ;  les 
deux  courbes  de  contact  se  rencontrent  au  point  brillant. 

Si  la  surface  proposée  est  de  révolution,  on  mènera  d'abord  un  plan  mé- 
ridien parallèle  à  la  droite  donnée,  qui  contiendra  une  courbe  méridienne; 
la  normale  à  cette  courbe,  parallèle  à  la  droite  donnée,  cmipe  la  surface  de 
révolution  slvl  point  brillant  de  cette  surface. 

Dans  le  cas  où  la  surface  de  révolution  est  une  sphère,  on  mène  par  le 
centre  de  cette  sphère  une  parallèle  aux  rayons  visuels,  et  par  ce  même  centre 
lin  rayon  lumineux;  le  diamètre  de  la  sphère  qui  divise  en  deux  parties 
égales  l'angle  de  la  parallèle  aux  rayons  visuels  et  du  rayon  lumineux,  coupe 
la  sphère  au  point  brillant  {fg.  3  et  4»  P^'  8, 0). 

176.  On  a  déterminé  (art.  i3a,/?/.  2,0)  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et 
de  lumière  sur  une  sphère,  dans  l'hypothèse  où  les  rayons  de  lumière  seraient 
parallèles  à  une  droite  donnée  (L,  l)jfg.  3  et  4,  pL  8.  O.  Cette  ligne  est  un 
grand  cercle  de  la  sphère,  qui  a  pour  projections  les  ellipses  (EFGH,  iir's'). 
Pour  trouver  le  point  brillant  par  rapport  k  un  spectateur  placé  à  une  dis«* 
tance  infinie  du  plan  horizontal  de  projection  {fg.  3),  on  conçoit  le  plan 
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vertical  ÂM  parallèle  à  la  droite  L,  et  dans  ce  plan  le  rayon  de  luroière  AN 
et  la  verticale  AG  passant  par  le  centre  de  la  sphère;  la  droite  Apqni  divise 
en  deux  parties  égales  l'angle  GAN,  coupe  le  grand  cercle  BCGH  au  poiot 
py  qui  est  le  point  brillant  demandé;  ce  point/?  est  en  projection  horizon- 
tale p. 

On  trouve  de  la  même  manière  le  point  brillant  pour  un  spectateur  placé 
à  une  distance  infinie  du  plan  vertical.  Le  plan  ab'  {Jîg.  /(),  perpendiculaire 
à  ce  plan  vertical,  et  parallèle  à  la  droite  l,  contient  le  rayon  de^  lumière  ani 
et  riiorizontale  a^,  passant  par  le  centre  a  de  la  sphère.  La  droite  af,c(ui 
divise  en  deux  parties  égales  Fangle  Aam ,  coupe  le  grand  cercVe*  bciÂ-  au 
point  ^;  ce  point  est  un  autre  point  brillant,  qui  a  pour  projection  verticale 
le  point  q. 

177.  Nous  terminerons  ce  chapitre  des  ombres,  par  les  légendes  des  trois 
planches  cotées  i5,  16  et  17,  qui  offrent  d'autres  exemples  de  l'application 
de  la  géométrie  descriptive  au  tracé  des  ombres  linéaires;  les  deux  premiers 
exemples  sont  pris  dans  les  ordres  d'architecture,  le  troisième  dans  la  gno- 
monique. 

I^  base  attique(j9Z.  i5,  O),  se  compose  de  huit  solides  de  révolution  et 
d'un  parallélipipède  rectangle. 

Ombres  d*une  base attique.  (PI.  i5.  O.) 

nOMS  DES  PARTIES  DONT  SE  COMPOSE  DKSIGlTATIOir  DSS  OMBRES  LUriAIRES 

LA  B\S£  ATTIQUE.  A  CDlTSTRUlBE. 

Fut  de  la  colonne j  Séparation  d  ombre  et  de  lumière. 

i^       i        I  j    r*  ^  1 1"*  Séparation  d'ombre  et  de  lumière. 

Congé  au-dessous  du  fut..  .  .  •  .  <      ^^,  ,  •    r*     1    .        1 

(  u*  Ombre  portée  par  le  fut  de  la  colonne. 

Premier  filet  au-dessous  du  congé.   ]  Séparation  d'ombre  et  de  lumière. 

[V  Ombre  portée  par  le  premier  filet,  qui 

p  . .  j .  !     se  compose  des  ombres  portées  par  une 


\     droite  et  par  un  cercle. 


a"*  Séparation  d'ombre  et  de  lumière. 

Deuxièmefiletau-dessous  du  petit  ( 
|.Qj.g  \  Ombre  portée  par  le  tore. 

il*  Ombre  portée  par  le  cercle  inférieur 
du  deuxième  filet, 
a*  Ombre  portée  par  le  tore. 

Troisième  filet  au-dessous  de  la   (  ^ ,  „      ,  ,    , 

^ç^^jg  <  Séparation  d  ombre  et  de  lumière. 
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irOH6  DIS  PARTIES  DOITT  SE  COMPOSE  PÉSIGV ATIOK  DES  OMBEES  LUTEAIEES 

LA'BÂSE  ATTIQUE.  A  CONSTRUIBE. 

1^  Ombre  portée  par  le  troisième  filet 
(^f^ojr.  plus  haut  petit  tore.) 
Gros  tore. ^  ^o  Ombre  portée  par  le  petit  tore. 

y  .Séparation  d'ombre  et  de  lumière. 
(  Faces  verticales,  les  unes  éclairées,  les  au- 
^^^"^*^®'  •  •  ' {     très  dans  l'ombre. 

La  base  attique  est  représentée  (  d/.  i5.  O)  en  plan  et  eii  élévation.  L'élé- 
vation est  en  même  temps  une  section  de  cette  base  par  un  plan  qui  passe 
par  son  a^^e^  et  qui  fait  voir  les  courbes  méridiennes  génératrices  des  solides 
de  révolution  dont  elle  se  compo^. 

Ombres  d^un  chapiteau  dorique,  plan  et  éléi^ation  (PL  i6. 0.). 

ICOMS  DES  PARTIES  DOmT  SE  COMPOSA  DÉSIGNATION  pES  OMBRES  LUfEAIRES 

U  CHAPITEAU  DORIQUE.  A  CONSTRUIRE. 

^.,  ^       j  j    „     ,.  (Facesvertîcales,  les  unes  éclairées,  les  au- 

Filet  au-dessous  de  larchitrave.  •  <  i       i,     V 

(     très  dans  1  ombre. 

il*  Ombre  du  filet, 
a*  Séparation  d'ombre  et  de  luiçière. 
3*  Ombre  du  talon  sur  lui-même. 
Larmier  (  surfaces  planes) |  Ombres  du  talon. 

^      ^j  j  /     _^       111     (Ombres  du  larmier. 

Qn^Tt  Q^e  voxkà  (surface  de  riéifobi^  ).  .         ,       .  .        «      u         .  j    t 

.    .  ^  \  Ligne  de  séparation  d  ombre   et  de  lu- 

tion) 1     ^., 

^  \     miere. 

I*  Ombres  du  quart  de  rond. 

a*  Ombres  du  larmier. 

i?-f^*.->.,  A  j  11/3"  Suite  de  Fombre  du  quart  de  rond. 

Filet  au-dessous  du  quart  de  rond.   <     ,,,        .,  ...  ,    \. 

^  \     {On  voit  les  projections  de  ces  ombres  «- 

méairessur  VélévcUion^  en  allant  de  gauche 
ià  droite.) 

V  Ombre  du  cercle  inférieur  du  filet. 
la""  Ombres  du  larmier. 

^av€t <  3"  Suite  de  l'ombre  du  cercle  inférieur  du 

filet,  ou  du  cercle  supérieur  du  cave^. 
4"*  Ombre  du  qiiarl  de  rond. 
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NOMS  DES  PARTIES  DONT  SE  GOMPOSB  DÉSIGNATION  SES  OMBRES  LUrÉAIREft 

LE  CHAPITEAU  DORIQUE.  A  CONSTRUIRE. 

I**  Ombre  du  cercle  inférieur  du  cavet. 
a*  Ombre  du  larmier.  # 

,  3*  Suite  de  l'ombre  du  cercle  inférieur  du 
G°'-g«"° (     cavet. 

4*  Ombre  du  quart  de  rond. 

5*  Séparation  d'ombre  et  de  lumière. 

^        1    it    .        1  (i*  Séparation  d'ombre  et  de  lumière. 

Tore  de  lastragale 1  «/^    u  .^  i  j         t 

^  (  a*  Ombre  portée  par  le  quart  de  rond. 

Filet  de  IJastragale |  Ombre  portée  par  le  tore  de  l'astragale. 

,        ,  (  Ombre  du  cercle  inférieur  du  filet  de  Tas- 

^  * " (     tragale. 

Fût  de  la  colonne.  .  , j  •*  ^""^^  ^"  <*'^®  inférieur  du  filet 

a*  Séparation  d  ombre  et  de  lumière. 

Cadran  solaire.  (PI.  17.  O.) 

Ombres  portées  sur  une  surface  donnée  par  une  droite  parallèle  à  l'axe  de  la 
terre  et  par  un  point  pris  sur  cette  droite,  en  supposant  la  droite  et  le  point 
éclairés  par  le  soleil. 

178.  La  détermination  de  ces  ombres  comprend  la  gnomonique  ou  le 
tracé  des  cadrans  solaires.  On  trouve  un  résumé  des  leçons  que  j'ai  faites  i 
l'École  polytechnique  sur  cette  application  de  la  géométrie  descriptive,  dans 
le  1 1®  cahier  du  journal  de  cette  école  (juillet  i8oa),  et  tome  II  de  la  Corres- 
pondance, pages  54-63. 

Un  mémoire  sur  la  Gnomonique,  de  M.  Lefrançois  (page  a6i  de  ce  11* 
cahier),  contient  la  description  d'un  cadran  vertical  avec  les  lignes  horaires 
et  les  courbes  de  déclinaisons.  M.Girard  l'avait  tracé  en  1800  au  palais  Bour- 
bon, occupé  à  cette  époque  par  l'École  polytechnique.  La/?/.  17.  O  fait  voir 
le  cadran  de  l'ancien  collège  Navarre,  où  l'École  a  été  transférée  en  i8o4 
M.  Girard  y  a  ajouté  la  courbe  du  temps  moyen.  L'inscription  de  ce  cadran 
apprend  qu'il  a  été  tracé  en  1747  par  un  savant  (de  Parcieux),  auteur  de  plu- 
sieurs projets  dignes  d'un  bon  citoyen.  Un  cadran  semblable,  qu'on  voit  au 
palais  du  Luxembourg,  Êiçade  sud,  est  de  M.  Bouvard,  membre  de  TAcadémie 
rqyale  des  sciences. 

En  1764,  Pingre,  astronome-géographe  de  la  marine,  a  fait,  exécuter  sur  la 
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colonne  de  la  halle  aux  blés  de  Paris,  un  cadran  cylindrique  qui  subsiste 
encore  et  qu'on  peut  prendre  pour  exemple  d'ombres  portées  par  des  droites 
sur  une  surface  courbe.  L'auteur  de  ce  cadran  a  supposé  que  Taxe  de  la  terre 
passait  par  un  poinf  de  l'axe  vertical  de  la  colonne,  et  il  a  placé  les  verges 
qui  marquent  les  heures  dans  un  même  plan  horizontal.  Chaque  verge,  con- 
sidérée comme  une  ligne  droite  sans  épaisseur,  est  dirigée  suivant  la  droite 
d'intersection  de  ce  plan  horizontal  et  d'un  plan  méridien.  Parmi  les  ombres 
portées  simultanément  par  toutes  les  verges,  il  fallait  distinguer  celle  qui 
indique  la  position  du  soleil.  On  a  placé  à  l'extrémité  de  chaque  verge  une 
plaque  de  cuivre,  sur  laquelle  est  gravé  en  gros  caractères,  et  à  jour,  le  chiffre 
de  l'heure  que  la  verge  horizontale  doit  indiquer.  Le  même  chiffre,  lorsque 
le  soleil  luit,  est  tracé  en  caractères  de  lumière,  au  bas  de  la  ligne  horaii^  du 
cadran,  qui  doit  être  couverte  par  l'ombre  de  la  verge.  Pour  ne  laisser  aucun' 
doute,  on  a  encore  répété  le  chiffre  de  l'heure  au  pied  de  la  verge. 

En  donnant  aux  verges  une  même  longueur  et  une  saillie  convenable  par 
rapport  au  fût  de  la  colonne,  les  ombres  portées  sur  ce  fut  par  les  extrénUJfe 
des  verges,  un  jour  de  l'année,  déterminent  la  courbe  de  déclinaison  corj^- 
pondante  à  ce  jour. 

Le  méridien,  qui  fait  avec  celui  de  Paris  un  angle  dont  la  mesure  est,  pour 
un  jour  déterminé  de  Tannée,  égale  à  la  différence  du  temps  vrai  et  du  temps 
moyen,  réduite  en  degrés,  rencontre  la  courbe  de  déclinaison  correspondante 
à  ce  jour,  en  un  point  qui  appartient  à  la  courbe  du  temps  moyen. 

La  construction  des  cadrans  est  fondée  sur  la  connaissance  de  plusieurs 
faits  astronomiques,  exposés  avec  beaucoup  de  clarté  dans  l'uranographie  de 
M.  Francœur;  la  Notice  suivante  est  extraite  de  cet  ouvrage. 


Notice  historique  sur  les  cadrans  solaires. 

Toul  peuple  qui  a  une  astronomie  régulière  doit  connaître  Tart  de  diviser  le  temps.  Il  esl^ 
donc  certain  que  les  Égyptiens  avaient  trouvé  dans  le  ciel  des  moyens  d'aiteiodre  à  ce  biit.  On 
doit  cependant  avouer  qu'on  n'a  trouvé  aucun  eadran  solaire  dans  les  antiquités  d*Égypte,  et  que 
les  sculptures  ne  foumUsenr  aucun  indice  qu'il  en  ait  existé.  Mais,  d'un  côté,  ces  iastrumens 
sont  peut-être  enfoncés  dans  les  sables,  ou  renversés  au  milieu  des  ruines;  et  de  l'autre,  on  sait 
que  l'esprit  de  la  langue  hiéroglyphique  e^t  de  remplacer  les  ligures  positives  par  des  emblèmes, 
îîul  ne  prétendra  que  ceux  qui  ont  élevé  les  masses  immenses  qu'on  voit  employées  dans  la 
construction  des  édifices,  ne  savaient  pas  la  mécanique,  et  cependant  on  ne  voit  pas  d'hiéro- 
glyphe qui  soit  l'image  d'une  machine. 

Diodore  de  Sicile,  Hérodote  et  Horappollon  aUestent  que  les  Egyptiens  se  servaient  de  clep- 
sjdres  pour  diviser  le  temps.  Ces  instrumens  leur  offraient  une  mesure  de  la  durée  :  et  si  on  a 
obJMté  que  cette  mesure  devmt  être  ineiaete^  parée  que  la  vitesse  du  flaitle  qui  s'écoule  varie 
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avec  sa  hauteur  dans  le  vase,  il  était  [>ossible  d'y  maintenir  un  niveau  constant  »  et  c'est  proba- 

blenaent  ce  qui  a  été  fait.  • 

On  croit  que  ces  nombreux  obélisques,  répandus  sur  le  sol  de  TEgypte,  érigés  en  l'honneur 

du  soleil,  et  dont  plusieurs  ont  été  transportés  à  Rome,  étaient  employés  comme  gnomons. 

Comme  il  n'est  pas  bien  prouvé  qu'on  fût  alors  dans  l'usage  de  |es  surmonter  par  un  globe,  on 

doit  penser  que  la  pénombre  rendait  ces  instrumens  assez  inexacts  (Bailly ,  Jstr,  anc,  p.  3ii)  ; 

ce  qui  n'est  pas  un  motif  de  croire  qu'on  ne  les  ait  pas  employés.  Mais  ce  ftimeux  cercle  d'Osy* 
mandias ,  dont  la  circonférence  avait  365  coudées,  et  qui  était  réservé  à  des  usages  astronomi- 
ques ,  en  a-t-il  pu  avoir  un  plus  utile  et  plus  simple  que  de  faire  connaître  les  asimuts,  et  piur 
conséquent  de  donner  l'heure  le  jour  aussi  bien  que  la  nuit? 

On' lit  dans  Plutarque  {des  Oracles  qui  ont  cessé,  $  3  ),  que  les  Egyptiens  étaient  dans  l'usage 
de  mesurer  la  hauteur  du  pôle  avec  une  tablette  en /orme  de  tuile,  faisant  un  angle  aigu  avec 
un  pian  de  niveau^  On  reconnaît  ici  le  cadran  équinoxial  (tracé  sur  un  plan  parallèle  à  l'éqaateur 
terrestre),  qui  est  une  suite  naturelle  de  la  connaissance  de  l'obliquité  de  l'écliptique.  Qui 
croira,  en  effet ^  que  des  hommes  qui  faisaient  de  l'étude  du  ciel  leur  unique  occopation,  donc 
les  monumens  sont  si  exactement  orientés,  et  pour  lesquels  la  mesure  du  temps  était  si  nécessaire, 
aient  manqué  d'un  instrument  aussi  simple  ? 

C'est  donc  à  tort  que  I)iogène  Laçrce  attribue  l'invention  des  cadrans  solaires  à  Anaximandre, 
e^nine  à  Anaximène  de  Milet  (vers  l'an  600  avant  J.-C.  ).  Il  est  certain  que,  plus  de  iSo  ans 
avant,  ces  cadrans  étaient  en  usage  dans  la  Judée,  puisque  Dieu  fit  rétrograder  l'ombre  sur  le 
cadran  d'Achaz  \^),  Au'reste,  il  y  a  des  cadrans  solaires  de  tant  de  sortes,  qu'un  perfectionnement 
Cait  à  l'un  de  ces  instrumens  a  pu  être  regardé  par  les  Grecs  comme  ime  découverte  nouvelle. 
Hérodote  dit  positivement  que  les  Grecs  reçurent  les  cadrans  solaires  des  Babyloniens,  et  c'e3t 
probablement  par  cette  voie  que  les  JuifV  eurent  quelques  connaissances  astronpmiqit^*  On  ne 
peut  comparer  le  savoir  des  Grecs  à  celui  des  Egyptiens.  Ceux*ci  nous  laissent  des  temples ,  des 
débris  immenses,  qui  attestent  leur  splendeur  antique  et  leur  puissance  ;  plusieurs  de  ces  édifices 
sont  astronomiques,  et  surpassent  en  grandeur  tout  ce  que  les  hommes  ont  jamais  exécuté^  l'o- 
rigine s'en  perd  dans  la  nuit  des  temps.  D'un  autre  côté,  les  Grecs  vont  chercher  en  Egypte  les 
connaissances  de  tout^eore  qui  leur  manquent;  Orphée,  Homère,  Thaïes,  Eudoxc,  Platon, 
Pythagore,  y  puisent  Tinstruction  qu'ils  ne  peuvent  trouver  dans  leur  patrie;  et  c'est  à  ces 
voyages,  autant  qu'à  leur  génie,  qu'ils  doivent  leur  célébrité. 

Les  Romains  n'ont  jamais  atteint  les  Grecs  en  éloquence^  ni  en  architecture.  Au  rapport  de 
Pline,  c'est  3oo  aus  avant  J,-C.  que  Papirius  Cursor  fit  construire  à  Rome  le  premier  cadran 
solaire;  encore  indiquait-il  mal  les  heures;  et  ce  n'est  que  deux  siècles  avant  les  beaux  jours 
de  la  république,  temps  où  brillaient  Cicéron,  César  et  Caton,  que  Valérius  Messala,  dans  la 
première  guerre  punique ,  rapporta  de  Sicile  un  cadran  solaire,  et  le  fit  p!acer  près  delà  tri- 
bune aux  harangues. 

A  Rome  et  en  Grèce ,  on  s'est  long-temps  servi  de  gnomons  :  un  esclave  était  prépose  poor 
observer  les  progrès  de  l'ombre,  et  avertir  du  moment  où  elle  avait  la  longueur  ixée.  Les  Ro- 
mains se  servirent  aussi  des  clepsydres ,  et  leur  donnèrent  même  un  grand  degré  de  perfection  : 
celle  de  Ctésibius  a  joui  de  quelque  célébrité.  L'eau  s'échappait  des  yeux  d'une  figure,  qui  sem- 
blait  payer  un  tribut  de  pleurs  aux  instans  qui  s'écoulent.  Le  fluide,  reçu  dans  un  réservoir,  y 
élevait  une  autre  figure  armée  d'une  baguette ,  pour  indiquer  les  heures  sur  une  colonne,  la- 
quelle, mue  par  l'eau ,  tournait  sur  son  axe  en  un  an.  On  lisait  ainsi  sous  Findex  le  mois,  le  jour 
ei l'heure.  Ctésibius  vivait  lao  ans  avant  J.-C  {voy,  le  Fitruve  de  Perrault). 


•^^^•^mtm 


(•)  I»«ic,  xxxvuj,  S.  Vojts  encore  Beg.  it,  «,  u. 
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CHAPITRE  IIL 


§   I^^   I>U   TRAC]£   DE   LA   PEBSPECTiyfi  UKÉAIRE. 


1 79.  L'oEiET  à  mettre  en  perspective  étant  rapporté  aux  deux  plans  de  pro- 
jection horizontal  et  vertical,  on  suppose  qu'on  a  déterminé,  pour  chaque 
partie  de  cet  objet,  le  Contour  apparent,  les  lignes  visibles  qui  ont  pour  limite 
ce  contour,  les  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  les  lignes  contours 
d'ombres  portées,  les  points  briilans  ;  le  tracé  de  la  perspective  ne  dépend  plus 
alors  que  de  la  forme  du  tableau  et  de  sa  position  par  rapport  à  l'objet  et  au 
spectateur. 

La  surface  d'un  tableau  peut  être  plane  ou  courbe  ;  elle  est  court>e  dans 
plusieurs  circonstances,  par  exemple,  lorsqu'il  s'agit  de  décorer  l'intérieur 
cl^un  édifice  voûté,  tel  qu'un  dôme  dont  la  voûte  est  sphérique  ou  elliptique  ; 
le  plus  souvent  le  tableau  est  plan.  On  le  suppose  ordinairement  placé  entre 
l'objet  et  le  spectateur;  dans  cette  hypothèse,  les  dimensions  du  dessin  sont 
plus  petites  que  celles  de  l'original  :  elles  seraient  plus  grandes,  si  le  tableau 
était  derrière  l'objet  par  rapport  au  spectateur. 

La  position  de  l'œil  par  rapport  au  tableau,  est  donnée;  on  le  met  ordi* 
nairement  sur  une  perpendiculaire  à  la  surface  du  tableau,  passant  par  le  mi- 
lieu de  cette  surfaces  la  distance  de  l'œil  au  tableau  ne  doit  pas  beaucoup  dif- 
férer de  celle  à  laquelle  ou  se  tient  d'un  objet  pour  le  voir  distinctement.  Le 
champ  de  la  vue  n'est  pas  seulement  limité  par  la  distance  de  l'œil  à  l'objet, 
mais  encore  par  l'angle  des  rayons  visuels  extrêmes. 

On  voit  confusément  la  partie  d'un  tableau  placée  hors  du  cône  qui  a  son 
sommet  à  l'œil,  et  dont  le  côté  fait  avec  le  rayon  visuel  dirigé  vers  le  milieu  du 
tableau,  un  angle  plus  grand  que  le  demi -angle  droit.  La  plus  petite  distance 
à  laquelle  on  voit  un  objet  distinctement  est,  pour  les  vues  ordinaires,  un  dé- 
cimètre. Un  dessin  réduit  ne  produirait  plus  l'effet  de  la  perspective,  si,  d'a- 
près l'échelle  de  réduction,  la  distance  de  l'œil  au  tableau  devenait  moindre 
qu'un  décimètre.  Les  ppints  de  vue  pour  les  plus  grands  tableaux,  tels  que 
les  toiles  d'avant-scène  (?es  théâtres,  ne  sont  pas  à  plus  de  quinze  mètres  du 
spectateur. 

lx>rsque  la  surface  du  tableau  est  im  plan  vertical,  on  le  place  ordinaire- 
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ment  entre  Tobjet  et  le  spectateur,  de  manière  qu'il  soit  parallèle  à  l'horizon- 
tal qui  passerait  par  les  deux  yeux  du  spectateur.  D'après  celte  convention, 
on  est  dans  l'usage,  pour  juger  l'effet  d'un  tableau,  de  se  placer  parallèlement 
à  son  plan,  de  manière  que  l'-ot^il  soit  à  la  hauteur  de  son  centre;  si  le  point 
de  vue  s'écarte  sensiblement  de  cette  position  par  rapport  au  tableau,  la  pers- 
pective prend  le  nom  &  anamorphose.  Nous  ferons  connaître  dans  ce  chapitre 
les  anamorphoses  directes  et  par  réflexipn. 

De  laperspectwe  d'un  système  de  points  sur  un  tableau  plan  et  vertical 

i8a.  Chaque  point  à  mettre  en  perspective  est  déterminé  par  ses  projec- 
tions sur  deux  plans,  l'un  horizontal,  l'autre  vertical  :  le  plan  vertical  du  ta- 
bleau est  donné  par  sa  trace  sur  le  pian  horizontal  On  projette  les  rayons 
visuels  dirigés  vers  les  points  donnés,  sur  un  pian  vertical  perpendiculaire 
au  plan  du  tableau.  L'œil,  considéré  comme  un  point,  étant  donné  par  ses 
projections,  les  projections  horizontales  et  verticales  des  rayons  visuels,  sont 
déterminées.  Chacun  de  ces  rayons  est  cpupé  par  le  plan  du  tableau  en  uu 
point,  qui  est  la  perspective  du  point  d'où  part  le  rayon  visuel.  Pour  construire 
ce  point, sur  le  tableau  même,  on  connaît  la  verticale  du  point  du  tableau  qui 
le  contient)  et  sa  distance  à  la  trace  horizontale  de  ce  plan  ;  d'où  il  suit  qu'en 
regardant  cette  trace  comme  une  ligne  d'abscisses,  et  les  distances  des  points 
du  tableau  à  cette  trace  comme  des  ordonnées,  la  perspective  de  chaque  point 
est  déterminée  par  une  abscisse  et  une  ordonnée  connues. 

De  la  perspective  d'une  ligne  droite  ou  courbe,  sur  un  tableau  plan  ou  courbe, 

1 8 1 .  On  divise  la  ligne  courbe  donnée  en  un  nombre  de  parties  assez  grand 
pour  que  chaque  partie  puisse  être  considérée  comme  une  petite  droite.  Les 
rayons  visuels,  dirigés  de  cette  ligne  vers  l'œil,  forment  une  surface  conique^ 
dont  la  courbe  d'intersection  paf  la  surface  du  tableau,  est  la  perspective  de 
la  ligne.  Cette  courbe  passe  par  les  perspectives  des  points  de  division  de  la 
ligne  proposée,  c'est-à-dire  par  les  intersections  des  rayons  visuels  dirigés  àe 
ces  points  vers  l'œil,  et  de  la  surface  plane  ou  courbe  du  tableau;  intersections 
qu'où  trouve  par  la  méthode  exposée  lîv.  P',  page  38. 

Lorsque  la  ligne  à  mettre  en  perspective  est  une  droite,  le  cône  des  rayons 
visuels  devient  un  plan. 

On  nomme  ligne  originale  Ou  solide  original,  la  ligne  ou  le  solide  qu'il  s'agît 
de  mettre  en  perspective. 
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De  la  perspective  des  droites  parallèles;  de  la  perspective  d'un  système  dépeints^ 

par  la  méthode  dite  des  points  de  concours* 

i8a.  Le  plan  mené  par  Toeil  du  spectateur  et  par  une  droite,  coupe  là  sur- 
face du  tableau  suivant  une  ligne  qui  est  la  perspective  de  la  droite.  Dans  le 
cas  où  plusieurs  droites  données  sont  parallèles,  les  plans  ainsi  menés  passent 
par  une  droite  qui  leur  est  parallèle  ;  si  cette  droite,  qui  passe  aussi  par  Tœil, 
rencontre  la  surface  du  tableau  prolongée  indéfiniment,  le  point  de  rencontre 
se  nomme  point  de  concours  des  perspectives  des  droites  parallèles  données. 
Lorsque  la  sur&ce  du  tableau  est  plane,  ces  perspectives  ont  nécessairement 
un  point  de  concours,  à  moins  que  les  droites  parallèles  entre  elles,  le  soient 
en  même  temps  au  tableau. 

iS3.  Pour  mettre  en  perspective  un  système  de  points,  par  exemple,  les 
sommets  des  angles  de  prismes  ou  de  parallélipipèdes  à  faces  parallèles,  on 
regarde  chaque  sommet  comme  Tinterseo^ion  de  deux  droites  parallèles  aux 
arêtes  des  prismes,  et  on  mène  par  l'œil  du  spectateur  deux  autres  parallèles 
à  ces  arêtes.  Ces  dernières  droites  coupent  la  surface  plane  du  tableau  en  deux 
points,  qui  sont  les  points  de  concours  de  toutes  les  droites  qui  leur  sont  res- 
pectivement parallèles.  Mais  les  deux  droites  menées  par  le  point  qu'on  veut 
mettre  en  perspective,  rencontrent  aussi  le  tableau  en  deux  points  qui  sont 
<léterminés;  les  deux  droites  qui  joignent  ces  derniers  points  et  les  points  de 
concours  des  droites  menées  par  l'œil,  se  coupent;  le  point  d'intersection  est 
la  perspective  du  point,  qui  est  par  hypothèse  le  sommet  d'un  angle  d'un 
prisme  donné. 

Cette  méthode  pour  mettre  en  perspective  un  système  de  points  sur  un 
tableau  plan,  consiste  à  regarder  chaque  point  comme  le  sommet  d'im  triangle 
dont  les  côtés  parallèles  à  deux  droites  données,  coupent  le  tableau  en  deux 
points,  et  qui  a  pour  base  la  distance  de  ces  deux  points.  La  perspective 
de  ce  triangle  est  un  autre  triangle  de  même  base,  dont  les  côtés  passent 
par  les  points  de  concours  des  deux  droites  données;  le  point  du  tableau 
où  ces  côtés  se  rencontrent,  est  la  perspective  du  sommet  du  premier 
triangle. 

On  se  sert  depuis  long-temps  de  cette  méthode  des  points  de  concours, 
pour  mettre  en  perspective  des  édifices  et  autres  monumens  d'architecture. 
On  en  fait  aussi  usage  dans  les  ateliers  où  Ton  exécute  les  décorations  de 
théâtre. 
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De  la  perspective  d*un  solide^ 

1 84.  La  perspective  d'un  solide  à  faces  planes  ou  courbes  comprend  la  pers- 
pective des  points  brillons^  et  celle  des  lignes  suivantes:  j*  le  contour  appa» 
rent;  a""  les  lignes  visibles  renfermées  dans  ce  contour,  parmi  lesquelles  se 
trouvent  les  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  et  les  lignes  con- 
tou  rs  d'ombres  portées. 

On  a  exposé  (art.  iio)  une  méthode  générale  applicable  à  une  surface 
quelconque,  pour  trouver  les  contours  apparens  et  Ifs  lignes  de  séparation 
d'ombre  et  de  lumière  dans  l'hypothèse  d'un  point  lumineux  unique»  onde 
rayons  lumineux  parallèles.  Une  autre  méthode  hoo  moins  générale  donne  les 
perspectives  des  contours  apparens,  en  considérant  ces  lignes  comme  des 
courbes  tangentes  aux  projections  des  génératrices  de  la  surface  proposée  sur 
le  plan  du  tableau,  et  en  supposant  que  ces  projections  soiafit  faites  par  un 
système  de  droites  concourantes  vers  l'œil  ;  d'où  il  suit  que  la  perspective  d'un 
solide  quelconque  se  composera  <ie  lignes  que  l'on  construira  par  points,  ainsi 
qu'on  l'a  expliqué  (  art.  1 80-1 83  ),  et  de  lignes  tangentes  à  d'autres  lignes  con- 
nues sur  le  tableau. 

Mais  lorsque  le  solide  |>roposé  sera  terminé  par  une  surface  appartenant  i 
l'un  des  trois  genres  de  surfaces  que  nous  avons  considérés  dans  le  §  IH 
(p.  ao8-2 1  G)  de  ce  chapitre,  les  contours  apparens  et  les  lignes  de  séparation 
d'ombre  et  de  lumière  seront  déterminés  par  des  constructions  plus  simples, 
d'une  exécution  plus  exacte,  puisqu'on  aura  deux  projections  orthogonatesde 
ces  lignes  ;  il  sera  alors  préférable  de  mettre  chaque  point  de  ces  lignes  en 
perspective  parla  méthode  générale,  ou  parcelle  des  points  de  concours  (jart 
180-18»). 


^■^ 


PREAflER    EXEMPLE  DE    PERSPECTIVE    LINÉAIRE,    PAR    LA    MÉTHODE     GÉNÉRALE. 

Perspective  d'un  cylindre  posé  sur  un  socle  (  Pi.  9.  ^^fig^  i,  li,  3  ). 

i85.  Le  socle  est  un  prisme  à  base  carrée  ABDE  {^fig.  i  ),  dont  la  hauteur 
est  aà  ou  bb*  {fig.  a  )  ;  le  cylindre  a  pour  base  inférieure  le  cercle  (  FGHI,  ih^ 
et  sa  haliteur  est  mesurée  par  les  verticales  ii\  hh  {fig*  ^  ). 

On  suppose  le  tableau  vertical  ;  ses  traces  données  sur  les  plans  de  projec- 
tion sont  les  droites  PQ  {Jîg.  1  ),  pq  [fig.  a  ).  La  position  de  l'ceîl  du  specta- 
teur est  déterminée  par  ses  deux  projections  O  et  o  ^/fg-  i  et  2  ). 
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Perspective  ckk  socle. 

Le  contour  apparent  du  socle  est  formé  des  deux  horizontales  inférieures 
(  AD,  ad  ),  (  AE,  ae)^  des  trois  verticales  (  A,  aa!  ),  (  D,  ûW  ),  (  E,  ee'  ),  et  enfin 
des  quatre  côtés  du  carré  supérieur  (  ABDE,  àb'  ).  Les  rayons  visuels  menés 
de  l'œil  vers  les  extrémités  de  ces  droites,  sont  déterminés  par  leurs  projec- 
tions horizontales  et  verticales;  ils  rencontrent  le  plan  du  tableau  (PQ,/?y) 
en  des  points  que  Ton  rapporte- à  Thorizontale  PQ  et  à  une  verticale  menée 
par  un  point  quelconque  de  cette  horizontale.  Transportant  l'horizontale  PQ 
(Jig.  i)  en  PQ,  sur  le  développement  (Jîg.  3)  du  tableau,  on  construit  la 
perspective  d'un  point  quelconque  tel  que  (  A,  a!  ),  en  menant  le  rayon  visuel 
(OA,  oa'),  qui  coupe  le  tableau  au  point  (A',  a"), et  en  rapportant  ce  point 
sur  le  plan  du  tableau  {fig.  3  ).  La  droite  A'A""  de  ctXXefig.  3  étant  prise  ponr 
la  verticale  qui  passe  par  le  point  A'  {fig.  i  ),  il  n'y  a  aucun  point  de  la  pers- 
pective qui  ne  soit  déterminé  par  deux  droites  rectangulaires  parallèles  Tune 
à  fQ{/ig'  3), l'autre  à  A'A^  Ainsi,  le  rayon  visuel  (OA,  oa')  (/fg.  i  et  a), 
étant  coupé  par  le  plan  du  tableau  en  un  point  (  A',  a")  distant  de  l'horizon- 
tale PQ  (^g.  J  ),  de  la  quantité/?»"  Çfig,  a  ),  on  porte  cette  distance  en  AV 
(^.  3)  sur  la  droite  A'A",  et  le  point  a  est  la  perspective  du  point  (A,  tf'); 
on  aurait  de  même  la  perspective  fi'  (/%.  3  )  du  point  (B,  ô'  )  {Jïg.  i  et  2  ), 
en  portant/?^"  (/%.  a),  sur  D'fi'  {fig.  3  ). 

Perspective  du  cylindre. 

Le  contour  apparent  du  cylindre  est  formé  de  deux  droites  de  ce  cylindre, 
qu'on  détermine  en  menant  par  l'œil  deux  plans  tangens  à  sa  surface.  Ces 
plans  ont  pour  traces  horizontales  les  droites  OF,  OC'  {fig.  i  ),  tangentes  au 
cercle  FQHL  Les  points  de  contact  F,  G  sur  ce  cercle,  sonltles  projections  ho- 
rizontales des  droites  du  contour  apparent,  et  parce  que  le  point  O  e&t  sur 
une  perpendiculaire  K.K'  abaissée  du  centime  K  du  cerck  sur  la  trace  horizon- 
tale PQ  du  tableau,  les  verticales  F,  G  du  cylindre  se  projettent  sur  le  plan 
vertical  XY  {Jig,  a  },  suivant  une  seule  droite^'.  Les  perspective  de  ces  ver- 
ticales tf<o!j  yy  {fig.  3  )  se  construisent  comme  les  perspectives  des  arêtes  ver- 
ticales du  socle. 

La  portion  visible  du  cercle  inférieur  do  <îercle,  a  pour  projection  horizon- 
tale l'arc  FGH  {fig.  1  ),  et  pour  perspective  Tare  d'ellipse  (fky.  Le  cercle  supé- 
TÎeur  rfest  aussi  visible  qu'en  i^artie,  et  sa.  petspective  est  l'ellipse  y  xy,  inter- 
section du  cAne  optique  qui  a  poui*  base  le  cercle  (  FGHI,  i'h  ),  par  le  plan 
du  tableau. 


*. 
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DEUXIÈME  EXEMPLE. 

De  la  perspective  dupiédouche.  (  PI.  lo.  P,  fig.  A,  v,p.  ) 

1 86.  Le  piédouche,  qu'on  emploie  ordinairement  comme  support  d'un  buste 
ou  d'un  vase,  est  un  solide  de  révolution  composé  d'une  plinthe,  d'une  scotie 
et  d'un  filet.  L'axe  de  révolution  du  piédouche  étant  (/?/.  lo.  P)  la  verticale  aa 
du  plan  vertical  XY  {fig.  f  ),  la  ligne  génératrice  de  ce  solide  est  formée  des 
deux  verticales  ee\  kk\  et  d'un  arc  d'ellipse  enk  <jui  coupe  ces  verticales  à  angle 
droit,  aux  points  e\  k.  Cette  ligne^  en  tournant  autour  de  la  droite  aa',  en- 
gendre la  surface  du  piédouche.  La  plinthe  et  le  filet  du  piédouche  sont  des 
cylindres  qui  ont  respectivement  pour  bases  les  cercles  EFGH,  IKLM  {^fig.  h  ), 
et  pour  hauteurs  les  verticales  eé^  kk  {fig.  t^  ). 

Le  tableau  est  un  plan  vertical  CED  {fig.  A  )i  perpendiculaire  au  plan  mé- 
ridien ÂBB'  mené  par  l'œil  du  spectateur;  la  trace  cld'  du  tableau  sur  le  plan 
vertical  XY  {fig-^)^  parallèle  à  ce  plan  'méridien,  est  la  projection  verticale  de 
toutes  les  lignes  droites  ou  courbes  tracées  sur  le  tableau. 

Prenant  pour  unité  de  longueur  le  diamètre  EF  {fig.  A  )  de  la  plinthe,  Toeil 
est,  dans  cet  exemple,  à  la  distance  3 1  de  l'axe  du  piédouche  ;  sa  hauteur  au- 
dessus  du  plan  horizontal,  est  de  i  |,  Ces  deux  dimensions  déterminent,  sur 
les  plans  horizontal  et  vertical ,  les  points  vers  lesquels  concourent  les  pro- 
jections horizontales  et  verticales  des  rayons  visuels.  Quoique  ces  points  soient 
au-delà  du  cadre  de  la  planche^  on  les  concevra  £sicilement  sur  les  prolonge- 
mens  des  droites  projections  des  rayons  visuels  ;  ces  droites  n'ont  pas  été  pro- 
longées, afin  de  iréduire  les  dimensions  de  la  planche  de  cuivre.  Ainsi  les 
deux  droites  RR',  UU',  tangentes  au  cercle  du  diamètre  £F,  concourent  vers 
la  projection  horizontale  de  l'œil,  située  sur  la  droite  ABB'.  La  circonférence 
dont  le  centre  est  sur  cette  droite,  et  qui  a  pour  diamètre  la  distance  de  Tceil 
au  tableau,  coupe  les  cercles  des  rayons  AG,  AL  aux  quatre  points  R,  S,  T,  U, 
qui  sont  les  projections  horizontales  de  quatre  droites  verticales.  Ces  droites, 
qui  forment  le  contour  apparent  des  surfaces  cylindriques  de  la  plinthe  et  du 
filet  du  piédouche,  ont  pour  projections  verticales  les  droites /t/^^^  Le  contour 
apparent  de  la  surface  de  révolution,  qui  termine  la  scotie,  a  pour  pjrojec- 
tions,  les  lignes  (  aja^/,  afi'y<r'  )  que  l'on  construit  par  les  méthodes  que  nous 
avons  exposées  (art.  i  i6-i  i8).  Le  piédouche  étant  éclairé  par  des  rayons  de 
lumière  parallèles  entre  eux,  et  dirigés  suivant  la  droite  (x,  x'  )  {fig.  h  et  vy^ 
les  mêmes  méthodes  donnent  les  projections  horizontale  et  verticale   de  la 
ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  la  surface  de  la  scotie. 

Dans  la  même  hypothèse  des  rayons  de  lumière  parallèles,  on  construit 
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(art.  174)  les  deux  courbes  dont  les  projections  horizontale  et  verticale  déter- 
minent les  projections  w,  'rr*  {/ig.  h  et  9)  du  point  brillant  de  la  surface  de  la 
scotie.  Considérant  les  cônes  dont  le  sommet  estTœil  du  spectateur,  et  qui  ont 
pour  bases  i""  les  contours  apparens  des  cylindres  qui  forment  la  plinthe  et  le 
filet;  a''  les  cercles  qui  terminent  ces  cylindres;  S""  le  contour  apparent  de  la 
scotie;  4''  les  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  sur  les  cylindres  et 
sur  la  scotie  ;  les  sections  de  ces  cônes  par  le  plan  vertical  CD  du  tableau, 
forment  sur  le  plan  développé  {/ig'P)j  la  perspective  du  piédouche.  L'inter- 
section du  tableau  et  du  rayon  visuel  dirigé  vers  le  point  brillant  (7:,  t:')^ 
détermine  la  perspective  t:'  {/ig.  /^  )  de  ce  point. 

Des  projections  du  contour  apparent. 

187.  Le  contour  apparent  déterminé  par  ses  deux  projections  0tiS7<r,  fi^y\ 
{fig.  h,s^)  ^  plusieurs  points  remarquables  :  1^  ceux  qui  sont  situés  dans  le 
plan  méridien  ABB'  passant  par  l'œil  du  spectateur.  On  mène  par  la  projec- 
tion de  Tœil  sur  le  plan  vertical  XY  parallèle  à  ABR'  les  tangentes  a  a",  jS'/B" 
aux  arcs  d'ellipses  ine\  iqf;  les  points  de  contact  a',  j3'  so  projettent  sur  le 
plan  horizontal  {^fig.  h)  aux  points  «,  jS;  ce  qui  détermine  les  points  («t,  a'), 
(jg,  jd')  du  contour  apparent^  et  Eût  voir  (art.  i55  )  que  ce  contour  a  tous 
ses  points  entre  les  cercles  de  la  surface  de  révolution  des  rayons  A«,  Ai3 

%^  Les  points  situés  dans  le  second  plan  méridien  GAH^  perpendiculaire  au 
premier  ABB'  passant  par  l'œil.  » 

Le  plan  horizontal  mené  par  l'œil,  coupe  la  verticale  ad  en  un  point  je,  par 
lequel  on  mène  les  tangentes  z/i'^  zq  aux  arcs  d'ellipse  de  la  section  méridienne 
de  la  surface  ;  les  deux  points  de  contact  n^  q  sont  les  extrémités  du  dia* 
mètre  npq  d'un  cercle  dont  la  projection  horizontale  NQPQ  coupe  la  droite 
GAH  aux  points  O,  P;  ce  qui  détermine  les  points  (  0,/>  ),  (  P,/>  )  du  contour 
apparent. 

3®  Les  points  (  0",  p'  ),  (  Y\p  )  de  ce  contour,  situés  sur  le  cylindre  vertical 
qui  a  pour  base  le  cercle  RASTU  ;  ces  points  sont  situés  sur  le  cercle  du  dia- 
mètre npq  y  normale  à  la  section  méridienne  de  la  scotie  aux  points  n\  q\ 

^^  Les  points  les  plus  remarquables  de  la  ligne  du  contour  apparent,  sont 
ceux  pour  lesquels  les  tangentes  à  cette  ligne  passent  par  Tœil  du  spectateur; 
les  rayons  visuels  menés  par  ces  points,  appartiennent  au  cône  qui  a  le  con« 
tour  apparent  pour  base,  et  de  plus  elles  sont  tangentes  à  cette  base.  La  dé* 
terniination  géométrique  de  ces  points  est  l'objet  d'une  note  placée  à  la  fin 
de  ce  livre  {Fojr.  celte  note);  pour  les  déterminer  graphiquement,  on  roè^ 


a^o  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 

néra  par  tes  projections  lioriKontale  et  verticale  de  ¥aÂ\^  des  droites  respeo 
tivement  tangentes  aux  projeclions  horizontale  et  verticale  du  contour  ap- 
parent; les  points  de  contact  y,  /.de  la  projection  horizontale,  et  le  point  y 
de  la  projection  verticale,  sont  situés  sur  une  perpendiculaire  y<ty  à  XY.  Une 
autre  perpendiculaire  à  XY  contient  les  deux  points  de  contact  e,  9,  de  la 
projection  horizontale,  et  le  point  de  contact  s  de  la  projection  verticale;  d*oii 
il  résulte  que  les  rayons  visuels  des  quatre  points  (>,>')  (^,  y  ),  (  e,  e'  ),  (<f,  e'), 
sont  des  tangentes  au  contour  apparent  pour  ces  même»  points.  Les  inter- 
sections /,  S^f  t%  <!>'  de  ces  rayons  par  le  plan  du  tahleau  (/ig.  p  ),  sont  des 
points  de  rebroussement  de  la  perspective  y'9^^'  du  contour  apparent.  Les 
tangentes  o''  »%  y"  0/  concourent  en  un  point  «^  de  la  perspective  de  Taxe  de 
révolution.  On  détermine  ces  tangentes  en  les  considérant  comme  les  inter- 
sections du  plan  du  tableau  et  des  plans  tangens  à  la  surface  du  filet  menés 
par  les  points  (y y  >'),  (S,  y\  {fig.  A,  v).  Chacun  de  ces  plans,  celui  par  exem- 
ple, qui  est  tangent  à  la  surface  au  point  (^,  >^')du  contour  apparent,  coupe 
l'axe  de  révolution  de  cette  surface  au  point  (  Â,  «»  )  ;  le  rayon  visuel  de  is^ 
point  rencontre  le  tableau  au  point  (B,  cj'j,  qui  devient  sur  le  développement 
du  tableau  {fig.  p,  ),  le  point  é/,  vers  lequel  concourent  les  tangentes  i^«/,  y^vT 
aux  points  de  rebroussement  S^^  */  du  contour  apparent. 

Pour  construire  le  point  (  A,  u)  de  l'axe  de  révolution,  on  amène  le  pokit 
(^,  >')  dans  le  plan  méridien  parallèle  au  plan  vertical  XY  de  projection, 
en  décrivant  du  point  A  comme  centre,  avec  A/pour  rayon,  l'arc  d^.  Cet  arc 
coupe  la  trace  horizontale  du  méi*îdien  ABB'  au  point  <r'  par  lequel  on  mène 
la perpendiculaire  f'^"  à  XY.  Cette  perpendiculaire  rencontre  l'arc  d'eHipse 
tlnk  au  point  ^;  la  tangente  ^w  de  l'arc ,  menée  par  ce  point,  est  la  trace  du 
plan  tangent  à  la  surface  de  la  scotie  au  point  (^,  ^);  d'où  il  suit  que  ce 
pian,  et  tous  ceux  qu'on  peut  mener  par  les  points  du  cercle  du  rayon  A^  on 
A'9,  rencontrent  l'axe  de  révolution  au  même  point  (A,  e»). 

■ 

Déi^eloppement  du  tableau  (fig.  p),  contenant  la  perspective  linéaire  élu 

piédoucke  et  de  ses  ombres^ 

186.  Les  projections  horizontales  et  verticales  des  contours  apparens  de  la 
plinthe  et  du  filet  du  piédouche,  déterminent  les  projections  des  rayons 
visuels  menés  par  les  extrémités  des  verticales  qui  forment  ces  contours,  ludts 
projections  de  ces  rayons  RR',  /y...»  {fig.  hy  v\  coupent  le  plan  CD  du  tableati 
en  des  points  tels  que  (R',  r*).  I^a  droite  CD  i^f^g*  h)  étant  transportée  eti  CD* 
{figp\  et  le  point  R'  {fig:  h)  en  R'  {fig.  p),  on  porte  les  hauteurs  veriieales 
dr*,  du'  {fig.  i^)  en  Ry  et  RV>  {fig.  p)  et  la  droite  r^r^  est  la  perspective  de  la 
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veHicale  (R,  ni)  {Jig.  &,i/)  du  contour  apparent  de  la  pliothe.  On  construit 
de  la  même  manière  {Jîg.  p)  les  droites  «<^a'',  ^tf'%  ^V',  qui  sont  les  perspec- 
tives des  trois  autres  verticales  formant  les  contours  apparens  de  la  plinthe 
et  du  filet.  Les  cercles  qui  terminent  ces  deux  parties  du  piédoticlie,  ont  pour 
perspectives  les  ellipses  intersections  du  plan  du  tableau  et  des  i*ayons  vi- 
suels vaeoés  par  les  points  de  la  circonférence  de  ces  cercles.  La  première 
ellipse  T*f^i^  n'est  vi&iWe  sur  le  tableau  qu'entre  les  points  de  contact  ?*,  af 
de  cette  ellipse  et  des  droites  perspectives  du  contour  apparent  de  la  plinthe. 
La  seconde  ellipse  r'/'^u'  n'est  aussi  visible  que  jusqu'aux  points  1 ,  2«  où 
elle  coupe  la  perspective  du  contour  apparent  de  la  scotie.  La  troifsicme 
ellipse  est  visible  entre  les  points  5^,  t^  de  la  perspective  du  contour  apparent 
s^s\  tt'^  du  filet.  La  quatrième  ellipse  s'n'^^  perspective  du  ceitrle  siqDérieur 
du  filet,  est  vue  en  totalité. 

La  perspective  totale  du  contour  apparent  de  la  scotie  est  une  coiirbe  k 
quatre  branches  et  à  quatre  points  de  rebroussement  y%  /%  ê%  f''  qu'on  a  déjà 
construits  (art.  187).  La  branche  yP^/%  perspective  de  la  partie  (>jô<r,  j3V'), 
{fie'  ^  O1  ^^^  contour  apparent,  est  invisible.  Les  trois  autres  branches  se- 
raient visibles  en  totalité,  si  l'ellipse  perspective  du  cercle  inférieur  du  filet 
ne  cachait  pas  toute  la  branche  e'aV,  et  les  parties  3e',  4<î>''  des  deux  antres 
branches  adjacentes. 

'De  la  perspective  des  ombres  du  piédoudie. 

189.  Après  avoir  déterminé  (art,  100)  les  projections  horizontale  et  ver- 
ticale de  la  courbe  de  coutact  de  la  surface  de  la  scotie  du  piédouche  et  du 
cône  ou  du  cyUndre  lumineux,  on  considère  cette  courbe  comme  \a   base 
d'un  cône  qui  a  pour  sommet  l'œil  du  spectateur.  L'intersection  de  ce  cône 
par  le  plan  du  tableau,  donne  (y%.  p\  pour  la  perspective  de  la  ligne  .de  sé- 
paration d'ombre  et  de  lumière  sur  la  scotie,  la  ligne  abcdefghiklmcay  qui  a 
deux  nœuds  c  et  A.  Les  lettres  de  la.Jig.pp  sans  l'exposant ^^  se  rapportent 
aux  perspectives  des  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  et  des  con-« 
tours  d'ombres  portées.  Le  cercle  inférieur  dû  filet  porte  ombre  sur  la  scotie, 
et  la  per^ective  du  contour  de  cette  ombre  est  la  ligné  nop  qui  a  im  nœud 
au  point  o. 

JjA  scotie  porte  ombre  sur  elle»même.  Le  cylindre  des  rayons  lumine^ix, 

d'abord  tangent  à  cette  scotie,  se  prolonge  et  coupe  sa  surface  suivant  une 

ligne  dont  on  construit  les  deux  projections.  La  perspective  de  cette  ligne  se 

corapose  des  deux  parties  g^r^  Istifig.p)  d'une  même  courbe,  tangentes  à  la 

perspective  de  la  ligne  do  séparation  d'ombre  et  de  lumière  aux  points  l^  g^ 
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perspectives  des  points  de  la  surface  de  la  scotie,  qui  sont  les  limites  du  con- 
tour de  l'ombre  portée  par  la  scotie  sur  elle-même. 

Le  piédouche  étant  éclairé  par  des  rayons  de  lumière  parallèles  entre  eux, 
les  perspectives  de  ces  rayons  ont  sur  le  tableau  (/^.  p)  un  point  de  con- 
cours (art.  182).  En  supposant  que  ce  point  soit  déterminé,  la  droite  menée 
ifig'P)  P^^  ^®  point  et  par  un  point  quelconque  r  de  la  courbe  gqr,  rencon- 
trera la  perspective  abcde de  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière 

sur  la  scotie,  et  le  point  de  rencontre  sera  la  perspective  du  point  de  cette 
ligne,  dont  Tombre  sur  la  surface  de  la  scotie,  a  pour  perspective  le  point  r. 

Les  lignes  \^v\  xy  {fig*p)  sont  les  perspectives  des  droites  qui  forment  sur 
la  plinthe  et  sur  le  filet,  les  lignes  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière. 

On  n'a  point  considéré  (/%•/?)  les  ombres  portées  par  le  piédouche  sur  le 
plan  horizontal  qui  le  supporte  ;  mais  ces  ombres  étant  connues  sur  le  plan 
horizontal  {/îg.  A),  le  tracé  de  leurs  perspectives  ne  présente  aucune  diffi- 
culté. 

Il  n'y  a  qu'une  partie  efg  {Jig.  p)  de  la  perspective  de  la  ligne  de  sépara- 
tion d'ombre  et  de  lumière  sur  la  scotie,  qui  soit  visible;  le  reste  est  caché 
par  les  courbes  gqr,  noep^  perspectives  des  ombres  portées  sur  la  scotie  par 
elle-même  et  par  le  cercle  inférieur  du  filet. 


§  U.  EXEMPLES  DE  PERSPECTIVE  LIITÉAIRE  PAR  LA  METHODE  DIES  POINTS   DE 

CONCOURS.  {PL  1 1,  P,  la.  P,  i3.  P,  14.  P.) 

190.  On  a  fait  voir  comment  (art.  180)  la  perspective  linéaire  se  déduit  des 
deux  projections  de  l'objet  proposé  sur  deux  plans  rectangulaires ,  l'un  ho- 
rizontal et  Fautre  vertical.  Les  rayons  visuels  menés  des  points  principaux 
de  l'objet  original  vers  l'œil  du  spectateur  étant  connus  par  leurs  projections 
sur  ces  mêmes  pians,  l'intersection  de  ces  rayons  par  le  tableau ,  détermine 
la  perspective  de  l'objet.  L'application  de  cette  méthode  générale  ne  laisse 
rien  à  désirer^  lorsque  les  objets  à  mettre  en  perspective  n'ont  que  de  petites 
I  dimensions;  mais  il  y  a  des  cas  où  le  nombre  et  la  grandeur  des  lignes  de 

j  construction  la  rendraient  impraticable.  Supposons  en  effet  qu'il  fiiille  exé* 

cuter  les  décorations  d'un  grand  théâtre.  On  prend  ordinairement  la  toile 
d'avant-scène  pour  tableau,  et  on  suppose  le  spectateur  placé  immédiatement 
au-dessous  de  la  première  galerie  qu  des  premières  loges,  et  sur  la  ligne  du 
milieu  du  parterre,  perpendiculaire  au  tableau.  La  toile  a  ordinairement 
I  quinze  mètres  de  largeur;  le  spectateur  e$t  en  avant  de  cette  toile  d'environ 

j^  |e  même  nombre  de  mètres  :  en  supposante  profondeur  du  théâtre  de  quinze 
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mètres,  les  décorations  du  fond  seront  à  trente  mètres  environ  du  spectateur; 
les  aires  sur  lesquelles  on  tracerait  les  projections  orthogonales,  auraient 
donc  cette  dimension  dans  le  sens  de  la  longueur,  ce  qui  entraînerait  des  opé- 
rations graphiques  longues  et  pénibles  :  c'est  pour  les  éviter,  qu'on  emploie 
les  points  de  concours.  Ces  points  étant  donnés  sur  le  tableau,  on  peut  mettre 
en  perspective  tous  les  objets  réguliers,  tels  que  les  monumens  d'architec- 
ture, dont  les  dimensions  sont  exprimées  en  nombres.  Au  moyen  de  ces  nom- 
bres ou  cotes  9  la  projection  perspective  se  construit  directement  sur  le  ta- 
bleau, sans  avoir  recours  aux  deux  projections  orthogonales.  On  a  déjà  ré- 
solu plusieurs  questions  de  géométrie  descriptive  pour  lesquelles  une  de  ces 
dernières  projections  se  construit  indépendamment  de  l'autre;  les  intersec- 
tions cylindriques,  coniques  (art.  17a  et  181,  liv.  P'j,  en  sont  des  exemples. 
La  projection  perspective  peut  aussi  se  déduire  immédiatement  des  cotes 
qui  fixent  les  dimensions  de  l'objet  original,  en  Élisant  usage  de  la  méthode 
des  points  de  concours,  dont  nous  avons  exposé  le  principe  art.  i8a. 

Application  du  principe  de  la  perspective  par  les  points  de  concours. 

191.  La  sur£sice  du  tableau  et  sa  position  par  rapport  aux  objets  étant 
données,  on  conçoit  par  l'œil  deux  droites  arbitraires,  et  par  chaque  point 
de  Fespace  à  mettre  en  perspective,  des  parallèles  à  ces  droites.  Les  perspec- 
tives de  ces  parallèles  se  coupent  en  un  point,  qui  est  la  perspective  du  point 
de  l'espace. 

Lorsque  le  tableau  est  plan,  les  droites  menées  par  l'œil  coupent  ce  plan 
en  deux  points,  qui  sont  respectivement  les  points  de  concours  de  leurs  pa- 
rallèles, et  que  je  désigne  par  les  lettres  D  et  D'.  Un  point  donné  de  l'espace 
est  le  sommet  d'un  angle  dont  les  côtés  parallèles  aux  droites  menées  par 
Tœil,  coupent  le  tableau  en  deux  autres  points  d^  d';]6i^2C[kX  les  points  D  et 
dj  ly  eXd*  intersections  du  plan  du  tableau  et  de  deux  droites  parallèles 
entre  elles,  on  a  deux  nouvelles  droites  qui  se  rencontrent,  et  le  point  de 
rencontre  détermine  la  perspective  du  point  de  l'espace. 

On  peut  supposer  que  le  tableau  soit  un  plan  vertical,  et  que  les  droites 
menées  par  l'œil  soient  deux  horizontales.  Tune  perpendiculaire  et  l'autre 
inclinée  à  4S^  par  rapport  au  tableau,  la  perspective  d'un  point  quelconque 
de  l'espace  sera  dans  cette  hypothèse  l'intersection  des  perspectives  de  deux 
parallèles  aux  droites  horizontales;  ces  parallèles,  et  la  droite  qui  joint  les 
points  où  elle  rencontre  le  tableau,  forment  un  triangle  rectangle  isocèle. 

Pour  donner  un  exemple  de  l'application  du  principe  que  nous  venons 
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d'exposer,  au  cas  particulier  des  droites  parallèles  horizontales,  nous  allons 
considérer  un  système  de  carrés  horizontaux,  dont  les  centres  sont  situés  sur 
une  verticale. 

De  la  perspective  des  carrés  par  la  méthode  des  points  de  concours.  (PI.  n.  P.) 

191.  Soit  un  système  de  carrés  horizontaux,  dont  les  centres  sont  situés 
sur  la  verticale  C  (/>/.  11.  ^^fig»  i),  et  supposons  que  les  diagonales  de  ces 
carrés  soient,  en  projection  horizontale,  les  deux  droites  AB,  DE.  L'un  de  ces 
carrés  a  pour  sommet  un  point  A  du  tableau  vertical  PQ;  le  plan  horizontal 
qui  contient  ce  carré,  est  à  une  distance  donnée  du  plan  horizontal  mené  par 
l'œil  du  spectateur. 

'  Le  point  O  étant  la  projection  horizontale  de  l'œil,  les  droites  OP,  OQ,  OR 
parallèles  perspectivement  aux  côtés  AD,  AE,  et  à  la  diagonale  AB  du  pre- 
roier  carré  ABCDE,  déterminent  sur  le  tableau  les  points  de  concours  des  pa- 
rallèles aux  côtés  et  à  la  diagonale  de  tout  autre  carré  placé  parallèlement 
au  premier. 

Soit  (yfg^.  a)  P'Q'  l'horizontale  intersection  du  plan  vertical  du  tableau  et 
du  plan  horizontal  mené  par  Toeil;  on  prend  sur  cette  droite  les  trois  points 
P\  Q',  R'  pour  les  points  de  concours  des  parallèles  aux  côtés  des  carrés  AD, 
AE  ^fig'  1),  et  de  la  diagonale  AB.  Le  sommet  de  l'angle  du  premier  carré 
est  sur  une  verticale  donnée  aSl  {^Jig-  a\  à  une  distance  connue  A'a  de  l'ho- 
rizontale  P'Q'.  Menant  les  droites  A'  P',  A'Q',  A'R'  {fig.  2),  on  g  indéfini- 
ment les  perspectives  des  droites  AD,  AE  et  de  la  diagonale  AB  {/ig.  i).  L'arc 
de  cercle  décrit  du  point  A  comme  centre  avec  AE  pour  rayon  {Jig- 1  ),  coupe 
la  droite  PQ  au  point  ^,  et  la  corde  £e  de  cet  arc  forme  avec  les  droites  AE, 
A^  un  triangle  isocèle,  dont  la  perspective  déterminera  celle  du  point  E.  Por- 
tant le  côté  AE  ou  son  égal  ke  sur  l'horizontale  A'e'  {Jig*  ^\  et  menant  e'S' 
vers  le  point  de  concours  S'  des  parallèles  à  la  corde  Ee  {^fig^  i  ),  le  point  E', 
intersection  des  droites  eS\  A'Q',  est  la  perspective  du  point  E  {Jig^  i  )f  in- 
tersection des  droites  Ee,  EA.  Tirant  la  droite  E'B'  vers  P',  et  menant  par  le 
point  B'  où  cette  droite  coupe  A'R',  une  autre  droite  B'Q',  on  aura  le  quadri- 
latère A'B'D'E'  pour  la  perspective  du  carré  ABDE  {Jig.  1). 

193.  Ayant  trouvé  la  droite  A'E'  pour  la  perspective  du  côté  AE  (fig.  i }, 
nous  allons  construire  les  pointa  de  cette  perspective  qui  correspondent  à 
des  points  de  division  donnés  sur  la  droite  AE.  On  imagine  sur  cette  droite 
un  pian  vertical,  et  dans  ce  plan  un  parallélogramme  rectangle  qui  a  la  droite 
AE  pour  l'un  de  ses  côtés.  Ayant  pris  pour  l'autre  côté  adjacent,  une  longueur 
arbitraire  A'K  {fig.  2),  dirigée  suivant  la  verticale  A  {fig,  i  )  du  tableau,  ou 
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la  divise  en  autant  de  parties  égales  qu'il  y  en  a  sur  la  droite  AE.  I-A  droite  KL, 
dirigée  vers  Q',  coupe  la  verticale  EX  au  point  L,  ce  qui  donne  le  trapèze- 
A'KLE'  (y%.  a)  pour  la  perspective  du  parallélogramme  rectangle  construit 
sur  AE  {Jig.  i)  et  A!lL{Jig,  2)  comme  côtés.  Par  les  points  de  division  de  la  ver- 
ticale A'K,  on  mène  vers  le  point  Q'  les  droites  qui  coupent  la  diagonale  A'L 
du  trapèze  en  des  points,  par  lesquels  on  abaisse  des  parallèles  à  la  verticale 
E'L.  Ces  parallèles  rencontrent  la  droite  A'E'  en  des  points,  qui  sont  les  pers- 
pectives des  points  de  division  de  la  droite  AE  {Jig^  i)« 

De  laperspective  du  carré  GHIF  plus  petit  que  le  premier  ABDE ,  et  construit 

sur  les  méfnes  diagonales.  (Fig.  i  et  a,  pi.  1 1.  P.) 

19Î.  Le  c6té  GH  prolongé  coupe  le  côté  AE  au  point  M,  et  on  connaît  en 
nombres  le  rapport  de  la  droite  AE  et  de  sa  partie  AM.  On  porte  {fig,  2)  de 
A'  en  N  une  partie  semblable  A'N  (*)  de  A'R,  et  on  mène  vers  Q'  la  droite  N/i, 
qui  coupe  la  diagonale  A'L  au  point  n.  La  verticale  niJl!  coupe  la  droite  A'E' 
au  point  M',  perspective  du  point  M  {Jig*  i  )  de  la  droite  AE.  On  mène  vers 
P'  la  droite  M'H'G',  qui  rencontre  la  droite  A'R'  au  point  II";  les  droites 
HTQ',  H'G'P'  coupent  la  droite  D'JÎ'  aux  points  G',  1',  par  lesquels  on  mène  les 
droites  G'FQ',  l'F'P',  qui  se  rencontrent  au  point  F'  du  quadrilatère  F'G'HT, 
perspective  du  carré  FGHI  {Jlg.  i  )  contenu  dan$  le  même  plan  horizontal 
que  le  premier  carré  ABDE. 

Si  le  premier  carré  à  mettre  en  perspective,  au  lieu  d'avoir,  comme  le  carré 
ABDE,  l'un  de  ses  sommets  sur  le  plan  du  tableau,  était  placé  comme  le  carré 
FGHI,  on  prolongerait  la  diagonale  FH  jusqu'au  point  A  de  la  droite  PQ,  et 
on  regarderait  ce  point  comme  le  sommet  d'un  second  carré  ABDE  de  même 
centre  que  le  carré  proposé.  Connaissant  le  côté  ÀE  ou  AD,  on  construira  le 
trapèze  A'B'E'D'  {Jig-  a),  perspective  du  carré  ABED,  situé  dans  le  même 
plan  que  le  carré  proposé  FGHI. 

On  aurait  pu  supposer  que  le  plan  vertical  du  tableau  passait  par  le  centre  G 
{Jig.  I  )  du  carré  à  mettre  en  perspective.  La  trace  horizontale  PQ  devien- 
àvallpq.  Cette  droite  ^  serait  coupée  par  le  côté  BE  ou  FI  du  carré  à  mettre 
eii  perspective  au  point  U  ou  Y.  Connaissant  les  distances  CY  ou  CU^  les 
points  de  concours  des  côtés  des  carrés  et  de  l'une  de  leurs  diagonales ,  la 
perspective  du  carré  ABDE  ou  IFGH  sera  déterminée. 


r*  T"         'I       ■       I   I 


(*)  La  longueur  A'N  est  le  quatrième  terme  de  ceUe  proportion,  dont  les  trois  premiers  termes 
sent  connus  : 

A£  :  AM  ;  :  A'K  :  Al'N. 
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De  la  perspectwe  du  carré  FGHI  contenu  dans  un  plan  horizontal^  dont  la  dis* 
tance  au  plan  fiorizontal  qui  contient  le  premier  carré  ABDE^  est  donnée. 

195.  Le  plan  du  carré  FGHI  {fg.  i  )  coupe  la  verticale  A  en  un  point  dont 
la  distance  à  Thorizontale  PQ  du  tableau  est  donnée  ;  portant  cette  distance  sur 
la  verticale  k!a  {Jig.  a  ),  du  point  a  de  la  droite  P'Q'  en  T,  la  droite  TR'  dirigée 
vers  R'est  indéfiniment  la  perspective  de  la  diagonale  FH  {fig.  r)  du  carré  pro- 
posé. En  supposant  ce  carré  et  le  premier  carré  AEDE  dans  le  même  plan  ho- 
rizontal, le  côté  GH  prolongé  coupe  le  côté  A£  au  point  M,  distant  du  point  A 
d'une  quantité  donnée  AM.  Portant  cette  distance  en  tan  {Jig.  i),  et  menant  la 
corde  M/tz,  la  perspective  du  point  M  sera  déterminée  par  les  perspectives  des 
deux  droites  AME  et  Mm.  Menant  {fig.  a)  l'horizontale  Tm'  =  km  {fig.  1),  les 
droites  TQ'  et  mS!y  dirigées  vers  les  points  de  concours  Q',  S',  se  coupent  an 
point  \k  perspective  du  point  M  {Jig*  i  )  ;  d'où  il  suit  que  la  droite  /u  P'  (Jig.  a)  est 
la  perspective  indéfinie  du  côté  GH  {Jig.  i).  Mais  cette  droite  coupe  la  perspeo* 
tive  TR'  [Jig.  a  )  de  la  diagonale  FH  {Jig.  i),  au  point  h  {Jig.  a)  ;  donc  ce  point 
^  est  la  perspective  du  point  H  (  fig.  i  ).  Menant  hg^  hi  (Jig.  a  )  vers  les  points 
de  concours  P',  Q',  et  tirant  les  parallèles  Gg^  l'i  à  la  droite  A'a,  qui  coupent 
les  droites  hgy  hi  aux  points  g  et  /,  on  achèvera  la  perspective  du  carré  FGHI 
{fig.  I  ),  par  les  droites  ^/Q',  ifV  qui  se  coupent  au  point/  de  la  droite  TR'. 
On  remarquera  que  les  deux  points  F,/sont  sur  une  droite  F/parallèle  à  la 
verticale  A 'a. 

On  aurait  pu  déterminer  la  perspective  ^  {fig*  a  )  du  point  M  {Jig-  i  )  par 
une  construction  semblable  à  celle  qu^cm  a  fiai  te  (  art.  194  )  pour  trouver  le 

point  M'  {fig.  a  ). 

* 

Des  anciennes  définitions^  employées  dans  les  divers  traités  deperspectii^. 

196.  Taylor  {*),  dans  son  Traité  de  perspectii^e^  appdle  plan  objectif  le  plan 
parallèle  aux  droites  qu'il  s'agit  de  mettre  en  perspective;  ligne  défiiiie  du 
plan  objectifs  l'intersection  du  plan  du  tableau  et  d'un  plan  parallèle  au  plan' 
objectif  mené  par  l'œil  ;  centre  du  tableau ,  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'œil  sur  le  plan  du  tableau. 


(*)  Célèbre  géomèU'e  connu  par  le  théorème  fondamental  de  l'analyse  mathématique;  né  en 
i685»  mort  en  x  73 1  ;  sonTraité  de  pertpeetitfe,  ouvrage  fort  eatimé^  a  été  traduit  en  français, 
Tannée  1757.  En  1748,  l'abbé  de  la  Caille  a  publié  son  Traité  d'optique^  qui  contioÉ  de  fiort 
bons  principes  de  perspective  linéaire. 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE.  ^77 

La  ligne  de  faite  des  carrés  horizontaux  que  nous  avons  considérés  (art.  19a- 
195),  est  {^fig.  %,pL  1 1.  P)  l'horizontale  P'Q'.  Cette  ligne  contient  six  points  de 
concours,  savoir,  les  points  de  concours  de  deux  diagonales^  de  deux  côtés  rec- 
tangulaires des  carrés,  et  des  cordes  des  angles  que  ces.cotés  font  avec  le  ta- 
bleau. Ces  deux  derniers  points  se  nomment  points  de  concours  des  cordes.  Des 
six  points  de  concours,  quatre  suffisent,  en  prenant  pour  l'un  d'eux  celui  des 
côtés  des  carrés.  On  emploie  de  préférence  les  points  de  concours  les  plus  voi- 
sins du  centre  du  tableau.  Dans  le  cas  néanmoins  où  ils  seraient  hors  du  ta- 
bleau ,  la  géométrie  fournit  plusieurs  moyens  de  mener  des  droites  dont  les 
prolongemens  passeraient  par  ces  points. 

De  la  perspective  d^une  suite  de  pilastres  ou  colonnes,  dont  les  axes  verticaux 
sont  équidistans  et  situés  dans  un  même  plan.  (PL  la.  P.) 

197.  Soient  (  fig,  i,/?/.  12  P),  C,  Ç',  C" les  axes  verticaux  d'une  suite  de 

jpilastres  situés  dans  un  plan  vertical  CC'C" ;on  prend  pour  tableau  un  plan 

vertical  PQ  passant  par  le  premier  axeC.  Les  sections  horizontales  despilastrea 
sont  des  carrés  qui  ont  pour  centres  les  points  C ,  C,  G",  et  dont  les  côtés  sont 
parallèles  ou  perpendiculaires  à  la  droite  CC'C".  Le  point  O  étant  la  projection 
horizontale  de  Toeil,  les  points  P,  R,  S,  S'  {fig.  i)  sont  respectivement  les  points 
de  concours^  i^  des  côtés  des  carrés  perpendiculaires  à  la  droite  CC'C";  ià^  des» 
diagonales  de  ces  carrés  parallèles  à  la  droite  ACB ,  et  des  cofdesX^Wes  queKK', 
et  MM',  bases  des  triangles  isocèles  CKR'  et  CMM'.  On  rapporte  ces  points  sur  la 
ligne  de  fuite  des  hqrizon  talés,  qui  est  sur  le  développement  du  tableau  {fig^  iij^ 
la  droite  PSRS'.  Le  prenuef  axe  vertical  Ç{fig.i)  étant  à  la  distance  CP  cki  point 
de  concours  P,  on  porte  cette  distance  (/ig.  4*  )  de  P  en  rf,  et  la  verticale  de 
du  tableau  est  la  perspective  du  premier  axe  C  (y?^%.  i).  Le  plan  do  carré  ÀBD£ 
coupe  l'axe  verticale  en  un  point  distant  de  la  ligne  de  fuite  PS'  {/Ig*  a)  d'une 
quantité  donnée;  portant  cette  distance  sur  la  verticale  dc^  l'extrémité  <;  de 
cette  verticale  est  la  perspective  du  centre  du  carré  ABDE  {fig.  i).  Le  point  K 
de  ce  carré  étant  l'intersection  des  deux  droites  CK.,  KK'  {Jig.  i),  dont  les 
perspectives  concourent  {fg.  a)  vers  les  poiMs  P  et  S\  les  droites  cP,  ^'S' 
se  rencontrent  au  point  k  {Jig^  2  ) ,  perspective  du  point  K  {jig>  1  )►  ^ 
point. i'  (^fig.  2)^  par  lequel  ont  mène  la  droite  S'Âi,  appartiient  à  l'hori- 
zontale cq,  parallèle  k  h^gne  4e  fuite  Pdq\  et  on  a  ci'  {Jig.  2)  rrrCK'^ 

On  aura  de  même  la  perspe^ve  du  point  L  (^.  t  )  par  llnf ersection  des^ 
deux  droites  ^7.. ..S,  €c'c''....q'  (Jlg.  a  ),  dirigées  l'une  vers  le  point  S,  l'autre 
vers  le  point  de  concours  q^(Jlg^  2)  des  côtés  AE,  BD  (^Jig.  i)  du  carré  ABDEL 


\ 
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Le  point  M  {Jîg.  i  )  a  pour  perspective  le  point  m  {fig,  a  )  intereection  des 
deux  droites  OT/«'.... S,  cc'c*.... y'. 

Menant  {fig.  2  )  les  droites  c3R ,  ke  vers  les  points  de  concours  R  et  o',  et 
les  droites  Ui?y  amV  vers  le  point  de  concours P,  les  points  (i  et*  seront  dé- 
terminés,  et  tirant  les  droites  ae,  bd  vers  le  point  de  concours  j',  on  aura  Iç 
quadrilatère  ahde  pqur  la  perspective  du  carré  ABDE  (/%•.  1). 

198.  Dans  le  cas  où  le  point  de  concours  y'  serait  trop  éloigné,  et  hors  du 
tableau,  on  pourra,  sans  y  avoir  recours,  construire  la  perspective  d'un  poiat 
quelconque  Q'  ÇJîg.  i  )  de  la  droite  CC'C. 

Ayant  tracé  le  triangle  isocèle  C'CN  rectangle  en  C,  dont  le  côté  CN  =  CC 
=CN',  le  point  N  est  l'intersection  des  droites  CN,  NN',  dont  Içs  perspectives 
concourent  (Jig.  a  )  vers  les  points  P  et  S'.  Tirant  les  droites  n'S  et  cP,  leurs 
prolongemens  se  coupent  au  point  n  perspective  du  point  N  (Jig.  i  )';  mais 
le  point  C  {fig.  i  )  est  l'intersection  des  deux  droites  "S^Gy  N'C,  dont  li  per 
spectives  nR,n'S  se  coupent  au  point  c'O^,  a) ;  donc  ce  point  c' est  la  perepec^ 
tive du  point  C'(/%'.  i),  Joignant  les  points  c,  c',  la  droite  cc'c'....  {/a,  SL 
ta  perspective  indéfinie  de  la  droite  CC'C...  {fig.  i). 

199.  Formant  {Jig.  1  )  le  carré  CC'ÙV,  qui  à  pour  centre  le  point  •,  on 
abaisse  de  ce  point  la  perpendiculaire  »T  sur  ÇC'Ç',  et  l'on  porte  CT  =  — 
en  CT',  pour  déterminer  la  corde  TT'  parallèle  à  OS.  Les  deux  droites  cc'c', 
t'Sifig.  a  ),  se  coupent  au  point  t,  qui  est  la  perspective  du  point  T  {/ig.  i). 
Les  droites  fP,  cR  (/g.  a)  se  rencontrent  au  point  «',  perspective  du  point . 
(Jig.  a).  Les  droites  c»'  et  c'»'  coupent  les  droites  c'u,  eu  dirigées  vers  le 
point  P,  aux  points  c  et  «,  qui  sont  les  perspectives  des  points  V  et  U  (fie  A 
Joignant  les  points  i>,  u  (Jig.  a),  la  droite  w  est  la  perspective  de  la  droite 
UVX  (Jg.  i),  paraUèle  à  la  droite  CC'C,  et  distante  de  cette  droite  âe.  la 
quantité  eu  =:CÇ'. 

La  droite  c'R  (/^.  a)  coupe  la  droite  uc  au  point  a:/  menant  par  ce  points 
la  droite  Px,  qui  rencontre  la  droite  cc'c'...  au  point  c',  ce  point  appartient 
à  la  perspective  c-d'  de  l'axe  C  Jig.  1  ).  De  même,  tirant  c'x'R  et  Jp,  cette 

*T,!*r  **''°'*®  probngée  coupe  la  droite  cc'c"  au  point  c'"  de  la  perspective 
c  d  d'un  axe  C"  (Jig.  i  ).  '^      ^ 

Toutes  ces  constructions  dérivent  du  principe  que  nous  avons  exposéCart.  1 8a 
et  190),  et  qui  consiste  k  regarderies  points  qu'il  s'agit  de  mettre  en  perspective, 
comme  les  sommets  d'angles  dont  les  côtés  sont  parallèles  à  deux  droites  &^es, 
iiaenée»  par  l'oeil  du  spectateur. 
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De  la  perspective  des  carrés  qui  ont  leurs  centres  sur  les  axes  verticaux  C ,  C,  C" 
(fig.  i)  €le pilastres  ou  de  colonnes  dont  les  dimensions  sont  données  (PL  i  a.  P). 

aoo.  Nous  avons  construit  (art  ig4)  la  perspective  €ibde  (pi.  i^^^Jig.  a)  du 
carré  ABDE(y%.  i).On  sait(art.  194 et  igS)  comment  on  trouverait  la  perspec- 
tive d'autres  carrés  F6IH,  situés  ou  non  dans  Iç  même  plan  que  le  premier,  et 
dont  les  centres  situés  sur  Taxe  C,  seraient  à  des  distances  données  du  premier 
centre  c  (Jig.  a  )•  Nous  allons  maintenant  construire  la  perspective  /z  d'un 
carré  YZ  (^g.  i  ),  dont  le  centre  est  en  C  sur  l'horizontale  CG'C.  Les  points  Y 
et  Z  de  ce  carré  sont  les  intersections  des  droites  GY,  YY',  et  CZ,  ZZ',  qui  ont 
pour  perspectives  (Jig.  2  )  c/c'  et^ys,  cz  et  zzS  ;  d'où  il  suit  que  les  points 
Xf  «  sont  les  perspectives  des  points  Y,  Z.  Tirant  les  droites  yP,  zP  vers  le 
point  de  concours  P  des  côtés  du  carré,  la  droite  </u  vers  le  point  u  perspec- 
tive du  point  U  {^g.  r  )  de  la  diagopale  C'U,  la  droite  c'R  (Jig.  a)  vers  le  point 
de  concours  R  de  la  diagonale  CX  (fig.  1)  ;  ces  quatre  droites  comprennent 
entre  elle»  le  quadrilatère  j<'z<^'  (fie'  ^  )^  9^*  ®^*  1^  perspective  du  carré"YZ(^ 
(^fig.  !)•  (Connaissant  la  perspective  de  ce  premier  carré,  on  construira 
(art.  195 )  la  perspective  de  tout  autre  carré  qui  a  pour  côté  la  droite  €'4» 
pour  centre  un  point  de  Taxe  C,  et  dont  le  plan  est  parallèle  à  celui  du  pre- 
mier carré. 

On  opérera  de  la  même  manière  pour  des  carrés  ou  des  parallélogrammes 
rectangles  qui  auront  leurs  centres  sur  l'axe  G",  et  dont  les  plans  seront  per- 
pendiculaires à  cet  axe; d'où  il  suit  qu'il  n'y  a  aucun  pilastre  dont  on  ne  puisse 
construire  la  perspective  par  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer. 

Perspective  de  deux  pilastres.  (  Fîg.  a,  pi.  14.  P.  ) 

On  voit  (Jtg*  et  y  pi.  14.  P)  la  perspective  de  deux  pilastres  consécutifs;  on 
y  a  marqué  des  mêmes  lettres  les  points  déjà  trouvés  (^Jig*  ^^pl*  iî>*  P)- 

Dans  le  cas  où  les  verticales  G,  G',  G^..,  pi.  la.  P,  seraient  les  axes  de  co- 
lonnes, on  aurait  pour  sections  horizontales,  à  diverses  hauteurs,  des  cercles, 
et  on  met  chaque  cercle  en  perspective  par  la  considération  de  deux  carrés  à 
côtés  parallèles,  l'un  inscrit,  et  l'autre  circonscrit;  les  perspeC^ives  de  ces  deux 
carrés  déterminent  huit  points  et  quatre  tangentes  de  la  courbe  qui  est  la 
perspective  du  cercle. 
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De  l^  perspective  d'un  cercle  par  la  méthode  des  points  de  concours. 

(PJ.  i3.P,  fig.  I  et  a-) 

aoi*  Soit  LMNK  (^g.  i,  pi.  i3.  P),  le  cercle  à  mettre  en  perspective  sur 
un  tableau  vertical  PQ  ;  on  inscrit  et  on  circonscrit  à  ce  cercle  deux  carrés 
FGHI9  ABD£,  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  deux  droites  OP,  OQ  menées 
par  l'œil  O.  Les  points  de  concours  de  ces  cotés,  de  la  diagonale  AB,  des  cordes 
parallèles  KU,  NT,  sont  respectivement  les  points  P,  Q,  B,  S'  sur  la  ligne  de 
fuite  PQ.  Rapportant  cette  ligne  de  fuite  (Jîg.  2  )  sur  le  développement  du 
plan  du  tableau,  on  construira  sur  ce  plan  développé  (art.  1 9a),  les  quadrilatères 
perspectives ^A/,  abde  des  carrés  inscrits  et  circonscrits,  et  les  droites  Im^nÂ 
perspectives  des  droites  LM,  NK  (Jlg*  i  et  a),  qui  divisent  les  carrés  chacun 
en  quatre  carrés  égaux.  Les  quatre  sommetsy^  g^  h,  i  du  premier  quadrilatère 
appartiennent  à  l'ellipse  perspective  du  cercle;  les  quatre  côtés  du  second  qua* 
drilatère  abde  sont  tangens  à  la  même  ellipse,  aux  points  i,  l,  m,  n^  perspeci^ 
tives  des  points  K,  L,  M,  N  (Jig*  i  ),  extrémités  des  deux  diamètres  rectan* 
gulaires  LM,  KN  du  cercle  proposé.  Huit  points  et  quatre  tangentes  détermi- 
nent assez  exactement  le  contour  de  l'ellipse  perspective  de  ce  cercle  (*}. 

Conclusion. 

aoa.  Nous  avons  mis  en  perspective  des  carrés  à  côtés  parallèles,  qui  ont 
leurs  centres  sur  les  axes  des  pilastres  ou  colonnes,  et  dont  les  plans  sont 
horizontaux.  On  en  déduit  la  perspective,  i**  des  parallélogrammes  dont  les 
côtés  sont  parallèles  aux  côtés  des  carrés;  a^  des  sections  circulaires  horizon- 
tales, qui  ont  leurs  centres  sur  les  axes  :  d'où  il  suit  qu'ayant  le  dessin  géo- 
métrai  d'un  ordre  quelconque  d'architecture,  on  pourra  en  construire  direc- 
tement la  perspective,  en  ne  faisant  usage  que  des  cotes  ou  nombres  qui  fixent 
les  dimensions  des  parties  de  cet  ordre,  et  sans  avoir  recours  à  la  combinai- 
son des  deux  plans  de  projections  orthogonales. 

aoS.  Le  dessin  perspective  {pi  i8.  P)  a  été  construit  d'apràs  cette  méthode. 


(*)  On  démontre  plusieurs  propriétés  très-remarquables  lies  ellipses  et  d'autres  sections  co- 
nîqoesy  en  considérant  ces  lignes  comme  des  perspectives  de  cercles  ;  la  théorie  des  transver- 
sales comprend  des  propositions  qui  sont  des  conséquences  des  principes  de  perspective  ap- 
pliqués aux  lignes  droites.  Cette  géométrie  perspective  a  été  traitée  dans  plusieurs  ouvrages 
anciens  et  modernes  fort  estimés.  Voyez  la  Théorie  des  transversales,  par  Camot,  et  deux  opus- 
cules de  MM.  Servois,  Briancfaon,  professeurs  des  écoles  d'artillerie  (Paris,  x8o4  et  1817). 
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par  M,  Girard.  Il  représente  un  chapiteau  dorique  du  théâtre  de  MarceUus^ 
dont  la^.  a  fait  voir  la  demi-section  passant  par  Taxe.  Ce  chapiteau  est 
composé  de  parties  dont  on  a  fait  l'énumération  (art.  177).  Il  difFère  du  chapi- 
teau de  la/?/.  16.  O,  parles  deux  filets  au-dessus  du  gorgerin,  qui  sont  sub* 
stitués  au  cavet. 

Au-dessus  du  tailloir,  composé  du  larmier,  d'un  talon  et  d^un  filet,  \^Jig>  a 
donne  le  profil  de  l'architrave,  de  la  frise,  et  du  filet  qui  les  sépare. 

La  hauteur  verticale  comprise  entre  les  naissances  du  gorgerin  et  de  l'ar*  • 
chitrave  est  d'un  module.  Le  plan  du  tableau  sur  lequel  on  a  construit  la 
perspective  (/?/.  1 8),  passe  par  l'axe  vertical  AB  du  chapiteau,  et  le  module  y 
est  représenté  par  la  partie  ab  de  cet  axe. 

Le  plan  horizontal  mené  par  l'œil  coupe  celui  du  tableau  suivant  la  droite 
ARO,  sur  laquelle  on  donne  la  projection  O  de  l'œil  et  un  point  de  concours 
R  des  diagonales  des  carrés  du  chapiteau,  qui  ont  leurs  centres  sur  Taxe  AB. 
La  distance  de  l'œil  au  tableau  est  mesurée  par  la  droite  OO'  {hors  du  cadre 
de  la  planche). 

Avec  ces  données  et  l'échelle  en  niodule  de  \^fig^  a,<on  peut  tracer  le  dessin 
perspective/?/.  18.  P.  Le  point  a  de  Taxe  vertical  AB  étant  par  hypothèse  le 
centre  du  carré  qui  termine  le  filet  dû  tailloir,  ie  centre  du  carré  inférieur  du 
larmier  est  au  pointe  de  cet  axe,  distant  du  point  a  de  la  quantité  ac  donnée 
par  le  profil  {Jig^  a\  en  parties  du  module  ab.  Ce  carré  a  pour  perspective  le 
quadrilatère  defg^  dont  la  diagonale  de  concourt  vers  le  point  R  de  la  ligne 
de  fuite  ARO.  Le  contour  1,^,3,4,5  est  la  perspective  de  la  section  par  Paxe  du 
chapiteau,  dont  le  plan  est  parallèle  à  deux  faces  du  larmier,  lesquelles  faces 
passent  par  les. droites  parallèles  qui  ont  pour  perspectives  les  côtés  4^  geàw 
quadrilatère  dgfe. 


I*MM»«V 


|§  IIL  nCS  ANAMORPHOSES.  (PI.    l4*  Py  fig*  >  -^y  1-^9  2.<2  2.^.) 

ao4.  La  plupart  de  ceux  qui  commencent  l'étude  de  la  perspective  ne  con- 
sidèrent le  tracé  d'un  dessin  perspective  que  comme  un  simple  problème  de 
géométrie;  ils  n'ont  point  égard  aux  positions  respectives  des  objets,  de  l'œil 
et  du  tableau  :  souvent  ils  placent  lœil  du  spectateur  tellement  près  du  ta- 
bleau, que  la  perspective,  quoique  construite  par  les  règles  de  la  géométrie, 
paraît  fautive.  Bile  Test  réellement  dans  ce  sens,  qu'un  objet  placé  à  la  m^me 
distance  du  spectateur^  ne  lui  présenterait  qu'une  image  confuse.  Il  y  a  encore 
confusion. dans  l'image^  lorsque  le  spectateur  ne  se  place. pas  au  point  de  vue 
pour  lequd.  le  tableau'  a  été  fait.  On  voit  ordinairement  des  dessins  fort  irré- 
guliers, dans  les  cabinets  de  physique ,  où  l'on  fait  des  expériences  qui  ont 
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seulement  pour  objet  de  produire  des  illusions,  et  d'inspirer  au  spectateur  de  la 
crainte  ou  de  Tétonnement.  Ces  dessins,  \us  de  £aice  sur  les  parois  du  mur,  ne  pré- 
sentent qu'une  difformité  choquante;  mais  si  V(xa  regarde  par  une  petite  ou* 
verture  à  travers  une  planchette  placée  d'équeri'e  sur  le  mur,  la  di£Fonnité  se 
change  en  un  objet  qui  produit  une  surprise  agréable.  Cette  perspective,  qui 
n'est  pas  construite  pour  un  point  de  vue  placé  sur  la  perpendiculaire  élevée 
par  son  centre,  se  nomme  anamorphose;  on  en  trace  les  contours  par  les  règles 
ordinaires.  Ayant  placé  un  petit  dessin  bien  exécuté  dans  un  plan  perpendi^ 
culaire  à  la  face  peinte  du  mur,  et  très«-près  de  ce  mur,  on  regarde  ce  dessin 
comme  la  base  d'un  cône  optique^  dont  l'intersection  par  le  plan  du  mur^  dé* 
termine  la  perspective  linéaire  dite  anatnorphoàe.  Les  rayons  visuels  de  cette 
perspective  étant  trè&-inclihés  par  rapport  au  tableau,  elle  parait  difforme  et 
très-irrégulière  aux  curieux  qui  ne  sont  pas  prévenus  qu'on  s'est  écarté  de  la 
règle  ordinaire  pour  le  placement  du  point  de  vue^  et  qui  le  cherchent  à  une 
certaine  distance  du  mur,  en  face  du  tableau. 

2o5.  On  réunit  quelquefois  dans  un  même  cadre  une  perspective  ordinaire 
vue  de  face,  et  deux  perspectives  anamorphoses  vues  de  côté.  Cette  espèce  de 
tableau  se  compose  de  lames  étroites,  de  forme  rectangulaire,  placées  à  angle 
droit  sur  un  plan.  La  première  perspective  est  dessinée  sur  ce  plan  pour  un 
point  de  vue  situé  sur  là  perpendiculaire  au  milieu  du  tableau.  Chacune  des 
deux  autres  perspectives  est  tracée  pour  un  point  de  vue  placé  à  droite  ou  à 
gauche  du  premier;  de  manière  qu'un  petit  mouvement  de  tête  amène  l'oeil 
dans  la  position  convenable  pour  voir  successivement  trois  objets  différens^ 

aoG.  Les  anamorphoses  sont  directes  ou  réfléchies.  Les  premières  se  construi- 
sent comme  les  perspectives  ordinaires;  les  secondes  doivent  être  Vues  par 
réflexion  :  elles  sont  tracées  sur  un  carton  qu'on  suppose  éclairé.  I.ies  rayons 
de  lumière  qui  partent  du  contour  de  chaque  figure,  se  réfléchissent  sur  un 
miroir  pour  arriver  à  l'œil  du  spectateur.  L'image  régulière  qui  se  réfléchit 
sur  le  miroir,  détermine  la  figure  irrégulîère  qu'on  doit  tracer  sur  le  carton. 
Les  miroirs  dont  on -se  sert  ordinairement  dans  les  cours  d'optique,  pour 
produire  ces  phénomènes,  sont  ou  cylindriques,  ou  coniques^  ou  pyrami- 
daux. 

Une  perspective  étant  donnée  sur  un  tableau  plan,  on  conâdère  le  point  de 
vue  de  ce  tableau  comme  le  sommet  d'un  cône  optique,  qui  a  pour  base  le 
dessin  perspective.  L'intersection  de  ce  cône  et  de  la  surface  du  miroir,  doit 
produire  sur  l'œil  le  même  effet  que  le  dessîa  perspective  :  or,  chaque  rayon 
visuel  se  réfléchit  sur  le  miroir  en  faisant  l'angle  d'incidence  égala  l'angle  de 
réflexion  ;  donc  la  suite  des  rayons  réflédiis  d'après  cette  loi,  forme  une  sur- 
£ice  dont  l'intersection  par  le  plan  sur  lequel  le  miroir  est  posé,  donne  ki 
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perspective  anamorphose  réfléchie.  Les  rayons  de  lumière  qui  partiront  des 
points  de  cette  perspective,  se  réfléchiront  vers  l'œil  du  spectateur,  et  produi- 
ront la  même  image  que  le  dessin  perspective  vu  directement. 

Exemple.  On  demande  l'anamorphose  par  réflexion,  qui  fait  voir  un  cercle 
aur  un  miroir  cylindrique.  Soient  (p/.  1 4.  P^/%-  ^  •  <^yfis^  *  •  ^  )  ABGD,  A'B  aè  le 
plan  et  la  coupe  du  miroir;  la  position  de  l'œil  est  donnée  par  ses  projections 
O,  o,  situées  sur  une  droite  Oo  perpendiculaire  aux  traces  horizontales  XY,  EF 
du  plan  de  lay%.  !•  A,  et  du  plan  parallèle,  tangent  à  la  surface  du  miroir.  On 
imagine  sur  ce  dernier  plan  uij  cercle  du  diamètre  (IK,  ilt)y  qui  a  pour  centre 
le  point  (G,  c);  le  cône  optique  dont  ce  cercle  est  la  base,  et  qui  a  son  sommet 
au  point  donné  (O,  a),  pénètre  la  surface  du  miroir  suivant  une  courbe  (ABGD, 
mmrrC)  (*).  Chaque  droite  du  cône,  telle  que  (OM,  om),  se  réfléchit  suivant 
une  autre  droite  (MN,7/ifz),  qui  coupe  le  plan  {fig.  i.^i)  de  la  base  inférieure 
du  miroir  au  point  N.  Ce  point  appartient  à  l'anamorphose  PNQ  du  cercle. 
Les  rayons  de  lumière  qui  partiront  des  points  de  la  courbe  PNQ,  seront  ré- 
fléchis par  le  miroir  cylindrique  vers  l'œil  (O,  6)  du  spectateur,  et  produiront 
la  même  apparence  que  le  cercle  (IR,  ik)  vu  directement. 

La  normale  au  point  (M,  rri)  de  la  surface  du  miroir  étant  horizontale,  sa 
projection  (y%.  i .a)  LMa  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  OMN,  qui  a 
pour  côtés  les  projections  horizontales  MN,  MO  d'un  rayon  incident  sur  le 
point  (M,  rrC)  du  miroir  cylindrique,  et  de  ce  rayon  réfléchi  vers  l'œil  (O,  o), 
La  droî  te  (OM,  om)  coupe  le  plan  horizontal  au  point  H,  par  lequel  on  mène 
la  droite  HN  parallèle  à  M7.,  qui  coupe  la  droite  MN  au  point  N  de  l'ana* 
morphose. 

La  même  construction  s'applique  au  miroir  conique  {^fig^  a,a,  n.é);  ABGD 
lest  la  base  du  miroir,  A7fi'  sa  section  par  le  plan  vertical  ALB;  l'œil  est  sur  le 
plan  vertical  OGLD,  au  point  (0,o)  de  ce  plan.  On  imagine  un  cercle  (IR,  ik) 
dans  un  plan  vertical  ËF  perpendiculaire  à  la  droite  OL/.  Le  cône  optique 
qui  a  pour  base  ce  cercle,  pénètre  la  surface  du  miroir  suivant  la  courbe 
^MM'Ar, //t/n'm").  Les  droites  de  ce  cône  se  réfléchissent  et  forment  une  sur- 
face réglée,  dont  l'intersection  NPQ  par  le  plan  de  la  base  inférieure  du  miroir, 
est  l'anamorphose  du  cercle  (IK,  iky 


■•"^ 


(*)  La  courbe  mm'in"  {Jig,  i.i),  distincte  du  cercle  ik  au-dessous  du  dianaètre  ik,  se  confond 
avec  lui  dans  la  partie  supérieure.  En  opérant  sur  une  plus  grande  échelle,  on  éviterait  cette 
pon  fusion. 
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§  IV.  DE  LA  PROJECTION  PERSPECTIVE,  dite  PROJECTION  STERÉOGRAPHIQUÏT. 

(PI,  3i  cluPMivre.) 

207.  Ce  mode  de  projection  n'est  en  usage  qiie  pour  indiquer  sur  une  carte, 
qu  on  appelle  mappemonde^  la  position  respective  des  lignes  tracées  sur  la 
surface  de  la  terre,  et  des  points  remarquables  du  globe,  déterminés  par  les 
intersections  de  ces  lignes. 

Considérant  la  surface  de  la  terre  comme  sphérique,  on  la  divise  par  deux 
systèmes  de  plans;  les  uns  méridiens  y  passant  par  Taxe  de  la  terre;  les  autres 
perpendiculaires  à  cet  axe,  ou  parallèles  à  l'équateur.  Une  mappemonde  est  un 
plan  sur  lequel  on  a  projeté  les  deux  systèmes  de  cercles;  savoir,  les  méridiens 
et  les  parallèles  à  l'équateur.  Les  géographes  emploient  pour  la  construc- 
tion des  cartes  plusieurs  modes  de  projection,  parmi  lesquels  on  doit  dis- 
tinguer celui  qui  jouit  de  ces  deux  propriétés  très-remarquables  : 

i^  Qu'un  cercle  quelconque  de  la  sphère  se  projette  suivant  un  autre  cercle; 

20  Que  langle  de  deux  tangentes  à  la  sphère  ne  diffère  pas  de  sa  projection . 

On  satisfait  à  ces  deux  conditions  en  prenant  pour  plan  de  projection,  celui 
d*un  grand  cercle  de  la  sphère,  et  en  faisant  concourir  les  droites  de  projec- 
tion vers  l'extrémité  du  rayon  perpendiculaire  au  plan  de  ce  grand  cercle. 
Considérant  cette  extrémité  du  rayon  comme  un  point  de  vue,  le  plan  du 
grand  cercle  comme  un  tableau,  les  droites  de  projection  comme  des  rayons 
visuels,  la  projection  dite  stéréographique^  est  un  dessin^  de  perspective  linéaire: 
nous  allons  démontrer  les  deux  propriétés  qui  distinguent  cette  projection. 

ao8.  Soit  {fig.  5,  pi.  3i  du  livre  P')  ABOE  le  grand  cercle  d'une  sphère, 
dont  le.  plan  passe  par  les  trois  points  0,C,D,  qui  sont  respectivement  le  point 
de  vue,  le  centre  de  la  sphère,  et  le  centre  d'un  cercle  quelconque  de  la  sphère 
à  mettre  en  perspective.  Ce  plan  est  perpendiculaire  au  tableau  et  au  plan  du 
cercle  donné  à  mettre  en  perspective,  puisqu'il  contient  deux  droites  OC, CD, 
dont  l'une  est  par  hypothèse  perpendiculaire  au  plan  du  tableau;  l'autre  joi- 
gnant le  centre  de  la  sphère  et  le  centre  du  cercle  donné,  est  aussi  perpendi- 
culaire au  plan  de  ce  cercle;  d'où  il  suit  que  le  plan  du  grand  cercle  ABEFO 
contient  la  section  principale  EOF  (art.  ao5,  liv.  I«f)du  cône  oblique,  qui  a 
pour  sommet  le  point  de  viie  O,  et  pour  base  le  cercle  du  diatnètre  ET,  dont 
le  plan  EF  fait  avec  le  côté  OE  de  la  section  principale,  l'angle  OEF;  mais  le 
plan  kefh  du  tableau  perpendiculaire  au  plan  de  la  section  principale,  fait 
avec  l'autre  côté  OF  de  cette  section  un  angle  Ï/B,  qui  est  égal  au  premier 
EOF,  parce  qu'ils  ont  tous  deux  pour  mesure  la  moitié  d'un  quart  de  circon- 
férence AO  ou  OB,  plus  la  moitié  de  l'arc  BF  j  d'où  il  suit  (art.  ao5,  liv.  P')  que 
le  plan  kefh  coupe  le  cône  oblique  suivant  un  cercle  du  diamètre  ef^  qiii  est 
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la  perspective  du  cercle  du  diamètre  EF.  Cette  conclusion  s'applique  à  tout 
autre  cercle;  il  est  donc  démontré  que  tous  les  cercles  de  la  sphère  seront 
représentés  par  des  cercles  sur  la  mappemonde  construite  par  la  projection 
stéréographique. 

209.  La  seconde  propriété  de  la  projection  stéréographique  consiste  clans 
l'égalité  de  deux  angles,  l'un  formp  par  les  tangentes  à  la  surface  de  la  sphère, 
l'autre  par  les  projections  stéréographiques  de  ces  tangentes.  Cette  propriété 
se  démontre  de  la  manière  suivante  : 

Soit  COE  (/%.  G,  pl.3ï)  le  plan  mené  par  le  centre  de  la  sphère,  par  le  point 
de  concours  O  des  lignes  de  projection,  et  par  le  sommet  £  de  l'angle  proposé. 
Ce  plan  coupe  la  sphère  suivant  le  grand  cercle  ABOE  du  diamètre  AB,  et  le 
plan  de  l'angle  des  deux  tangentes,  suivant  EG  perpendiculaire  au  rayon  CE. 
La  droite  OE  coupe  le  diamètre  AB  au  point  e,  qui  est  évidemment  la  pro- 
jection stéréographique  du  sommet  E  de  l'angle  des  deux  tangentes  à  la  sur- 
face de  la  sphère. 

Considérant  le  plan  des  trois  points  C,  O,  E  comme  vertical,  le  plan  hori- 
zontal qui  passe  par  le  diamètre  AB,  contient  le  grand  cercle  ABab  de  la 
sphère,  et  coupe  le  plan  des  deux  tangentes  suivant  la  droite  GH';  or  ces  tan- 
gentes ne  peuvent  rencontrer  le  plan  du  grand  cercle  ABab  qu'en  deux  points 
tels,  que  H,  H'  de  la  droite  GH',  et  la  droite  HH'  qui  joint  ces  deux  points,  est 
le  côte  commun  à  deux  triangles  qui  ont  leurs  sommets,  l'un  au  point  donné  £ 
de  la  surface  de  la  sphère,  l'autre  à  sa  projection  perspective  e  ou  e;  mais  ces 
deux  triangles  sont  égaux  ;  car,  à  cause  de  l'égalité  des  angles  EeG,  ^EG,  les 
droites  EG  et  eG  sont  égales;  donc  l'angle  qui  a  son  sommet  au  point  E,  et 
dont  les  côtés  passent  par  les  points  H,  H',  est  égal  à  Tangle  dont  le  sommet 
est  au  point  e'  projection  stéréographique  du  point  E,  et  dont  les  côtés  passent 
par  les  mêmes  points  H,  H'  (*). 

s  10.  Il  résulte  de  ces  deux  propriétés  qu'un  triangle  formé  sur  une  sphère 
par  trois  arcs  de  cercle  assez  petits,  pour  que  chacun  diffère  peu  de  la  ligne 
droite,  et  le  triangle  qui  est  sa  projection  stéréographique,  sont  deux  âgures 
presque  semblables. 

(^)  M.  Lacroix,  dans  son  Introduction  à  la  géographie  (seconde  édition,  Paris,  x8iz},  et  pos- 
ttvieurenient  MM.  Puissant,  Delandire,  ont  donné  dans  leurs  ouvrages  une  démonstration  à 
peu  près  semblable,  fondée  sur  la  considération  de  l'égalité  des  deux  droites  £G,  eG  (^,  G, 
jfL  3i). 

On  lit  dans  V astronomie  de  Delambre,  tome  III,  que  le  plus  ancien  ouvrage  à  la  connaissance 
Je  ce  savant  érudit,  qui  ait  fait  mention  de  la  seconde  propriété  de  la  projection  stéréographi- 
^e,  est  un  Traité  de  navigation  de  RabertsoD^  imprimé  en  X754«  l*a  première  propriété  était 
«roBBue  du  temps  de  Ptoiomée, 


a86  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 

Construction  stéréo  graphique  d'une  mappemonde  sur  le  plan  d'un  méridien, 

(Fig.  7,pl.3iduPMivre.) 

a 1 1.  Soit  PP'a.o*.3o*...  {fig.  ^^pL  3o  ),  le  cercle  de  la  sphère  terrestre,  con- 
tenu dans  le  plan  d'un  premier  méridien  ;  on  divise  sa  circonférence  en  quatre 
parties  égales,  par  les  droites  PP'  et  a.o%  qui  représentent  Tune  Taxe  de  la 
terre,  et  l'autre  la  trace  de  l'équateur  terrestre  sur  le  plan  du  premier  méri- 
dien. On  subdivise  chaque  partie  en  90  degrés.  Soient  0%  3o%  6o",...  a,  b,  d 
les  points  de  division  qui  déterminent  les  parallèles  à  l'équateur,  des  dia* 
mètres  *.3o%  û?.6o^...  ;  les  mêmes  points  déterminent  les  méridiens  terrestres, 
dont  les  plans  font  avec  le  plan  du  premier  méridien  des  angles  mesurés  par 
les  arcs  aby  bd...  Il  s'agit  maintenant  de  construire  la  projection  stéreograr 
phique  des  méridiens  et  des  parallèles  à  l'équateur. 

[Projection  stéréogrqphique  d'un  parallèle  à  l'équateur. 

!2i2.  Le  parallèle  d'une  latitude  donnée,  So*^  par  exemple,  coupe  le  premier 
méridien  aux  deux  points  So"*  et  b  {fig.  7  );  d'où  il  suit  que  la  projection  de 
ce  parallèle,  ou  sa  perspective  sur  le  premier  méridien  qu'on  prend  pour  ta- 
bleau, passe  par  ces  points. 

Considérant  le  plan  du  premier  méridien  comme  un  plan  horizontal,  le  plan 
vertical  PP',  mené  par  l'axe  de  la  terre,  coupe  le  parallèle  â  l'équateur  en  un 
point,  et  pour  mettre  ce  point  en  perspective,  on  abat  le  plan  vertical  sur  le 
plan  horizontal.  Le  point  du  parallèle  situé  au-dessus  du  preipier  méridien, 
et  à  Qo""  des  points  b  et  3o°,  s'applique  en  3o%  et  le  point  de  vue  situé  au-desT 
sous  du  premier  méridien,  au  point  a  extrémité  du  rayon  Ca.  Menant  le  rayon 
visuel  a.3o^  qui  coupe  la  droite  PP'  du  tableau  au  pointyj  les  trois  points  3o% 
A,  y  déterminent  Tare  de  cercle  è/3o%  qui  est  1^  perspective  du  demi-pa- 
rallèle à  l'équateur,  situé  au-dessus  du  premier  méridien,  dont  la  latitude 
est  de  So**. 

Projection  stéréographique  d'un  méridien. 

21 3.  Prenons  pour  exemple  le  méridien  de  la  longitude  ab^  dont  le  plan 
fait  avec  celui  du  premier  méridien,  l'angle  mesuré  par  l'arc  ab. 

Le  plan  de  l'équateur  aCo*"  étant  abattu  sur  celui  du  premier  méridien^ 
Tintersection  de  ces  deux  plans  prend  la  position  Çb;  le  point  de  vue  s'abat 
en  P',  et  le  rayon  visuel  P'b  du  point  b  du  méridien,  coupe  la  droite  Cci  du 
tableau  au  point  e,  perspective  du  point  b.  Les  trois  points  P,  P',  e  détermi- 
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aent  Tare  de  cercle  PP  e,  perspective  du  demi-méridien  de  la  longitude  ab  situé 
au-dessus  du  premier  méridien. 

On  déterminera  de  la  même  manière  Tare  P^',  perspective  du  méridien 
de  la  longitude  ad.  Tous  les  arcs  perspectives  des  méridiens  passeront  évidem- 
ment par  les  pôles  P,  P',  et  auront  leurs  centres  sur  le  diamètre  aC.o^  inter- 
section du  premier  méridien  et  de  Téquateur  terrestre. 

Des  tangentes  aux  projections  stéréogvaphiques  des  méridiens  et  des  parallèles 

à  Véquateur. 

!2i4*  l^s  parallèles  à  Téquateur  coupent  le  premier  méridien  à  angle  droit; 
or,  l'angle  de  deux  cercles  quelconques  de  la  sphère  terrestre,  ne  diffère  pas 
de  sa  projection  stéréographique  (art.  ao8  )  ;  donc  la  perspective  bf.Z(p  d'un 
parallèle  rencontre  à  l'angle  droit  le  premier  méridien  aux  points  b  et  So"*; 
d'où  il  suit  que  les  rayons  Cb  et  C.  3o®  sont  tangens  à  l'arc  bf,  3oo.  Par  la  même 
raison,  la  tangente  Vp  au  premier  méridien,  et  la  droite  Vb  taugente  à  la  per- 
spective PeF  du  méridien  de  la  longitude  ab^  comprennent  entre  elles  l'angle 
bVqy  qui  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  Vdb  double  de  la  longitude  ab. 
L'angle  de  deux  tangentes  P3,Pi'  aux  perspectives  PeF,  Pg-F  de  deux  méri- 
diens quelconques,  est  égal  à  l'angle  des  plans  de  deux  méridiens. 

ai 5.  La^^.  8(/>/.  3i)  est  une  mappemonde  sur  l'horizon  d'un  lieu  dont  la 
latitude  est  donnée.  Le  plan,  de  l'horizon  passe  par  le  centre  de  la  terre;  la 
verticale  menée  par  ce  centre,  coupe  la  sphère  terrestre  au  point  de  vue.  La 
ligne  des  pôles  étant  donnée  de  position  par  rapport  au  plan  de  la  carte,  la 
perspective  du  pôle  situé  au-dessus  de  ce  plan,  est  le  point  de  concours  des 
perspectives  des  méridiens  visibles  sur  la  carte. 

316.  Les  deux  propriétés  de  la  projection  stéréographique  réunies,  n'ap*- 
partiennent  qu'à  la  surface  de  la  sphère  ;  mais  la  première  qu'on  a  démontrée 
(art.  207),  a  également  lieu  pour  l'ellipsoïde  de  révolution,  pourvu  qu'on 
place  l'œil  à  l'extrémité  de  l'axe  de  révolution.  Toutes  les  sections  planes  de 
l'ellipsoïde  vues  de  ce  point,  et  projetées  sur  le  'plan  de  l'équateur,  doivent 
paraître  des  cercles.  Cette  proposition  nous  ayant  été  communiquée  par 
M.  Legendre^  nous  avons  démontré  qu'elle  avait  encore  lieu  pour  l'ellipsoïde 
il  trois  axes  inégaux,  en  projetant  les  sections  planes  de  cette  sur&ce  sur  l'un 
des  plans  parallèles  aux  deux  systèmes  de  cercles  dont  cette  surface  se  com* 
pose,  et  en  disant  concourir  les  Lignes  de  projection,  vers  l'extrémité  du  dia-* 
urètre  qui  passe  par  les  centres  des  cercles  parallèles  au  plan  de  projection. 
(Voyez  la  Correspondtmce  sur  t École  polytechnique^  t  I,  p.  76^  juillet  i8o5.^ 
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ISotice  sur  les  dii^erses  projections  employées  pour  la  construction  des  mappc' 

mondes  et  des  cartes  géodésiques. 

3  j  7.  On  trouve,  dans  l'introduction  à  la  géographie^  par  M.  Lacroix  (deuxième 
édition  181 1  ),  des  notions  précises  sur  les  divers  modes  de  projections  em- 
ployés par  les  géographes.  Après  avoir  défini  la  projection  stéréographîque, 
il  fait  mention  d'une  autre  projection  perspective,  dont  M.  de  Prony  avait  eu 
l'intention  de  se  servir  pour  les  cartes  du  cadastre.  Le  point  de  vue  serait  au 
centre  de  la  sphère,  et  on  prendrait  pour  tableau  un  plan  tangent  à  la  sphère. 
Il  définit  la  projection  ortho graphique ^  dans  laquelle  les  méridiens  et  les 
parallèles  sont  projetés  orthogonaleraent  sur  un  plan  suivant  des  ellipses, 
lesquelles  deviennent  des  cercles  ou  des  lignes  droites,  lor^ue  le  plan  de 
projection  est  parallèle  à  Téquateur.  La  Hire  a  modifié  la  projection  ortho- 
graphique, en  plaçant  l'œil  sur  le  prolongement  du  rayon  de  la  terre  perpen- 
diculaire au  plan  diamétral  de  la  carte,  à  une  distance  de  la  surface  de  la 
sphère  terrestre,  égale  au  sinus  d'un  demi-angle  droit  mesuré  en  parties  du 
rayon  de  cette  sphère. 

M.  Lacroix  nomme  projections  par  déifeloppement  celles  qui  se  font  eu  assi- 
milant des  portions  de  la  surface  terrestre  à  des  zones  de  surfaces  dévelop- 
pables.  La  plus  simple  de  ces  projections  se  nomme  projection  conique;  elle 
se  construit,  en  supposant  que  la  zone  terrestre,  comprise  entre  deux  cercles 
de  latitude,  est  une  portion  de  cône  droit  tronqué.  Cette  hypothèse  approche 
d'autant  plus  de  la  vérité  que  la  carte  embrasse  moins  d'étendue  en  latitude. 
M.  Lacroix  a  fait  connaître  d'autres  projections  du  même  genre  proposées 
par  Bion,  Arrowsmith,  Flamsteed,  Nolin,  Delisle,  Dan  ville,  Delorgna  et  Cagnoli. 
Les  opérations,  effectuées  dans  le  siècle  précédent  pour  déterminer  la  figure 
de  la  terre,  par  la  mesure  des  degrés  du  méridien  et  des  parallèles,  ont  fait 
oaitre,  dit  M^  Lacroix,  uoe  espèce  de  projection  très-importante,  puisque 
c'est  celle  de  la  grande  carte  de  France  de  MM.  Cassiui,  le  plus  beau  travail 
géographique  qu'on,  ait  exécuté  jusqu'ici.  (  Voyez  les  Mémoires  de  Cassini^ 
Académie  des  sciences,  1745,  et  le  Traité  de  géodésie  de  M.  Puissaqt ,  officier 
supérieur  au  corps  royal  des  ingénieurs  géographes,  deuxième  édition,  2  vo- 
lumes in-40,  Paris.  1819.) 
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NOTES. 


Note  V\ 
Article  loo,  livre  P',  page  58.  — Développement  de  surfaces. 

M.  Lacroix  a  donné,  dans  un  Mémoire  présenté  à  l* Académie  des  sciences  en  1790^  la  solu- 
tion analytique  du  problème  suivant  :  «  Une  courbe  quelconque  étant  tracée  sur  une  surface  dé- 
»  veloppable,  trouver  ce  qu'elle  devient  dans  le  développement  de  cette  sqrface;  et,  réciprq- 
»  quemeni,  une  courbe  étant  tracée  sqr  un  plan,  trouver  ce  qu'elle  devieqt,  lorsqu'on  enveloppe 
»  ce  plan  sur  une  surface  donnée.  » 

11  a  aussi  publié  cette  solution  dans  le  premier  volume  de  son  grand  Calcul  diflcrentiel,  in-4% 
page  636. 


Note  IL 
A  près  Farticlie  39,  livre  II,  page  1 58. — De  V hélice  et  de  la  surface  héliçoïde. 

Une  droite  étant  fiie,  on  conçoit  une- oourbe* mobile,  dont  chaque  peint  décrit  une  hélrce 
sur  un  cylindre,  à  base  QÎreulaire,)eqQel'a  pour  axe  lu  droite  fixe,  et  pour  rayon,  la  distance  du 
point  de  la  oonrbe  ài  cette  droite;  >e  lieu  géométrique  des  hélices  A%  même  pas  {txx.  36,  !2v.  Il), 
décrites  simultanémeftt  par  tous  tes  poîtits  ée  la  courbe,  se  nomme  surface  kéliçùtde;  la  droite 
fixe  est  l^jtfe'de  cette  surface.  La  voûte  qui  supporte^^s-marelies^d'un  escalier  à  noyau,  qu'on 
désigne  dans  les  traités  d'architecture  par  le  nom  de  vis  Saint-Gillesy^ét  ter«iinée  par  une  su.- 
faoe  héliçoïde^  qui  a  pour  génératrice  un  demi-œrcle,  et  pour  axe,  une  droite  Tertieale  située 
dans  le  plan  de  ee  demi-cerde,  laquelle  droite  est*  aussi  l'axe  du  noyau  de  l'escalier. 

On  conçoit  deux  plans,  \\ïk  passant  par  l'axe  d'une  surfape  héliçq|de,  et  l'autre  perpen- 
diculaire à  cet  axe;  considérant  ces  deux  sections  et  Thélice  décrite  par  un  point  quelconque 
de  la  première  section  autour  de  l'axe,  on  aura  trois  cboaes,  deat  doux  déterflaioent  latroU 
sièrae.  De  cette  relation,  j*ai  déduit  la  théorie  gcçmétrique  des  Dajnasj  ou  lames  figurées  ,de 
Clouet,  que  j'ai  exposée  dans  le  cahier  des  Annales  des  Mines^  mars  1804,  tome  XY.  J'avais  an- 
térieurement (en  1795)  proposé  cette  question  aux  élèves  de  TÉcole  polytechnique:  ff,De;<^s 
trois  choses  d'une  surface  héliçoïde,  la  section  par  l'axe,  la  section  perpendiculaire  à  Vaxe^ 
riiéhce  décrite  par  un  point  quelconque^  de  la~sujface  autontr  de^ViOxe^^àws^  étant  données, 
trouver  la  troisième?  »  {Vojtz  le  second  cahier  du  journal  in-/i*  de  l'École  polylechninu'* 
paye  io3.) 
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ago  NOTES. 

Note  III. 

Article  49,  livre  II,  page  i63.  —  Des  épicyclotdes  sphériques,  et  de  leur  usage 
dans  la  construction  des  engrenages. 

On  déduit  des  propriétés  de  l'épicycloïde  spliériqiie,  la  solution  de  cette  question  de  mfo- 

■  Étant  donnésdeux  axes  fixes,  et  deux  points  M,  M'  attachés   invariableroent  à  ces  ax«,an 
•  suppose  qu'une  force  appliquée  à  l'un  de  ces  points,  à  M  par  exemple,  le  fasse  tourner  autour 

>  du  premier  axe,  on  demande  par  quel  mécanisme  on  doit  joindre  le  point  M  au  point  X. 
■  pour  que  ce  dernier  tournant  autour  du  second  axe,  les  arcs  de  cercle  parcourus  dans  L 

>  même  temps  par  les  deux  points,  soient  dans  un  rapport  donné  et  constant.  <• 

(  fojvs\a  solution  de  cette  question  dans  mon  Traité  des  Machines,  4'  édition,  aaaée  iSiS, 
page  36 1.) 


Article  56,  livre  II,  problème  X,  page  (69.  —  Intersection  de  trois  canes 
droits  à  axes  parallèles . 

Le  problème  X,  page  167,9  au  plus  quatre  solutions  :  pour  le  démontrer,  nous  rapporieroB 
les  trois  surfaces  coniques  droites,  lieux  géométriques  du  point  cherché,  à  trois  plans  recttaffi- 
taires,  et  nous  supposerons  que  leurs  axes  sont  parallèles  à  l'axe  des  s;  nous  placerons  le  somme 
du  premier  cAne  à  l'origine  des  coordonnés;  le  sommet  du  second  sur  le  plan  de  xz,  au  point  Ae- 
terminé  par  les  coordonnées iZ^ n,  «::=&;  le  sommet  du  troisième,  au  point  qui  a  pour  coor- 
données xT^ii,y^b',  t-^k'. 

.  Nommant /,nt,  m' les  cotangentes  des  angles  que  les  droites  génératrices  des  cdnes  droits,  foa: 
respectivement  avec  les  axes  de  ces  cAnes,  on  aura  pour  leséquations  des  trois  surfaces  .- 

»  =/>  (:r'  +^)i  (,_A)'=,7.- {(^-<,)' +/' };  (i-A')'=«'.{(*-rf)' -i- (r-6T  î-fE 
Développant  les  deux  dernières  équations,  on  a  : 

et  mettant  pour  a^'  +  j",  la  valeur  égale  —  ; 

(,_A)»  =  ^_(.m'(a»— aaar)}  (»— A')'=:^  +  m"  (  0"  +  »»  )— ao*»»''*  —  aifaT} 

d'oii  I  on  tire  :  x  = ■ i '—  ,  .  .     ,  (i 

^       al'm>m'^  (a''  +  tf--^')  +  ;^WV  (a-a')  +  /■(a''^'  f»  -A)'-am-  («  — A')-)  ^, 
a<tA7*m'ni^ 
Substituant  ces  valeurs  de  x  etj' dans  l'équation  «•=/•(«'  +r^), 


NOTES.  291 

l'équation  finale  sera  évidemment  du  quatrièuM  degré ,  et  à  chaque  racine  de  cette  équation 
correspondront  les  valeurs  linéaires  de  x  et  y^  données  par  les  équations  (i)  et  (2).  Les  quatre 
systèmes  de  valeurs  correspondantes,  qu'on  trouve  pour  x,  y,  l,  déterminent  quatre  points 
communs  aux  trois  surfaces  coniques  des  équations  Ë,  dont  la  position  satisfait  aux  conditions 
du  problème  X. 

Note  V. 
Articles  67  -  62,  liv.  II,  page  170. 

Notice  historique  sur  ce  problème:  Connaissant  dans  une  pyramide  triangulaire  la  base  et 
les  angles  des  arêtes  opposés  aux  côtés  de  la  bcise,  construire  le  sommet  de  la  pyramide  ? 

Les  premières  recherches  sur  la  solution  de  ce  problème  se  trouvent  dans  le  deuxième  volume 
des  savans  étrangers.  Académie  de  Paris,  année  1754;  Estève,  de  la  Société  royale  des  sciences 
de  Montpellier,  Pavait  mis  en  équations;  il  posait  ainsi  la  question  :  La  base  d'une  pyramide 
triangulaire  étant  donnée,  avec  les  angles  au  sommet,  déterminer  Us  dimensions  de  la  pyra- 
mide? H  avait  pris  pour  inconnues,  dans  la  pyramide  triangulaire  ABCD  {pi.  ^o^fig*  C)  les 
trois  angles  ADC,  ADB,  ABC  compris  entre  les  deux  arêtes  AD,  AB  et  les  trois  côtés  CD,  DB, 
BC  de  la  base  ;  les  quantités  connues  de  la  pyramide  sont  ces  trois  côtés,  et  les  trois  angles 
opposés,  qui  ont  pour  sommet  commun  le  sommei  A  de  la  pyramide. 

Nommant  b,  c,  d  les  côtés  de  la  base  BCD  de  la  pyramide  ABCD;  B,  C,  D  les  angles  op- 
posés à  ces  côtés ,  qui  ont  pour  sommet  commun  le  point  A  sommet  de  la  pyramide  'jX,y,z  les 
angles  inconnus  ADC,  ADB,  ABC;  x\  y\  z  les  angles  ACD,  ABD,  ACB,  on  aura  : 

sin  X  =  sin  (x-^-B);  sin  y  =  sin  (7*  +  C)  ;  sin  «*=  sin  (z  +  D)  ;  d*où  Ton  déduit  : 

^      b  sin  X      c  sin  y    ^  ^      c  sin  y     dsïn  z'     ,  ^      6  sin  x      ^  sin  z  ,  . 

AD==--T-— =-T-/^;AB===-^^=-^— —;  AC==-^---==-r-p-- (i). 

sin  B        sm  C  sm  C         sm  D  siu  B         sm  D  ^  ^ 

1^  sin  (x  +  B)  __^  c  sin  ( j^ -f- C)  .  c  sin^-^  rfsin(z  +  D) 

Sin  B  sm  C  ^  sm  C  sin  D 

Les  équations  (i),  (a),  (3)  renferment  la  solution  du  problème  considéré  dans  sa  généralité,  et 
on  en  déduirait  les  valeurs  de  sin  x,  sin  j,  sin  z,  qui  déterminent  toutes  les  dimensions  de  la 
pyramide. 

Estève  n'a  pas  donné  pour  le  cas  général ,  l'équation  finale  qui  ne  contiendrait  qu'une  seule 
inconnue,  par  exemple  sin  x;  il  n'a  achevé  la  solution  que  pour  le  cas  particulier  oh  les  deux 

angles  x  ci  z  seraient  égaux.  Alors  l'équation  (i)  donne  ;>==  V-=r  ;  c'est*à-dire,  que  les  côtés  b 

et  «f  de  la  pyramide,  sont  proportionnels  aux  sinus  des  angles  B  et  D,  opposés  à  ces  côtés. 

Dans  cette  hypothèse,  l'équation  finale  est  du  quatrième  degré  en  sin  x,  et  se  résout  à  la  ma- 
nière des  équations  du  second  degré. 

En  1773,  Lagrange  a  publié  dans  le  volume  de  l'Académie  de  Berlin,  pour  cette  année,  un 
mémoire  sur  la  pyramide  triangulaire,  où  Ton  trouve  les  trois  équations  suivantes  : 

JF*  -{•  y*^^  2xy  cos  B  =  i»  ;  j^*  -|-  z*  —  oyz  cos  C  =  <:*  ;  z*  -\-x*  —  2xz  cos  D  =/f  »  ;  x,  y,  t 

étant  les  trois  arêtes  de  la  pyramide;  b,c,d[es  trois  côtés  de  la  base;  B,  C,  D  les  angles  op- 
posés à  ces  côtés. 
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figo.  NOTES. 

Éliminant  yi  »,  réqmtioii  &ià)een  jp  serait  «lu  huitièine  de^«^  ainsi  «fue  M.  Lacroix  l*a 
marqué  dans  son  Complément  de  gétméirie,  première  édition^  année  179&9  page  86. 

En  1795,  LagroDge  est  reloua  s«r  celte  question  dans  le  €ourî  tie  mathématiques  éiéi 
iaires  qu'il  fit  aux  écoles  normales  de  cette  atmée^conjointemefit  avec  Laplace,  et  il  fit  observer 
qu'en  prenant  pour  inconnues  Tune  quelconque  des  arêtes  de  la  pyramide,  et  les  rapports  de 
celle-ci  aux  deux  autres,  Téquation  finale  ne  serait  que  du  quatriènte  degré.  I^  calcul  avait  été 
indiqué  par  Lagraugc;  je  l'ai  développé  dans  la  Corrcspomlance  sur  l'École  polytechnique 

(tome  II,  juillet  i8ia,  page  334).  Faisant-  =  £/,  -  =3  ^,  co9B  =  ^,  cosC^y,  cos  D=(y, 
les  trois  équations  précédentes  deviennent  : 

^»  =  xa  ( I  4-  «*  — a  /3tf  )  j  c»  =  x^  (iT  +  r»  —  aytfr  );«/'  =  xa  (i  -+-/»  —  %it)  ; 
de  ces  trois  équations^  on  dédtiit  les  deux  suivantes  du  second  degré  en  u  et  r  : 

L'cUminalioQ  de  u  ou  de  t  entre  ces  deux  équations,  conduit  à  une  équation  du  quatrième 
degré  en  u  ou  en  t. 

Les  deux  solutions  algébriques  de  Lagrange  ne  déterminaient  pas  le  nombre  des  pyramide:? 
qui  satisfaisaient  aux  conditions  du  problème;  il  n'était  pas  prouve  que  l'équation  finale  du 
huitième  degré,  à  laquelle  on  arrive  par  la  première  solution,  ne  contenait  pas  des  racines 
égales  ou  imaginaires,  et  cette  «quation  s'abaissant  du  huitième  degré  au  quatrième  par  la  seconde 
solution,  on  pouvait  croire  que  le  problème  n'était  susceptible  que  de  qnatre  solutions  distinctes. 
J'ai  fait  voir  dans  l'arlicle  cité  de  la  Correspondance  (juillet  1812),  1°  qu'on  pouvait  obtenir  les 
huit  racines  de  l'équation  du  huitième  degré  par  l'intersection  d'une  courbe  du  quatrième  degré 
et  de  deux  cercles  dont  les  centres  et  les  rayons  étaient  donnés;  a^'que  celte  courbe  du  qua- 
trième degré  se  construisait  par  points;  3<^  qu'elle  était  coupée  par  deux  cercles  en  huit  points, 
qui  étaient  les  sommets  de  huit  pyramides  de  même  base.  Ayant  abaissé  de  chacun  des  huit 
sommets  des  perpendiculaires  sur  le  plan  de  la  base  commune,  et  les  ayant  yvrolongées  autant 
au-dessous  du  plan  rju'en^dessus,  les  extrémités  de  ces  perpendiculaires  sor^  les  sommets  de 
huit  autres  pyramides  symétriques  des  premières,  de  même  base  et  de  même  hauteur.  J  avai« 
démontré  que  les  huit  pyramides  et  leurs  symétriques  satisfaisaient  aux.  conditions  du  pro- 
blème, et  qu'ainsi  oe  problème  était  susceptible  de  seize  solutions. 

£stcvc  avait  remarqué  que  le  problème  dont  il  s'était  occupé  n'était  pas  de  pure  s\K'Cu1.v 
tion;  qu'il  pouvait  être  utile  en  géographie,  ce  qui  en  avait  fait  naître  l'idée,  et  qu'on  pourrait 
l'énoncer  ainsi  :  a  Étant  placé  sur  le  sommet  d'une  montagne,  et  connaissant  la  distance  qu'il  y 
V  a  entre  trois  objets  qu'on  découvre  dans  la  plaine,  il  s'agit  de  déterminer  du  même  sommet, 
»  par  les  règles  de  la  trigonométrie,  la  hauteur  de  ?a  montagne  et  la  distance  à  chacun  des  objets 
>  qui  sont  dans  la  plaine;  enfin,  tout  ce  qui  appartenait  à  la  pyramide,  dont  la  base  connue  est 
u  dans  la  plaine,  et  le  sommet  à  l'œil  de  l'observateur  qui  y  mesure  les  angles  formés.  » 

Ou  sait  que  la  géométrie  descriptive  et  son  application  à  la  théorie  du  défilement  ont  pris  nais- 
sancc  à  l'Ecole  royale  du  Génie  établie  à  Mezières  en  1748,  et  que  Monge  a  professé  dans  celte 
ccole  pendant  vingt  ans  ce  1784  à  1804.  On  y  proposait  le  problème  d'Estève,  comme  une  ap- 
])lication  delà  géométrie  descriptive  à  la  topographie.  Monge  en  a  donné  la  solution  dans  ses 
leçons  aux  écoles  normales  de  1795,  et  a  publié  cette  solution  dans  \e  journal  de  ces  écoles, 
tom.lll,  p.  347-35«i.  Si  cette  question  était  traitée  par  l'analyse  (dit  Monge,  p.  349  du  mcmie 
journal),  elle  conduirait  gt'néia'cment  à  une  équation  du  soixaute-quatricmc  devffè»  Ce  savant 


^^ — "~      — —  — ^-^^ 
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Supposait qu*oQ Mirak  pris  pour  inconnaes,  l«s  trois coordonoées  do  soBMuet  dé lapyramide,  el 
que  ce  sommet  serait  déterniiné  par  l'iotersetilion  de  trois  surfaces  annulaires;  tes  équations  de 
ces  surfaces  étant  chacune  du  quatrième  degré,  on  pouvait  en  conclure  que  généralement  l'équa- 
tion finale  non  réduite  serait  du  soixante -quatrième  degré.  Monge  n'avait  pas  effectué  ni  dis- 
cuté ces  calculs;  il  voulait  seulement  montrer  dans  vne  leçon  orale  de  géométrie  descriptive, 
que  pour  certains  problèmes,  les  constructions  géométriques  étaient  préférables  aux  calculs 
algébriques^ 

En  i8i5,  M.  Bruno  de  Naples  a  publié  un  mémoire  écrit  en  italien,  qui  a  pour  titre  :  «Sb- 
iuzîone  geometnca  di  un  difficU probUma  disito  ;  Napoli,  i-daS^  in-4*  de  ao  pages  et  une  plan- 
che. On  trouve  dans  ce  mémoire  la  solution  de  la  question  suivante  :  Étant  donné  un  point 
et  deux  droites  dans  Veêpace^  tnefHir  par  ie  point  un  flan  qui  coupe  les  deux  droites  en  deux 
autres  points,  tels  que  les  trois  points  soient  les  sommets  d'un  triangle  semblable  à  un  triangle 
djnné,  [Foyez  page  170.) 

M.  Bruno  a  résolu  ce  problème  jsjrnthétiqaerocnt  par  la  méthode  des  anciens,  et  il  a  fait  voir 
que  la  solution  générale  dépendait  de  l'intersection  de  deux  hyperboles  tracées  sur  le  même 
plan.  Le  problème  d'Estève  n'est  évidemment  qu'un  cas  |>articulier  de  celui  qui  vient  d'être 
énoncé;  il  suffit  de  supposer  que  les  deux  droites  données  se  reacontrent;  le  yioiiit  de  renconlro 
étant  pris  pour  le  sommet  d'une  pyramide,  on  joint  ce  point  et  le  point  donné  par  une  droite; 
cette  droite  et  les  deux  droites  données  concourantes  au  même  point,  sont  les  .trctés  d'une  py* 
ramidc  triangulaire  qu'il  s'agit  découper  suivant  un  triangle  de  similitude  donnée.  M.  Bruno  a 
résolu  cette  question ,  cl  il  a  de  plus  examiné  ce  que  devient  La  •alut.ion  générale,  lorsque  deux 
côtés  du  triangle,  base  de  la  pyramide,  sont  proportionnel^  aux  sinus  des  ailles  opposés  à 
ces  côtés  et  compris  entre  ies  arêtes  de  la  .pyramide.  Estève  avait  vu  que  dans  çç  cas  particu- 
lier, la  solution  du  problème  dépendait  d'une  é^uatiop  du  quatrième  dçgré»  qui  se  résout  ù  la 
manière  du  second,  et  M.  Bruno  l'a  ramené  à  l'intersection  de  la  ligne  droite  et  du  cercle.  J*ai 
traduit  le  mémoire  de  M.  Bruno  ;  la  traduction  et  les  additions  qui  m'ont  paru  nécessaires  pour 
compléter  le  texte,  ont  été  publiées  dans  les  mémoires  de  l'Académie  royale  des  sciences  et 
belles- lettres  de  Bruxelles,  année  1826.  J'ai  ajouté  à  cette  traduction  la  solution  analytique 
suivante  du  problème  de  M.  Bruna 

On  prcttd  pour  plan  des  xj  le  plan  mené  par  le  point  donné  A  {Jig.  D^pL  3o)  parallèle- 
ment auK  deux  droitea  données,  et  pour  axes  des  x  et  des  j*  les  parallèles  à  ces  droites  menées 
par  le  point  A  pris  pour  origine  des  coordonnées  x  ifX  y^  Les  drpitcs  données  sout.prqjetées 
orihogonaiement  snr  le  |>lan  des  xy  suivant  BDM  el  B£N;  on  suppose  que  ces  prqjcctipns 
comprennent  un  angle  donné  MBN  ou  DB£;  elles  se  coupent  au  point  B  qui  est  la  projeclioa 
de  k  plus  courte  distance  des  deux  droites  données  sur  le  plan  des  xy*  Soit  AMN  la  projection 
du  triangle  dont  l'un  des  sommets  est  en  A^  et  les  deux  autres  sommets  en  m  et  /i  sur  les 
droites  données,  aux  |>oints  de  l'espace  dont  M  et  N  sont  les  projections  ;  on  demande  que  ce 
triangle  soit  semblable  à  un  triangle  donné. 

Nommons  7  l'angle  connu  des  axes  AX,  AT,  a  la  droite  AD,  b  la  droite  A£,y*la  distance  du 
point  771  de  l'espace  au  plan  des  x/,  /"  la  distance  du  point  n  de  l'espace  au  même  plan ,  et  l'on 
aura  pour  les  droites  AM,  AN,MN,  les  valeurs  suivantes  en  x  et  j,  qui  sont  les  coordonnées, 
l'une  du  point  M  parallèle  à  l'axe  des  x,  l'autre  du  point  N  parallèle  à  l'axe  des  y  : 

AM  =  x»  +  a*  4-  aax  cos  7  ;  AN  =^  +  **  +  ^^.T  <^*  7  î 
MN  =  MB*  +  NB*—  2  MB.  NB.  cos  7  =  (x— ^)*  +  (^— «)*  —  a  cos  7  (x^b)  (y--a% 
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désignant  par  l,  /',  l"  les  trois  côtés  du  triangle  Âjnn  de  l'espace,  dont  la  projection  sur  le  plan 
des  xxy  est  AM N,  les  longueurs  de  ces  côtés  seront  déterminées  par  les  relations  suivantes  : 

/»= am'+ /^  ;  ^''  =  ân'+/'»  -,  r*  =  mn"+  (/V'>  , 

ou  /•  =  4?*  +  %a^  cos  7  +  «»  +/*»  ^'*  =/*  +  aAycos  7  -f- ^•-f-/'»  j 

/''•  =  (  a:  ~fc )»  +  (r— «)•-  a  cos  7  (^—6)  (r-«)  +  (/—/')•. 

Puisque  le  triangle  des  côtés /,/', /'^  est  semblable  à  un  triangle  connue  les  rapports  de  ces 
côtés  i^yj^f  sont  donnés,  et  on  aurait  : 

7—  =  ^;  77-  =a  A';  k  et  k  étant  des  constantes  connues^ 
Substituant  les  valeurs  de  1,1',  1"^  on  aurait  : 

(x— i»)»  +  (jr-«fl)a  __a  cos  7  Cr— 6)  (r— «)  +  if—fy  =^(*»   r  afljr  cos  7  -f  «'    r  A)-  CO- 
(x— *)i  +  (jr— /!)*—  a  cos  7  (a:— 6)  (/—«)  -|- (/-/)*  =  A'  (f*  -f  a^j-cos  7  +  6»  +/''*)•  (*J 
De  ces  deux  équations,  on  en  déduit  la  suivante  : 

A{x^  +  ^iaxcosy  +  at  -f /*  )  =  Ar'  (  j»  -[-  a6j  cos  7  -|-  6»  +/'»  ) (3,. 

Cette  dernière  équation,  combinée  avec  l'une  des  deux  premières,  donne  les  valeurs  de  x  et  j^ 
représentées  sur  la  figure  D  (pi.  3o),  par  les  droites  AP,  AQ. 

Considérant  deux  quelconques  des  trois  équations  précédentes,  comme  appartenantes  à  deux 
courbes  du  second  degré  rapportées  aux  axes  obliques  AX,  AT,  les  points  d*inlersecûon  de 
ces  courbes  détermineront  (J!g.  D)  les  points  M  et  N  sur  les  projections  des  droites  données, 
et  par  conséquent  le  triangle  dont  ces  points  sont  les  projections. 

Nous  remarquerons  que  dans  les  équations  (i)  et  (7) ,  le  terme  enxjrsL  pour  facteur  cos  7  qui 
peut  prendre  les  deux  valeurs  dr  cos  7  ;  d*oii  il  suit  qu'il  y  a  deux  courbes  du  second  degré  qui 
correspondent  à  chacune  des  équations  (i)  et  (a).  Chacune  de  ces  courbes  rencontrant  la.  ligne 
de  l'équation  (3)  en  quatre  points ,  il  s'ensuit  que  le  problème  proposé  par  M.  Bruno  est  sus- 
ceptible de  huit  solutions,  c'est-à-dire,  que  Ton  peut  placer  huit  triangles  semblables  à  un 
triangle  donné,  de  manière  qu'ils  aient  un  point  donné  pour  l'un  des  sommets  communs^  et  les 
deux  autres  sommets  sur  les  droites  données. 

L'équation  (3)  en  x  et  j^  ne  représente  qu'une  seule  courbe  du  second  degré,  parce  (|ue  le 
facteur  dz  cos  7  n'affecte  que  les  termes  linéaires  de  cette  équation. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  droites  données  se  rencontreraient,  le  point  de  rencontre 
serait  le  sommet  de  huit  pyramideS;  qui  auraient  pour  bases,  de$  triangles  semblables  à  un 
triangle  donné. 
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Note  VÏ. 

Article  77,  livre  II,  problème  XIII,  page  184.  —  ^lution  analytique  du pro^ 
blême  d'une  sphère  qui  en  touche  quatre  autres; par  M.  Poisson. 

Soient  A,  B,  C,  D  les  centres  des  quatre  sphères  données  ;  en  les  joignant  par  des  droites,  on 
formera  une  pyramide  triangulaire  dans  laquelle  tout  sera  connu.  (  On  suppose  que  le  lecteur 
tracera  la  figure,)  J'emploierai  dans  le  calcul  suivant  les  trois  arêtes  DA,  DB,  DC,  les  angles 
ADC,  BDC,  et  l'angle  compris  entre  les  plans  de  ces  deux  angles;  données  qui  su(Bsent  pour 
déterminer  la  pyramide  ABCD.  J'appelle  C  l'angle  des  deux  faces  ADC,  BDC;  soit  de  plus  : 

DAz=«,       DB=^,       DC=:c;       angle  ADC=a,       angle  BDC=/3. 

Pour  fixer  les  idées,  je  suppose  que  ]e  centre  de  la  sphère  demandée  tombe  dans  l'intérieur 
de  la  pyramide  ABCD,  et  que  ce  centre  soit  le  point  O.  Joignons  ce  point  aux  sommets  A,  B, 
G,  D,  et  soient  : 

DO=r;       angle  ADO=x,       angle  BDO=:jo       angle  CDO=«. 

La  distance  du  point  O  au  point  D  étant  appelée  r,  les  distances  du  même  point  O  aux  points 
A,  B,  C  seront  égales  à  l'inconnue  r,  augmentée  ou  diminuée  de  quantités  connues,  qui 
dépendront  des  différences  entre  les  rayons  des  sphères  données;  on  pourra  donc  supposer 

AOrrr  +  g^;  BO=r-f.^;  CO=r+A; 

g,  h,  k  désignant  des  quantités  données  dans  chaque  cas  particulier.  Enfin  le  plan  des  deux 
lignes  OD  et  CD  coupe  l'angle  dièdre  C,  en  deux  parties  inconnues  que  je  représenterai  par  ^ 
et  q,  p  étant  la  partie  comprise  entre  ce  plan  et  la  face  ADC,  et  par  conséquent  q^  l'angle  com- 
pris entre  ce  mésiie  plan  ODC  et  la  face  BDC.  Nous  aurons  C=:/>  +  q,  et  d'après  une  formule 
facile  à  démontrer  : 

sin*C=cos»/>  +  pos*^—  a  cosp,  cos  9.  cos  C.  .  .  (  i). 
Cela  posé,  le  triangle  COD  donne  : 

{r  ;    ^)*  =  f*  +  c*  —  2cr,  cos  z; 

d'où  l'on  tire  : 

c» — h—^kr  ,  , 

cos«= (a). 

^cr  *  ' 

On  aura  de  même  : 

6* — h^ —  aAr  a« — g^ —  agr 

cos  r  = ; ;  cos  X  = . 

aor  a«r 

Si  l'on  considère  la  pyramide  triangulaire  ADCO,  et  que  l'on  se  propose  de  déterminer  l'angle 
ODA  au  moyen  de  l'angle  dièdre  opposé,  et  des  angles  adjacent  ADC,  ODC,  on  aura,  d'après 
les  dénominations  précédentes  : 

cos  j7z=cos  a.  cos  zL^  sin  a.  sin  z,  cosp, 

et  par  conséquent  : 

cos  a  cos  z — cos  J? 
cosp  = : : . 

sin  a,  sm  z 
ou  bien  en  mettant  pour  cos  z  et  cos  ^/ leurs  valeurs,  et  multipliant  par  r  sin  z, 

c» — A' cos  a        a» — g"      i          /g       A  cos  a  >     r 
r.  sinz.  cos^ss • -: — 2 '   (  £  ^  __  ) 

ac      sma  aa       sina       \a  c       /sin  a 
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On  trouvera  semblablement  : 

fl' — A»    cosi3       3»—^»       I  fh       &cosj3\    r 

r.  siD  z.  cos  12  = ^ r-^ 7 T~  +  V  T  •* J — ^  « 

ac        siD  p  a0         sm  j3      v  6  c     /    sin  p 

Je  multiplie  tous  les  termes  de  l'équation  (i)  par  f^  sin«  z  :  je  substitue  ensipte  dans  son  second 
membre  pour  r  sin£.  cos/>'ct  rstn  z.  cos  ^  leurs  valeurs ,  et  en  ordonnapt  par  rapport  à  r,  on 
aura  évidemment  une  équation  de  cette  forme  : 

/*  sîn»:8  sîn»C=L  +Mr+NA*, 

dans  laquelle  L«  M,  N  sont  des  quanlfttfls  oonnpea,  dont  je  me  disp^merM  d-écrûre  les  expres- 
sions. D'ailleurs  l'équation*  (%)  donne/; 

^  sim  z  =  ^^^  (4/-  +  4ir  +  h—c-); 

ce  qui  change  la  précédente  en  une  équation  de  cette  forme  : 

L'4.MV+N'/*=o, 

L',  M',  N'  étant  aussi  cjes  quantités  connues. 

Cette  équation  du  second  degré  Uonnera.] a  vafeiHr  de  r;  leséqiMltions  (d^)>et  (^)  feront  oonaai- 
tre  les  angles  z  et  p,  et  par  conséquent  le  eeatre  O^  dont  la  position  est-dét^nttinéeipjMr  les  trois 
quantités  r,  z,p.  Quant  au  rayon  de  la  sphère  demandée,  il  est  ^al  à  la  valeur  de  r,  diminuée 
du  rayon  de  la  sphère,  dont  le  centre  est  en  D« 


«Ai 


NOTE  VU, 

Article  qj,  livré  II,  page  1,99,  —  Théorie  géométriqw  àks  ombres^  dam  l'hy- 
pothèse d'un  corps  lumineux  étendu  aux  trois  ditwn^içWf^  ^application  au 
défilement,  par  M,  Sajr^  officier  du  génie. 

Say,  ancien  professeur  de  fortiGcatioqs  à  l'Ecole  polytechnique  ;  frère  du  savant  M.  Du- 
méril,  et  de  M.  Say  professeur  d'économie  politique,  a  terminé  jeune  encore  sa  carrière  miiitd ire 
sous  les  murs  de  Saint- Jean-d'Acre.  Il  avait  publié  en  1794»  dans  le  grand  journal  de  VE^cole 
polytechnique  (4^  cahier,  pag.  588),  un  Mémoire  siir  le  défilement  Nous  en  transcrirons  les 
premières  pages,  qui  contiennent  l'énoncé  d'une  question,  dont  la  solution  paraît  avoir  donne 
naissance  aux  théories  de  la  géométrie  descriptive,  et  à  l'enseignement  de  cette  science  dans 
l'ancienne  Ecole  du  génie  de  Mercières. 

Du  défilement. 

Un  des  principaux  objets  de  tout  ouvrage  de  fortiGcaiion,  est  de  garantir  ceux  qui  le  défen- 
dent, de  l'efTet  des  armes  de  ceux  qui  TattAqueut. 

Si  Ton  considère  les  fortiGcations  sous  ce  point  de  vue^  le  premier  soin  de  l'ingénieur,  le  plos 
indispensabie,  doit  élre  do  garantir  les  défenseurs  des  ouvrages,  de  l'atteinte  des  balles  et  bou- 
lets tirés  de  plein  foueti  C'est  auBsi  l'objet  de-cette  partie  de  l'art  de  la/orlf^ca^ipi],  qu'po  ap[x;ilc 
te  défilement. 


NOTES.  ,  î^97 

La  règle  fondamentale  du  défilement  est  celle-ci  :  «  Il  faut  disposer  les  ouvrages  de  manière 
»  que  leurs  parapets  garantissent  tout  ce  qu'il  serait  dangereux  d'exposer  aux  coups  direcu  de 
»  1  ennemi.  » 

On  doit  considérer  dans  le  défilement,  principaleineiil  trois  choses  : 

1^  L'espace  d'où  peuvent  partir  les  coups  de  Pennemi  dirigés  contre  l'ouvrage  qu'on  veut  dé- 
filer. L'ennemi  pouvant  s'exhausser  plus  ou  moins^  cet  espace  s'étend  à  une  certaine  hauteur  au- 
dessus  du  terrain  qui  environne  l'ouvrage.  Il  s'étend  aussi  à  une  certaine  distance  horizontale  de 
l'ouvrage,  dont  on  détermine  les  limites; 

1*  L'espace  que  l'on  vent  soustraire  aux  coups  de  l'ennemi  ou  défiler; 

3^  Là  masse  des  parapets,  qui,  lorsqu'un  ouvrage  est  bien  défilé,  doit  intercepter  tous  les  coups 
directs,  toutes  les  lignes  droites  tirées  de  l'espace  contre  lequel  on  veut  se  couvrir,  vers  celui 
qu'on  veut  couvrir. 

J'appellerai  Vespace  extérieur  celui  contre  lequel  on  veut  se  couvrir,  et  Vespace  intérieur 
celui  que  l'on  veut  couvrir. 

On  doit  voir  déjà  un  grand  rapport  entre  la  nature  des  données  des  problèmes  de  défilement, 
et  celle  des  données  des  problèmes  d'ombres.  Les  coups  directs  remplacent  les  rayons  lumineux 
de  ces  derniers  problèmes  ;  Vespace  extérieur  remplace  le  corps  lumineux  ;  la  masse  des  para- 
pets remplace  le  corps  opaque.  L'ombre  absolue  de  ce  corps  est  l'étendue  entière  défilée  par 
les  parapets,  et  Vespace  intérieur  doit  être  renfermé  dans  cette  étendue. 

JJ espace  extérieur  et  le  parapet  élant  donnés,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  géométrie 
quement  les  limites  de  l'étendue  défilée.  On  y  parviendra  par  le  même  procédé  qu'on  emploie- 
rait4>our  déterminer  l'ombre  du  parapet,  si  tous  les  points  de  VespOce  extérieur  étaient  lumi- 
neux. Un  plan  qui  se  mouvrait  en  s'appuyant  toujours  sur  le  parapet  et  sur  la  surface  qui 
termine  l'espace  extérieur,  engendrerait  par  ses  intersections  successives,  une  nouvelle  surface 
qui  termine  l'étendue  défilée.  J'appellerai  la  surface  ainsi  engendrée,  surface  de  défilement, 

La  partie  des  parapets  sur  laquelle  doit  s'appuyer  le  plan  générateur,  n'est  souvent  qu'une 
seule  ligne  droite,  la  crête  intérieure  du  parapet.  On  voit  qu'alors  la  surface  de  défilement  de- 
vient un  plan  passant  par  cette  crête,  et  tangent  à  la  surface  qui  termine  Vespace  extérieur. 

Le  plan  de  défilement  n'est  pas  seulement  tangent  I  la  surface  qui  termine  l'espace  extérieur 
mais  il  laisse  toute  cette  surface  au-dessous  de  lui,  c'est-à-dire  que  la  touchant  en  un  ou  plusieurs 
points,  il  ne  la  coupe  nulle  part:  cette  circonstance  est  essentielle,  et  elle  est  sous-entendue  par- 
tout où  l'on  parle  du  plan  de  défilement. 


Note  VIII. 


Article  t  lo,  livre  II,  page  ao8.  —  Des  tangentes  conjuguées. 

Lorsqu'un  cylindre  est  tangent  à  une  surface  courbe  quelconque,  la  droite  tangente  en  un  point 
quelconque  de  la  courbe  de  coutact,  et  la  droite  du  cylindre  quipasse  parle  même  point,  sont  des 
tangentes  conjuguées.  C'est  ainsi  que  M.  Charlet  Dupin  les  a  liommées,  à  cause  de  cette  propriété 
réciproque,  que  Tune  étant  prise  pour  la  droite  do  cylindre  tangent,  l'autre  est  la  tangente  de  la 
courbe  de  contact.  Une  antre  propriété  des  uaigentes  conjuguées,  non  moins  remarquable,  est 
celle^  :  t  En  chaque  point  d'une  surface  courbe  quelconque,  tous  les  couples  de  tangentes  cot^ 
<»  juguées,  sont  des  couples  de  diamètres  conjugués  d'une  courbe  du  second  degré  unique;  les 
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»  axes  de  celte  courbe  sont  dirigés  suivant  les  tangentes  des  lignes  de  plus  petite  e(  plus  grande 

*.'  V  courbure I  au  point  de  la  surface  que  l'on  considère.  »  (^ojr.  Les  articles  de  géométrie,  par 

C,  M.  Dupin,  que  j'ai  insères  dans  la  correspondance  sur  l'Ecole  polytechnique,  et  l'ouvrage  qu'il» 

publié  en  i8i3,  sous  le  titre  de  Déneiopfemens  de  Géométrie,  un  voL  ia*4<>.) 


Note  IX. 


Articles  i6i  et  33,  livre  II,  pages  ^44  ^t  i5a.  —  Plan  tangent  à  un  eliipsoide 

de  réi^olution. 

Ces  articles  contiennent  la  solution  de  ce  problème  :  <t  Mener  par  une  droite  donnée,  un  plan 
»  tangent  à  une  surface  de  révolution.»  Lorsque  cette  surface  est  du  second  degré  {yojr.  art.  i34i 
liv.  1*^%  p.  75),  les  points  de  contact  sont  déterminés  par  l'intersection  de  Jemc  courbes  planes, 
parce  que  les  points  de  contact  d'une  surface  du  second  degré  et  d'un  cône  tancent  à  cette  m* 
face,  appartiennent  à  une  courbe  plane.  £n  appliquant  ta  solution  générale,  modifiée  par  cette 
propriété  des  surfaces  du  second  degré,  au  cas  particulier  d'un  elIi|>soïde  de  révolutioD,  on 
construit  .géométriquement  le  rayon  de  la  réfraction  extraordinaire,  dans  les  cristaux  doués  de 
la  double  réfraction.  Cette  construction  est  l'objet  d'un  article  que  j'ai  publié  en  iSiosurle 
spath  d'Islande,  et  sur  la  loi  d'Huygens ,  que  Malus  avait  k  cette  époque  confirmée  pitàe 
belles  et  nombreuses  expériences.  Elle  se  trouve  aussi  rapportée  dans  le  Traité  de  Physique  de 
M.  Biot,  tome  III,  page  336.  On  sait  que  dans  tout  cristal  doué  de  la  double  réfraction ,  il  y  a 
un  axe  d'où  émane  la  force  qui  produit  la  réfraction  extraordinaire.  C'est  à  l'auteur  que  noifi 
venons  de  citer,  qu'on  doit" la  découverte  de  ce  fait  important,  que  la  force  est  atiraclive  oa 
répulsive,  suivant  l'espèce  du  cristal.  On  ne  connaissait,  avant  ceCte  observation,  que  les  cris- 
taux à  axe  répulsif. 

Note  X- 
Arlicle  187,  livre  II,  page  aôg^ 

Solution  d*un  cas  particulier  de  la  perspective  des  surfaces  courhei^ 

L'œil  du  spectateur  étant  considéré  comme  un  point,  le  cône  qui  a  ce  point  pour  sommet,  et 

qui  est  circonscrit  à  une  surface  donnée  de  foime  et  de  position,  touche  cette  surface  suiraot 

une  ligne  qu'on  nomme  contour  apparent.  Cette  ligne,  plané  sur  les  surfaces  du  secoud  degni, 

droite  sur  les  surfaces  dévcloppables,  est  en  général  une  courbeà  double  courbure;  naais  il  peot 

arriver  que  l'un  des  rayons  visuels,  arête  du  cône  circonscrit,  soit  une  tangente  du  contour 

apparent.  C'est  ce  cas  particulier  que  j'avais  remarqué  depub  long-temps  dans  mon  cours  de 

géométrie  descriptive  à  l'École  Polythecnique,  et  que  j'ai  résolu  par  la  géométrie  et  par  IV 

nalyse. 

Solution  géométrique. 

Les  surfaces  se  divisent  en  deux  grandes  classes;  les  unes  pour  lesquelles  les  deux  rayons  de 
courbure  principaux  sont  du  même  côté  par  rapport  au  plan  tangent;  les  autres  pour  lesquelles 
ces  rayons  sont  opposés,  ou,  suivant  l'expression  reçue,  de  signes  contraires.  Une  surface  indi- 
viduelle peut  aussi  être  composée  de  plusieurs  sones,  dont  les  courbures  présenteraient  ks 
mêmes  différences.  La  solution  de  la  question  proposée  ne  s'applique  qu'aux  surfaces  ou  por- 
tions dé  surfaces  pour  lesquelles  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  en  chaque  point  de 
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signes  contraires.  Parmi  ces  surfaces,  je  distingue,  comme  la  plus  simple,  Thyperboloïde  de  révo- 
lution {vox-  p.  67),donk  on  connaît  trois  modes  de  génération,  savoir  deux  par  ta  ligne  droilt, 
et  le  troisième  par  une  hyperbole  qui  tourne  autour  de  son  axe  non  transverse,  et  je  détermine 
les  valeurs  des  paramètres  de  cet  hvperboloïde,  pour  qu*il  devienne  osculateur  d'une  surface 

jen  un  point  donné. 

< 

Pfs  Vhyj>erboîo^éle  de  révolution  osculateur  d'u^e  surface. 

Les  sections  normafes  d*un  hyperboloïde  de  révolution,  le  cercle  de  gorge  et  Thyperbole  mé- 
ridienne, se  confient  en  de>]x  points,  et  pour  ces  points,  les  rayons  de  courbure  principaux  de 
la  surface  sont  égaux  aux  rayons  de  courbure  des  deux  sections.  Nommant  A  l'angle  que  la  droite 
génératrice  de  l'hyperboloîde  fait  avec  le  plan  du  cercle  de  gorge ,  R  le  rayon  de  ce  cercle,  R'  le 
rayon  de  courbure  opposé  de  Fhyperbolc  méridtennei  on  trouve  que  ces  trois  quantités  sont 
liées  entre  elles  pfir  la  relation  s.uivante  ; 

R'  =  R  tang»  A. 

Fpjur  que  l'hyperboloîde  soit  osculateur  d'une  surface  en  ui^  point  donné,  et  en  supposant  que 
ce  point  coïncide  avec  un  point  du  cercle  de  gorge  de  Thyperbolpide,  il  faut  que  les  rayons  R , 
R'  soient  égaux  aux  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface. 

^■dniettons  que  ces  deux  conditions  soient  remplies,  il  s'epsuivra  que  les  dtux  'clroites  de  Thy- 
perbQlpïde  auront  un  contact  du  second  ordre  avec  la  surface  proposée, 'et  que  tb^t  plan  mené 
par  Tune  ou  par  l'autre  droite ,  ççuper^  la  surface  suivant  une  ligne  qui  «urôr^^ie  inflexion  au 
ppint  de  rencontre  àe%  deus^  droites. 

On  sait  que  deux  plans  tangens  consécutifs  4*uDe  surface  réglée  se  couperont  nécessairement 
suivant  une  droite,  lo^rsque  les  points  de  contact  infiniment  voisins  seront  pris  sur  cette  droite: 
l'hyperboloîde  de  révoli^tion  osculateur  jouira  de  la  même  propriété,  et  en  cpnsi()érant  les  deux 
plans  tangens  consécutifs  menés  par  les  deux  éléniens  de  U  droite,  communs  ài  l'hyperboloîde 
et  k  1a  surface  proposée,  /pes  plans  seront  j^ussi  tangens  ^  \^  surfacp,  et  se  couperont  suivant  la 
df  oile  de  Thyperbolpide. 

I)  suit  de  là  qu'ayant  n^ené  par  un  point  de  l'espace  deux  plans  tangens  ^nsécutifs  à  une 
surface,  la  droite  intersection  de  ces  plans,  et  la  droite  dont  la  direction  est  déterminée  par  les 
deux  points  de  contact  infiniment  voisin^,  ne  formeront  qu'une  s^ule  et  qiyéme  droite,  lorsque 
cette  droite  appartiendra  à  rhyperbolojide  osculateur  qui  passe  par  les  deux  points  de  contact. 

C'est  sur  cett,e  considération  qu'est  fondée  la  solution  du  problème  suivant  de  perspective 
linéaire. 

PBOBLÈME.    (  PI.    1^.  P.  ) 

Trouver  sur  le  contour  apparent  d'une  surface,  le  point  pour  lequel  U  tangente  à  cette  ligne 
passe  par  l'œil  du  spectateur?  Fig,  (i-A),/'/.  19.  F. 

Nous  supposerons  que  pour  chaque  point  du  contour  apparent ,  on  connaisse  le  plan  de 
Fune  des  sections  normales  principales,  et  les  deux  rayons  de  courbure  principaux,  qui  sont 
par  hypothèse  de  signes  contraires. 

Soit  m^fig,  1,  un  point  quelconque  du  contour  apparent,  Rm  S  la  normale  à  la  surface  en  ce 
point j  nmp  la  section  normale  principale,  dont  le  cercle  osculateur  du  rayon  principal  mO,  est 
imv;  enfin  mO'  le  second  rayon  principal  de  courbure  pour  le  même  point  m,  opposé  au  pre- 
mier rayon  mO. 

On  conçoit  un  hyperboloïde  de  révolution  qui  a  pour  cercle  de  gorge  le  cercle  tmv^  et  pour 
droite  génératrice  le  rayon  visuel  mœ^  mené  du  point  m  à  l'œil  œ  du  speclateur. 
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£a  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux  mO,  mO'y  par  les  lettres  R  et  R'  ;  par  E  et 
R'^les  rayons  de  courbure  principaux  de  i'hyperboloïde  au  point  m,  et  par  A.  l'anglfi  que  le 
rayon  yisuel  mœ  {fig,  i),  fait  avec  le  plan  du  cercle  Unv^  on  aura 

R"  =  R  langa  A. 

L'hyperboloïde  de  révolution  ayant  au  point  m  pour  l'un  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux ,  la  droite  mO|  laquelle  est  aussi  le  rayon  de  courbure  principal  de  la  surface^  il  est  évi- 
dent que  cet  hyperboloïde  serait  osculateur  de  la  surface,  si  l'on  avait  R"  =  R\  puisque  les  deux 
surfaces  auraient  au  point  m  les  méines  rayons  de  courbure  principaux  R  et  R'  \  d'où  il  soit 
qu'en  portant  la  quantité  connue  R"  ou  R  tang^  A  sur  la  normale  RS,  de  O'  en  ft  vers  le  poÎDt  jr, 
ce  point  /a  sera  en  dehors  eu  en  dedans  du  cercle  osculateur  /mv,  selon  que  R*'  sera  plus  peut 
ou  plus  grand  que  R'.  Prenant  un  autre  point  m!  du  contour  apparent,  on  trouvera  de  la  mèaff 
manière  sur  la  normale  R'  S',  un  point  ^  analogue  au  point  p;  la  suite  des  points  ^,)l.. «.. 
forme  une  courbe  qui  est  un  lieu  géométrique  du  point  demandé;  l'intersection  de  cette  courbe 
et  du  contour  apparent,  détermine  le  point  de  ce  contour,  pour  lequel  sa  tangente  passe  par 
l'œil  du  spectateur.  En  appliquant  cette  solution  au  cas  du  tore,  on  remarquera  que  le  rajoB 
de  courbure  principal  R  est  constant  pour  tous  les  points  de  cette  surface. 

On  complétera  par  cette  solution,  la  perspective  dupiédoucbe  (art.  186-1B9, liv. Il J.  Ayant 
le  contour  appargal  a^yif,  aëy,  {fig*  3,  p/.  19.P)  de  ce  piédoucbe,  on  construira  la  courht 
Heu  géométrique  du  point  demandé  ;  celte  courbe  tracée  {fig»  3),  a  plusieurs  branches;  on  n'a 
conservé  sur  le  dJssin-que  celles  qui  rencontrent  le  contour  apparent. 

On  voit  dans  la  projection  horizontale  {fig^'i)  quatre  branches  symétriquement  placées  par 
rapport  à  la  droite  AFce.  Les  deux  branches  Af,  A39  coupent  la  projection  du  contour  apparesi 
aux  points  e  etf>;  leurs  prolongemens  au-delà  de  la  droite  GH  (marqués  d'un  trait  ponctué),  va 
sont  d'aucune  utilité.  Il  en  est  de  même  des  deux  branches  AJ;  Ay,  qui  déterminent  les  points 
7,  (^,  et  quW  n'a  prolongées  en  deçà  de  GH,  que  pour  montrer  la  forme  de  la  courbe. 

La  projection  verticale  {fig.  3)  fait  voir  les  branches  c'c",  7'/'  qui  coupent  la  projection  ver- 
ticale a  ^  7'  du  contour  apparent  aux  points  e',  7';  le  premier  c'  correspond  aux  deux  points  c,  f, 
{fi^'  ^)  de  la  pr^ection  horizontale  du  contour  apparent,  et  le  second  7'  aux  points  d'y  ^  de  la 
même  projection. 

La  génératrice  méridienne  de  la  scotie  du  piédonche  est  une  ellipse  dont  on  connaît  pour 
chaque  point  un  diamètre  et  son  conjugué,  et  par  conséquent  le  rayon  de  courbure,  qui  est 
aussi  le  rayon  principal  de  courbure  de  la  surface.  La  normale  sur  laquelle  on  compte  ce  rayon, 
étant  prolongée  jusqu'à  Taxe  de  révolution,  la  partie  de  cette  normale  comprise  entre  Tellipse 
méridienne  et  l'axe  de  révolution  est  le  second  rayon  principal  de  courbure.  Le  rayon  de  cour- 
bure d'une  ellipse  en  un  point  M  {fig,  4  ),  a  pour  expression  \c^%  oh  étant  le  diamètre  parai- 

lèle  à  la  tangente  dhl  au  point  AI,  et  MF  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  ce  diamètre. 
Connaissant  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  scotie  du  piédoucbe  en  chaque  poin: 
du  contour  apparent,  la  construction  du  lieu  géométrique  des  points  demandés.,  ne  préseBteri 
aucune  difficulté. 


ymmatmmami^ 
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APPENDICE. 


CHAPITRE  P^  —  sTÉniÊOTOMiE. 

§   I.    D£FINITION   ET   PROCÉDÉS   GÉX^RAUX   DE  LA    STÉR£0T03fI£. 

1.  Uif  solide  est  défini,  Iorsqu*on  donne  la  génération  et  la  position  respec- 
tive des  surfaces,  qui,  par  leurs  intersections,  forment  les  arêtes  ou  les  con- 
tours des  faces  de  ce  solide.  Le  dessin,  ou  le  système  de  lignes  qu'on  obtient 
en  projetant  les  arêtes  d'un  solide  et  les  points  remarquables  des  faces  de  ce 
solide,  sur  deux  plans  rectangulaires,  se  nomme  le  trait  ou  dépure  du  solide. 
La  construction  de  ce  dessin  est  une  application  immédiate  des  principes 
qu'on  a  exposés  dans  la  géométrie  descriptive,  et  principalement  de  la  mé- 
thode par  laquelle  on  trouve  l'intersection  de  deux  surfaces,  dont  on  connaît 
la  génération,  et  la  position  par  rapport  aux  deux  plans  de  projection.  Le 
choix  de  ces  plans  est  encore  plus  important  en  stéréotomie  qu'en  géométrie 
descriptive  pure  {^voyez  page  laS).  Une  épure  de  stéréotomie  ayant  pour 
objet  de  faire  connaître  les  dimensions  d'un  solide,  et  ces  dimensions  se  me- 
surant en  général  sur  des  droites  qui  joignent  des  points  déterminés  de  ce 
solide,  il  faut,  autant  que  possible,  que  les  plans  de  projection  soient  paral- 
lèles aux  droites  sur  lesquelles  on  mesure  le  plus  grand  nombre  de  di- 
mensions» 

2.  On  exécute  les  corps  d'une  forme  déterminée  par  l'épure,  au  moyen  de 
macliines  et  outils  qui  varient  suivant  les  qualités  physiques  des  matières  dont 
ces  corps  se  composent.  Cette  opération,  purement  mécanique,  est  précédée 
de  constructions  géométriques,  au  moyen  desquelles  la  matière  passe  sans 
tâtonnement,  et  par  une  méthode  rigoureuse,  de  son  état  naturel,  aux  formes 
les  plus  composées,  qui  sont  déterminées  par  le  trait,  ou  l'épure.  Cette  mé- 
thode, par  laquelle  on  trouve  la  figure  des  objets,  d'après  le  dessin  qui  les  re* 
présente,  constitue  un  art  particulier,  qu'on  nomme  stéréotomie.  Cet  art,  aussi 
ancien  que  l'architecture,  est  connu  de  ceux  qui  pratiquent  la  coupe  dès 
pierres  et  des  bois,  sous  le  nom  ^appareil  ou  art  du  trait. 

Des  procédés  généraux  de  la  stéréotomie. 

3.  Quel  que  soit  le  solide  qu'on  propose  d'exécuter,  on  doit  le  diviser  en 
autant  de  parties  qu'il  est  nécessaire,  pour  que  le  volume  de  chaque  partie 
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soit  moindre  que  celui  du  solide  brut  dont  il  doit  être  formé,  et  qu'on  sup<f 
pose  donné.  Ce  mode  de  division  varie  pour  chaque  cas  particulier  ^  néanmoins 
on  tâche  toujours  de  satisfaire  à  ces  trois  conditions,  i®  que  les  arêtes  de 
chaque  partie  soient  ou  des  lignes  droites,  ou  des  cercles,  ou  des  courbes 
faciles  à  construire  par  points,  exempts  de  changemens  brusques  dans  leu^ 
courbure  ; 

ao  Que  les  joints  de  djsux  parties  consécutives  soient  ou  des  plans  ou  des 
surfaces  du  genre  de  celles  qu'on  a  définies  (  page  a6  ),  et  qu'on  a  nommées 
sujfacei  de  rés^olutiouj  surfaces  développables^  et  surfaces  réglées; 

3^  Que  les  angles  des  surfaces,  en  un  point  quelconque  des  arêtes  for-i 
mées  par  les  intersections  de  ces  surfaces,  diffèrent  le  moins  possWA^  de 
l'angle  droit. 

4,  Les  arts  mécaniques  offrent  des  moyens  commodes  pour  exécuter  les 
surfaces  planes,  déveioppables ,  réglées,  et  les  surfaces  de  révolution,  ainsi 
que  pour  tracer  des  lignes  droites  ou  des  cercles.  C'est  pourquoi  l'on  obtient, 
en  remplissant  les  deux  premières  conditions,  économie  de  temps  et  de  msiinr 
d'œuvre  dans  le  travail  qui  a  pour  objet  de  dopner  à  chaque  solide  la  forme 
déterminée  par  l'épure. 

La  solidité  des  constructions  est  le  motif  principal  de  la  troisième  condi^ 
tion.  Deux  corps  contigus  étant  terminés  par  des  portions  d'une  même  sur- 
face, et  ayant  pour  joint  commun  une  seconde  surface  qui  coupe  la  première 
suivant  une  arête  commune  aux  deux  corps,  chaque  point  de  cette  arête  est 
le  sommet  de  deux  angles  compris  entre  les  plans  tangens  aux  deux  surfaces; 
si  l'un  de  ces  angles  est  obtus,  l'autre  sera  nécessairement  aigu. 

Or  il  est  très-important  d'exclure,  dans  un  système  de  corps,  ceux  dont  les 
faces  font  entre  elles  de  petits  angles.  En  effet,  quel  que  soit  le  moyen  mé- 
canique par  lequel  on  exécute  la  partie  d'up  corps  voisine  du  sommet  de  ces 
angles,  on  conçoit  facilen^ent  que  la  moindre  pression  ou  le  plus  léger  choc 
de  l'outil  qu'on  emploie,  pourra  briser  cette  partie,  qui  ne  présente  qu'unç 
faible  résistance.  Supposant  encore  à  celui  qui  dirige  l'outil,  assez  d'adresse 
pour  éviter  les  fractures,  le  splid/e  mis  sous  la  forme  détenninée  par  l'épure, 
et  à  la  place  qu'il  doit  occuper  dans  un  système  de  corps,  éprouvera  des  pres- 
sions qui  tendront  à  détacher  les  portions  où  il  y  a  le  moins  de  matière;  il  est 
donc  nécessaire,  pour  la  (solidité  des  constructions,  de  n'employer  que  des 
corps  dont  les  faces  comprennent  entre  elles  des  angles  peu  différens  de 
l'angle  droit. 

5.  Un  solide,  quelles  que  soient  ses  dimensions,  sera  toujours  divisible  en 
un  assez  grand  nombre  de  parties,  pour  que  chacune  soit  formée  d'une  seule 
pièce.  Ayant  dopné  à  chaque  partie  la  figure  et  les  dimensions  déterniinées 
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par  Téjjure,  le  système  de  toutes  les  parties  qu'on  aura  exécutées  I^olémeut, 
et'  le  solide  proposé,  seront  renfermés  dans  le  même  espace,  et  terminés  par 
des  surfaces  identiques.  Il  suffit  donc  de  considérer  en  stéréotomie,  des  solides 
entiers,  de  dimensions  moindres  que  celles  de  la  matière  première  dont  on 
doit  les  former. 

Avant  d'exposer  les  principes  généraux  de  cet  art,  il  est  nécessaire  d'exa- 
miner le  cas  particulier  où  le  corps  proposé  qu'il  s'agit  d'exécuter  est  un  solide 
à  faces  planes,  ou  un  polyèdre. 

Du  polyèdre  y  ou  solide  à  faces  planes. 

* 

6.  Le  polyèdre  étant  défini,  on  pfeut  supposer  que  chacune  de  ses  arêtes 
est  déterminée  par  ses  projections  sur  deux  plans  rectangulaires,  auxquels 
le  solide  est  rapporté.  Les  arêtes  contenues  dans  un  même  plan  forment  le 
contour  d'un  polygone,  qui  comprend  une  face  du  solide.  Ayant  divisé  chaque 
polygone  en  triangles,  les  longueurs  des  côtés  de  ces  triangles  sont  détermi- 
nées. Construisant  à  part  les  triangles,  et  les  réunissant  dans  le  même  oHire 
où  ils  sont  placés  sur  le  polygone,  oii  aura  évidemment  le  développement 
d'une  face  du  polyèdre  proposé. 

Ayant  développé  de  la  même  manière  toutes  les  faces  du  polyèdre,  on  con- 
struira les  angles  des  plans  qui  ont  pour  intersections  communes,  les  arêtes 
du  solide;  alors  l'épure  ou  le  trait  sera  complet,  et  voici  l'usage  qu'on  en  fera. 

Après  avoir  soumis  la  matière  première,  pierre  ou  bois,  dont  on  doit  former 
le  solide,  à  une  action  mécanique  qui  dresse  l'une  de  ses  faces,  c'est-à-dire,  qui 
l'aplanit  dans  un  sens,  on  trace  sur  cette  face  plane,  l'un  des  polygones  formés 
par  les  arêtes  du  solide  défini.  Le  plan  de  ce  polygone  fait  avec  les  plans  qui 
passent  par  ses  côtés,  des  angles  dièdres  qui,  par  hypothèse,  sont  connus.  On 
dressera  encore  la  matière  brute  dans  le  sens  de  ces  nouveaux  plans,  et  on 
rapportera  dans  chacun  d'eux  le  polygone  qu'il  contient. 

En  procédant  de  cette  manière,  on  exécutera  successivement  toutes  les  faces 
du  solide  proposé ,  sous  les  angles  que  les  plans  de  ces  faces  font  entre  eux  \ 
il  est  évident  que  le  solide  ainsi  construit  aura  la  forme  déterminée  par  le 
trait  ou  Tépure. 

§  IL   DE  LA  STiaiOTOUIE  APPLIQUis  A  VIT  SOLIÛE  QUELCONQUE  BEFIirj. 

7.  Un  solide  terminé  par  des  surfaces  courbes,  a  pour  arêtes  les  courbes  à 
double  courbure  qui  résultent  de  la  pénétration  de  ces  surfaces.  Chaque  arête 
étant  [l'intersection  de  deux  faces,  il  peut  arriver  deux  cas,  ou  que  les  angles 
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de  ces  faces,  qui  ont  pour  sommets  les  points  de  Taréte,  soient  saillans  oa 
rentrans.  Nous  considérerons  d'abord  le  solide  à  angles  saillans,  sur  lequel  il 
n'y  a  aucun  angle  rentrant,  et  nous  le  supposerons  enveloppé  de  plans,  dis- 
posés de  manière  que  le  volume  du  polyèdre  compris  entre  ces  plans,  difiere 
le  moins  possible  du  volume  du  solide  proposé. 

On  exécutera  d'abord  le  polyèdre  enveloppe  d'après  ce  qui  a  été  dit  précé- 
demment (art.  6),  et  la  question  de  stéréotomie  qu'il  s'agit  de  résoudre,  con- 
sistera à  donner  au  polyèdre  la  forme  du  solide  proposé.  Pour  résoudre  cette 
question,  on  conçoit  que  les  surfaces  courbes  qui  contiennent  les  faces  du 
solide,  et  dont  la  génération  est  connue  (art.  47 >  Hv.  P**),  soient  prolongées 
jusqu'aux  faces  planes  du  polyèdre.  Le  solide  et  le  polyèdre  étant  rapportés 
aux  mêmes  plans  de  projection,  les  projections  des  lignes  d'intersections  des 
faces  du  solide  prolongées  et  des  faces  planes  du  polyèdre,  seront  déterminées 
sur  l'épure;  et  après  avpir  construit  le  développement  de  chacune  de  ces 
lignes,  on  pourra  la  rapporter  sur  la  face  du  polyèdre  qui  la  contient.  Pre- 
nait ces  lignes  tracées  sur  le  polyèdre,  pour  les  directrices  des  génératrices 
mobiles  des  faces  du  solide  proposé,  la  construction  de  ce  solide  ne  dépendra 
plus  que  d'une  opération  mécanique,  qui  consistera  à  enlever  de  Ja matière 
du  polyèdre  tout  ce  qui  sera  en  dehors  de  Tespace  que  les  diverses  généra- 
trices parcourent,  pour  engendrer  les  faces  du  solide  proposé. 

Deux  lignes  suffisent  pour  diriger  le  mouvement  d'une  droite;  mais  lors- 
que la  génératrice  est  un  cercle,  une  ellipse,  et  en  général ,  une  courbe  plane, 
il  faut  tracer  sur  Tune  des  faces  du  polyèdre,  les  intersections  successives  du 
plan  mobile  de  la  génératrice  courbe.  Connaissant  deux  points  de  celle  géné- 
ratrice sur  les  lignes  directrices,  et  une  droite  du  plan  qui  la  contient, cha- 
cune de  ses  positions  est  déterminée. 

8.  Ce  mode  d'exécution  ne  convient  évidemment  qu^aux  solides  dans  lesqueb 
il  n'y  a  pas  d'angles  rentrans  ;  car,  en  supposant  que  deux  faces  contigués  com- 
prennent entre  elles  des  angles  de  cette  espèce,  leurs  prolongemens  enlèveront 
du  polyèdre  une  partie  du  volume  de  ce  solide  qu'il  faut  lui  conserver  pour 
l'assimiler  au  solide  proposé. 

Dans  le  cas  où  il  y  a  une  arête  rentrante  sur  le  solide  proposé,  on  dispose 
le  polyèdre,  enveloppe  de  ce  solide,  de  manière  que  Tune  de  ses  faces  planes, 
la  plus  voisine  de  l'arête  rentrante,  puisse  contenir  la  projection  orthogonale 
de  l'arête  entière. 

Au  moyen  de  cette  projection ,  et  des  distances  de  chaque  point  de  l'arête 
à  sa  projection,  on  trace  dans  l'intérieur  du  polyèdre,  Taréte  méme^  que  Ton 
considère  comme  une  directrice,  et  dont  on  se  sert  pour  engendrer  les  deut 
surfaces  qui  se  coupent  suivant  cette  arête. 
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La  même  opération  se  répète  pour  toutes  les  arêtes  rentrantes  du  solide 
proposé. 

9.  L'une  des  faces  courbes  du  solide  étant  exécutée,  on  trouve  sur  cette 
face  les  arêtes  qui  la  terminent  ;  ce  qui  peut  se  faire  de  la  manière  suivante  : 

Ayant  marqué  deux  points  P  et  P'  sur  les  directrices  dont  on  s'est  servi , 
pour  engendrer  la  surface  qui  contient  la  face  du  solide^  on  connaîtra  ces 
points  sur  l'épure,  et  leurs  distances  à  un  point  quelconque,  donné  par  ses 
deux  projections.  Décrivant  des  points  P  et  P'  comme  centres,  avec  des  rayons 
égaux  aux  distances  de  ces  points  à  celui  qu'on  veut  rapporter,  des  courbes 
sphériques,  ces  courbes  se  rencontrent  sur  cette  iisice  au  point  demandé.  Répé- 
.tant  cette  opération  pour  les  sommets  des  angles  du  polygone  formé  par  les 
arêtes  contenues  dans  la  £ace,  ainsi  que  pour  d'autres  points  intermédiaires, 
on  tracera  les  arêtes  elles-même. 

Cette  opération  s'applique  à  toute  espèce  de  surfaces  ;  mais  elle  se  simplifie, 
lorsque  la  face  du  solide  appartient  à  une  sur&ce  réglée.  En  effet,  un  point 
quelconque  de  cette  face  se  trouve  ^ur  une  droite  qui  coupe  l'une  des  direc- 
trices de  la  surface  réglée,  en  un  autre  point  connu.  La  distance  de  ces  deux 
points  est  donnée  par  l'épure.;  d'où  il  suit  qu'on  peut  la  rapporter  avec  le 
compas,  après  avoir  exécuté  la  surface,  sur  la  droite  de  cette  surface  qui  con- 
tient les  deux  points. 

I  o.  Lorsque  la  face  appartient  à  une  surface  développable,  on  déduit  de  l'é- 
pure (  page  56,  art.  96  )  la  transformée  de  cette  face  sur  le  plan  de  dévelop- 
pement. Cette  transformée  se  compose  des  transformées  des  courbes,  ou  ^es 
arêtes  qui  forment  le  contour  de  la  face. 

Ayant  tracé  le  contour  de  la  transformée  de  la  face  dév^eloppable,  sur  un 
plan  flexible ,  tel  que  du  carton ,  on  applique  ce  carton  sur  la  surface  déve- 
loppable qu'on  a  déjà  exécutée,  en  ayant  soin  que  deux  points  de  cette  sur- 
face coïncident  avec  les  mêmes  points  rapportés  sur  le  plan  flexible. 

En  coupe  des  pierres,  on  nomme  la  transformée  d'une  face  développable, 
panneau. 

II.  Lorsque  la  matière  première  dont  on  forme  un  solide  est^  comme  la 
plupart  des  pierres,  d'un  prix  peu  élevé,  on  ne  s'assujétit  pas  à  la  condition 
de  prendre  pour  polyèdre  enveloppe ,  celui  dont  le  volume  diffère  le  moins 
possible  du  volume  du  solide.  Souvent  on  donne  à  ce  polyèdre  la  forme  d'un 
parallélipipède  rectangle;  alors  le  volume  de  matière  contenue  entre  les 
faces  du  parallélipipède  et  celles  du  solide  proposé,  est  augmenté.  Quoiqu'on 
perde  cet  excédant  de  matière,  on  est  le  plus  souvent  dédommagé  de  cette 
perte  par  1  économie  du  temps  et  de  la  main-d'œuvre. 

j  a.  Il  y  a  des  cas  où  le  solide  à  exécuter  est  composé  de  faces  coitrbes  et  de 
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faces  planes.  Alors,  quel  que  soit  le  polyèdre  enveloppe,  il  sera  convenable. 
pour  économiser  la  matière,  que  le  plan  de  chaque  face  du  solide,  contienn»^ 
aussi  une  face  de  ce  polyèdre.  Cependant  il  y  a  encore, -dans  cette  hypothèse, 
des  circonstances  où  Ton  préfère  le  parallélîpipède  enveloppe,  qui  n'a  aucune 
face  dans  le  plan  de  Tune  des  faces  du  solide  enveloppé.  Dans  ce  cas,  le  mode 
d'exécution  de  ces  faces  ne  diffère  pas  de  celui  qu'on  a  exposé  (art.  7,  Jp- 
pend.  ),  et  qui  s'applique  également  aux  surfaces  courhes  et  aux  sur£aices 
planes  d'un  solide. 

i3.  En  ne  considérant  dans  le  parallélîpipède  rectangle  ens^eloppe,  que  ses 
faces  extérieures,  on  l'applique  à  un  autre  usage  dans  Tart  du  sculpteur;  i 
sert  à  copier  une  statue  avec  une  exactitude  rigoureuse.  Le  procédé  est 
simple;  il  a  pour  objet  d'obtenir  dans  l'intérieur  d'un  bloc  de  pierre, 
les  points  marqués  en  tel  nombre  qu'on  veut,  sur  la  sur&ce  de  la  statue 
originale. 

Ayant  mis  en  présence  la  statue  et  le  bloc  capable  de  la  contenir,  on  les 
entoure  de  deux  châssis  égaux ,  composés  de  tringles  et  traverses,  les  unes 
horizontales,  et  les  autres  verticales.  Les  sections  horizontales  de  ces  châssis 
sont  des  rectangles  égaux,  et  chacun  d'eux  est  compris  entre  quatre  plans  ver- 
ticaux passant  par  les  côtés  de  ces  rectangles.  Les  tringles  et  traverses  por- 
tent des  échelles  linéaires,  et  parles  points  de  division  de  ces  échelles,  on  Éiii 
passer  des  fils  qui  se  coupent  à  angles  droits,  et  forment  un  réseau  composé 
de  petits  carrés. 

De  chaque  point  marqué  à  la  surface  de  la  statue,  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  l'un  des  plans  extérieurs  du  châssis  qui  l'enveloppe  ;  le  pied  de 
cette  perpendiculaire  correspond  à  un  point  déterminé  de  l'un  des  réseaux 
du  même  châssis.  Le  second  châssis  qui  enveloppe  le  bloc  étant  par  hypothèse 
égal  au  premier,  on  y  marque  le  pied  de  la  perpendiculaire  sur  le  réseau  égal 
et  parallèle  à  celui  du  châssis  de  la  statue.  L'ouvrier  enfonce  une  mèche  au 
moyen  d'un  vilebrequin,  de  manière  qu'elle  passe  par  le  point  connu  du  ré- 
seau, et  qu'elle  s'arrête  dans  le  bloc,  à  une  distance  de  ce  réseau,  égale  à  la 
longueur  connue  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  de  la  statue  sur  le 
plan  du  châssis  qui  l'enveloppe. 

En  répétant  cette  opération,  on  qbtient  dans  Tîntérieur  du  bloc  autant  dt 
points  qu'on  veut,  et  la  position  respective  de  ces  points  est  e'viderament  la 
même  que  celle  des  points  de  la  statue  qu'on  a  projetés  sur  les  plans  du  chàssi> 
enveloppe  de  cette  statue. 
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Conclusions. 


14.  Les  procédés  de  la  stéréotomie,  pour  donner  aux  matières  premières 
les  formes  déterminées  par  une  épure,  consistent  d'abord  à  trouver  un  po- 
lyèdre à  faces  planes,  capable  du  solide  proposé.  Lorsque  ce  polyèdre  est  un 
parallélipipède,  le  mode  d'appareil  se  nomme  méthode  par  équarrissement ; 
s'il  diffère  du  parallélipipède,  on  dit  que  l'appareil  se  fait  par  la  méthode  des 
beveaux,  ou  angles  dièdres.  (Ces  deux  mots  angle  dièdre  et  bei^eau  sont  syn- 
onymes. ) 

L'instrument  dont  le  tailleur  de  pierres  fait  usage  pour  mesurer  les  angles 
dièdres,  se  ïïovtkvae  fausse  équerre.  11  est  composé  de  deux  branches  en  bois, 
mobiles  sur  un  centre,  comme  les  deux  branches  d'un  compas.  On  place,  au 
moyen  d'un  rapporteur,  les  deux  branches,  sous  un  angle  donné,  et  on  les 
fixe,  en  tournant  l'écrou  d'une  vis  placée  au  centre  de  rotation.  Un  premier 
plan  étant  exécuté,  l'un  des  côtés  de  la  fausse  équerres'y  applique  exactement, 
et  se  meut  perpendiculairement  à  l'arête  de  l'angle  dièdre.  Dans  ce  mouve- 
ment, la  seconde  branche  de  l'équerre  doit  glisser  sur  le  second  plan,  et  alors 
on  est  assuré  que  l'angle  des  deux  plans  est  égal  à  celui  des  branches  de  la 
fausse  équerre. 

La  transformation  d'un  polyèdre  à  faces  planes,  en  un  solide  à  faces  courbes, 
se  fait  ou  par  les  panneaux  ^  lorsque  les  faces  sont  développables ,  ou  parle 
piqué,  qui  consiste  à  rapporter  par  points,  sur  une  surface  donnée,  une  courbe 
de  cette  surface  dont  on  a  les  deux  projections.  L'art  de  l'appareilleur  con- 
siste à  choisir,  dans  chaque  cas  particulier,  le  mode  d'appareil  le  plus  conve- 
nable, qui  satisfait  le  mieux  aux  conditions  de  stabilité,  à  l'économie  de  la  ma- 
tière et  de  la  main-d'œuvre. 

Aux  quatre  modes  d'appareil  qui  conviennent  à  toutes  les  surfaces,  il  faut 
ajouter  celui  qui  s'applique  aux  solides  de  révolution,  et  qu'on  exécute  mé- 
caniquement, au  moyen  du  tour.  C'est  ainsi  que  se  font  les  colonnes,  les 
balustres  en  pierre,  qui  décorent  les  balcons  de  maisons,  les  trottoirs  de 
ponts,  etc.  Un  patron  découpé  suivant  la  génératrice  méridienne  du  solide  est 
la  seule  figure  nécessaire  pour  diriger  l'outil  du  tourneur. 


§  111.  APPLICATION  DE  LA  STÉRÉOTOMIE   A  LA  COUPE  DES  PIERRES. 

t5.  Les  voûtes  se  composent  de  diverses  parties  qu'on  nomme  voussoirs; 
la  décomposition  d'une  voûte  en  voussoirs,  et  l'art  de  donner  à  chaque  vous- 
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soir  la  forme  déterminée  par  l'épure  t)u  le  trait,  sont  l'objet  spécial  de  h 
coupe  des  pierres. 

Le  nombre  de  voussoîrs  d'une  voûte  est  toujours  impair,  et  le  voussoirdE 
rang  marqué  par  la  moitié  de  ce  nombre  augmenté  de  l'unité,  se  nomme 
ta  clef.  La  surface  d'une  voûte  se  compose  des  faces  visibles  et  contiguës  des 
voussoirs,  qu'on  nomme  douelles.  Les  lignes  qui  forment  le  contour  de  k 
douetle  d'un  voussoîr,  se  nomment  en  général  arêtes  de  douelle. 

liCS  voûtes  varient  de  forme  et  de  grandeur,  selon  le  monument  a\iquel  elles 
appartiennent,  et  suivant  la  destination  qu'elles  y  remplissent.  L'archîteck 
ou  l'ingénieur  chargé  de  la  construction  d'un  édifice,  détermine  la  forme  etk 
position  de  toutes  les  masses  de  cet  édifice,  en  se  conformant,  autant  que  pos- 
sible, aux  règles  générales  du  goût.  L'appareilleur  considère  cloaque  masse  iso- 
lément, et  la  divise  en  pierres  ou  voussoirs,  en  ayant  égard  à  la  grandeur,  a 
la  ténacité  des  matérraux,  et  aux  conditions  de  stabilité. 

L'ordonnance  des  voûtes  doit  être  simple  et  régulière,  comme  celle  des  mo- 
numens,  dont  elles  font  partie;  mais  il  y  a  des  cas,  et  l'architecture  militaire 
en  offre  beaucoup  d'exemples,  où  l'ouest  obligé  de  construire  des  voûtes  très- 
irrégulièresi,  qui  satisfont  à  des  conditions  essentielles,  mais  qui  ne  peuvent 
jamais  servir  de  décoration  extérieure. 

i6.  Quelle  que  soit  la  destination  d'une  voûte,  on  la  termine  ordinaire 
ment  par  l'une  des  trois  sur&ces  que  nous  avons  nommées  (  page  a6  )  sur- 
faces réglées,  surfaces  développables^  surfaces  de  révolution.  Il  y  a  deux  ma- 
nières de  construire  les  voûtes  et  berceaux ,  qui  consistent  à  employer  des 
pierres  de  taille,  ou  des  moellons,  briques,  etc.,  qu'on  réunit  par  un  dment 

Lorsqu'on  emploie  la  seconde  manière,^n  exécute  la  voûte  par  parties,  en 
soutenant  chacune  d'elles  au  moyen  d'un  système  de  charpente,  dont  la  siir£M:e 
extérieure  est  de  même  forme  que  la  surface  intérieure  de  la*  portion  de  voûte 
à  construire.  Aussitôt  que  les  cimens  ont  pris  consistance,  on  enlève  la  char- 
pente, et  on  l'établit  au-dessous  de  la  portion  suivante,  et  ainsi  de  suite,  jus^ 
qu'à  ce  que  toute  la  voûte  soit  construite.  On  peut  d'ailleurs  se  servir  d'un 
système  de  charpente  qui  soutienne  la  voûte  entière. 

17.  Lorsque  des  voûtes  se  rencontrent  et  se  pénètrent,  l'apparu  de  ce 
voûtes  se  fait  de  manière  que  certains  voussoirs  appartiennent  à  plusieuis 
voûtes^  et  sont  terminés  par  plusieurs  surfaces. 

Les  procédés  des  appareilleurs  se  modifient,  dans  chaque  cas  particuliert 
selon  la  forme  et  la  grandeur  des  voûtes.  Les  auteurs  qui 'ont  écrit  sur  la  coupe 
des  pierres,  ont  distingué  cinq  espèces  de  voûtes,  qu'ils  ont  nommées /?o/tf^i 
voûtes j  descentes j  trompes,  escaliers. 

Nous  ferons  connaître,  par  des  exemples,  chaque  espèce  de  voùtesu 
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Les  voûtes,  quelles  que  soient  leurs  formes,  sont  contenues  par  des  murs 
qu'on  nomme  pieds^droits. 

1 8.  De  tous  les  pieds-droits,  le  plus  simple  est  un  mur  droit,  compris  entre 
deux  plans  verticaux  parallèles,  dont  ^^  distance  mesure  l'épaisseur.  Des 
plans  horizontaux  et  d'autres  plans  verticaux,  parallèles  entre  eux  et  per- 
pendiculaires aux  faces  du  mur,  le  divisent  en  parallélipipèdes  rectangles. 
On  nomme  assise  la  partie  du  mur  comprise  entre  deux  plans  horizontaux 
consécutifs,  et  les  joints  verticaux  d'une  assise  ne  sont  pas  les  joints  de  l'as- 
sise qui  la  suit  ou  la  précède;  on  les  alterne,  afin  de  recouvrir  les  joints  d'une 
rangée  de  pierres,  par  les  faces  des  pierres  de  la  rangée  suivante.  Quelle  que 
soit  la  forme  d'un  mur,  le  recouvrement  des  joints  est  nécessaire,  tant  pour 
conserver  les  cimens  que  pour  donner  au  système  de  pierres  qui  composent 
le  mur,  la  solidité  qu'il  aurait,  s'il  était  formé  d'une  seule  pierre. 

19.  La  plupart  des  pierres  qu'on  emploie  dans  les  constructions  provien- 
nent de  carrières,  où  elles  sont  rangées  par  couches  parallèles.  Comme  c'est 
dans  le  sens  perpendiculaire  aux  couches  que  la  pierre  est  capable  de  la  plus 
grande  résistance,  il  est  très-important  que  dans  un  mur  droit,  comme  celui 
dont  on  vient  de  parler,  le  sens  de  ces  couches,  qu'on  nomme  le  lit  de  la 
pierre^  soit  horizontal;  et  lorsqu'une  pierre  d'une  forme  déterminée  doit  en- 
trer dans  une  voûte,  il  faut,  par  la  même  raison,  que  le  lit  de  cette  pierre  soit 
dans  une  direction  perpendiculaire  à  la  résultante  des  pressions  qu'elle  doit 
supporter. 

Si  la  substance  de  la  pierre  est  homogène,  le  sens  dans  lequel  on  doit  la 
placer,  pour  en  former  un  vonssoir  ou  le  polyèdre  enveloppe  de  ce  voussoir, 
n'est  déterminé  que  par  la  comparaison  des  volumes  du  polyèdre  enveloppe 
et  de  la  pierre  brute,  lesquels  doivent  différer  le  moins  possible  entre  eux, 
pour  économiser  la  matière. 

Lorsque  les  pierres  ont  été  extraites  d'une  carrière,  où  elles  sont  rangées 
par  cauches  horizontales  ou  inclinées,  on  nomme  la  face  d'une  pierre,  pa- 
rallèle à  la  surface  qui  sépare  deux  couches  conséaitives,  le  lit  de  la  pierre. 
L'appareilleur  fait  d'abord  dresser  ce  lit,  de  manière  que  cette  face,  sensible- 
ment courbe,  devienne  un  plan  exact. 

Le  procédé  que  suit  le  tailleur  de  pierres  pour  exécuter  une  surface  plane, 
mérite  d'être  connu.  Son  outil  principal  est  un  marteau  à  deux  tranchans 
inégaux  en  largeur.  A  l'aide  du  petit  tranchant,  il  forme  sur  les  deux  bords 
contigus  de  la  pierre,  deux  bandes  planes  de  la  largeur  au  plus  de  ce  tran- 
chant, sur  lesquelles  H  tracç  deux  lignes  droites  qui  se  rencontrent  sur  la 
ligne  d'intersection  des  deux  bandes.  Regardant  ces  droites  comme  des 
directrices  fixes,  il  fait  glisser  l'arête  d'une  règle  en  bois  sur  ces  directrices^ 
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et  il  ôte  de  la  pierre  tout  ce  qui  empêche  la  règle  de  s^appliquer  exacte- 
ment dans  tous  les  sens  sur  les  droites  qui  dirigent  cette  règle  dans  son  mou- 
vement. 

ao.  Quel  que  soit  le  voussoir  d'une  voûte  qu'il  s'agit  d'exécuter,  on  peut  tou- 
jours prendre  pour  son  polyèdre  envehppe^  un  solide  dont  une  face  soit  pa- 
rallèle au  plan  du  Ut  de  la  pierre,  dont  la  position  par  rapport  au  voussoir 
est  déterminée.  Cette  première  face  étant  donnée,  on  y  trace  le  polygone  formé 
par  les  plans  des  faces  qui  lui  sont  adjacentes,  et  on  achève  Je  polyèdre  en- 
veloppe par  la  méthode  qu'on  a  exposée  (  art.  6,  Append,  ). 


CHAPITRE   II    —  COUPE  des  pierres. 
§  I.  des  portes.  (PI.  n*"  1-2-3-4.  ) 

2 1 .  Les  portes  sont  de  petites  voûtes  pratiquées  dans  Vépaisseur  d'un  mur, 
et  destinées  à  couvrir  un  passage,  ou  à  éclairer  l'intérieur  à^une  voûte.  Les 
voûtes  et  les  portes  qui  se  pénètrent,  ou  se  rachètent,  ont  leurs  naissances 
dans  le  même  plan  horizontal. 

Porte  droite, 

22.  La  porte  la  plus  simple,  qu'on  nomme  porte  droite  en  plein  cintre^  est 
pratiquée  dans  l'épaisseur  d'un  mur  droit,  compris  entre  deux  plans  verticaux 
parallèles.  La  surface  de  cette  porte  est  un  demi-cyUndre  à  base  circulaire, 
tangent  aux  plans  des  pieds-droits,  qui  sont  verticaux  et  perpendiculaires  aux 
Êices  parallèles  du  mur. 

Ayant  divisé  le  demi-cercle  en  un  nombre  impair  de  parties  égales,  on  mène 
par  les  points  de  division,  des  droites, qui  sont  (art.  i5,  Append^ àe^aréiti 
de  douelles.  Les  plans  menés  par  les  arêtes  de  douelles  et  par  l'axe  du  cylindre 
droit,  sont  perpendiculaires  à  la  surface  de  ce  cylindre,  et  se  nomment />/â/i^  ^ 
joints.  Donnant  la  même  largeur  à  tous  les  joints,  chacun  de  ces  joints  est  un 
parallélogramme  rectangle,  dont  deux  côtés  sont  égaux  aux  arêtes  de  douelles, 
et  la  distance  de  ces  côtés  parallèles  est  égale  à  la  largeur  du  joint. 

Les  voussoirs  de  la  porte  doivent  se  lier  aux  pierres  du  mur  droit  ;  mais  cha- 
que pierre  de  ce  mur  est  un  parallélipipède  à  faces  horizontales  et  verticales; 
c'est  pourquoi  le  voussoir  de  la  porte  est  un  prisme  qui  a  pour  section  droUe. 
un  polygone  de  cinq  côtés,  formé  d'un  arc  de  cercle,  de  deux  portions  ^les 
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des  rayons  de  ce  cercle  menés  par  les  extrémités  de  l'arc,  et  de  deux  droites, 
l'une  horizontale,  l'autre  verticale.  La  longueur  du  voussoir  est  égale  à  l'épais- 
seur du  mur.  Ce  polygone  est  marqué  des  lettres  a,  b^  c,  rf,  e,  sur  la  planche 
de  l'appendice  qui  a  pour  titre  :  Coupe  des  pierres,  porte  n«  i,  profil. 

Lorsque  l'épaisseur  du  mur  est  trop  grande,  et  les  dimensions  des  maté- 
riaux trop  petites,  pour  que  les  voussoirs  soient  d'un  seul  morceau  dans  le 
sens  de  leur  longueur,  on  les  subdivise  par  des  plans  verticaux  perpendicu- 
laires aux  arêtes  de  douelles,  ayant  soin  que  les  joints  verticaux  de  deux  vous- 
soirs consécutifs  ne  soient  pas  dans  le  même  plan. 

Les  portes  Saint-Martin  et  Saint-Denis  (à  Paris),  et  en  général  les  monu- 
mens  désignés  sous  le  nom  d'arcs  de  triomphe ^  sont  des  portes  droites. 

Porte  w"  i. 
Porte  biaise,  en  talus j  rachetant  un  berceau  cylindrique. 

Définition. 

a3.  Le  berceau  cylindrique  est  exécuté  en  moellons  (art.  6,  Appendicè)\  il 
est  racheté  par  une  porte  cylindrique.  Les  droites  génératrices  des  surfaces 
du  berceau  et  de  la  porte,  sont  horizontales,  et  leurs  projections  sur  un  plan 
horizontal  se  coupent  à  angle  droit. 

L'ordonnance  de  la  petite  voûte  ou  de  la  porte  n""  i,  est  la  même  que  pour 
la  porte  droite,  amhcde  est  la  section  droite  de  l'un  des  voussoirs.  Voici  la 
différence  des  deux  portes.  La  porte  droite  est  pratiquée  dans  1  épaisseur 
d'un  mur  droit  :  la  porte  n**  i  est  terminée  d'un  bout  par  la  surface  cylindri- 
que du  berceau,  de  l'autre  à  la  face  plane  d'un  mur  dit  biais  et  en  talus. 
On  nomme  mur  en  talus  celui  qui  est  terminé  par  deux  plans,  l'un  vertical , 
et  l'autre  incliné  à  l'horizon  ;  et  lorsque  les  lignes  droites,  intersections  de  ces 
])lans  par  un  plan  horizontal,  ne  sont  pas  parallèles,  le  mur  est  biais  et  en 
talus.  La  face  verticale  du  mur  qui  sert  de  pied-droit  au  berceau  cylindrique, 
est  tangente  à'ce  berceau;  l'autre  £ace  est  biaise  et  en  talus  :  c'est  pourquoi 
la  porte  n°  i,  pratiquée  dans  l'épaisseur  de  ce  mur,  se  nomme  porte  biaise,  en 
talus^  rachetant  un  berceau  cylindrique. 

« 

Construction  de  V épure. 

S14.  Ayaut  pris  pour  plan  horizontal  de  projection,  le  plan  des  naissances 
de  la  porte,  et  du  berceau  racheté  par  cette  porte,  on  y  projette  les  lignes 
suivant  lesquelles  la  surface  cylindrique  de  la  porte,  et  les  faces  de  chaque 
voussoir  de  cette  porte,  sont  coupées,  i"*  par  la  surface  cylindrique  du  ber- 
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ceau  ;  2''  par  la  face  du  mur,  biaise  et  en  talus.  Chaque  Youssoir  étant  donné 
sur  le  profil,  par  une  section  droite  telle  que  amhcdej  la  construction  de 
la  ligne  d'intersection  des  deux  cylindres  se  fait  de  la  manière  indiquée  (art. 
210,  liv.P'). 

On  déduira  du  plan  et  du  profil,  le  développement,  i*"  de  la  surface  cylin- 
drique de  la  porte,  qui  contient  tous  les  panneaux  de  douelles  de  cette  porte; 
'^  des  joints  correspondans  à  chaque  douelle. 

Les  panneaux  de  douelles  et  de  joints  sont  construits  {Appenà.^^.  1)  pour 
quatre  espèces  de  portes  cylindriques,  qui  ont  même  profil,et qu'on  nomme: 

1**  Porte  droite; 

a""  Porte  droite,  rachetant  un  berceau  cylindrique; 

3**  Porte  biaise,  rachetant  un  berceau  ; 

4^  Porte  biaise  et  en  talus,  rachetant  un  berceau. 

On  a  fait  tourner  chaque  plan  de  joint,  autour  de  l'arête  de  douelle  con- 
tenue dans  ce  plan.  Quoique  les  panneaux  de  douelles  et  de  joints  soient 
réunis  sur  le  même  plan  de  développement,  on  distingue  néanmoins  sur  la 
figure,  chaque  douelle  et  les  deux  joints  de  voussoir  adjacens  à  cette  douelle. 
C'est  pourquoi  cet  arrangement  de  la  figure  des  panneaux,  a  été  adopté  pour 
toutes  les  épures  de  voûtes  à  surfaces  cylindriques  ou  développabies. 

ApplicaJtion  du  trait  sur  la  pierre. 

a5.  Prenons  pour  exemple  le  voussoir  de  la  porte  biaise,  en  talus,  rache- 
tant un  berceau,  dont  la  section  droite  est  le  polygone  de  cinq  côtés  anibcde. 
IjOplan  ABCD  et  le  profil  dfgh  font  connaître  les  dimensions  d'un  paralléli- 
pipède  rectangle  capable  de  contenir  ce  voussoir.  La  longueur  ÂB  ou  CD  de 
ce  solide  est  au  moins  égale  à  la  droite  Ce'  de  la  projection  borizootaie 
a!b'cd*eC  du  voussoir. 

Ayant  exécuté  le  parallélipipède  (ABCD^/gdh)^  on  rapportera  sur  ses  deux 
fiaces  verticales  et  parallèles  AD,  BC,  \e panneau  de  tête  ambcde;ce  qui  don- 
nera le  moyen  de  le  transformer  en  un  prisme  de  la  longueur  AB  ou  DC,  et 
de  la  base  ou  section  droite  {ambcde). 

Appliquant  les  panneaux  de  douelle  et  de  joints  sur  les  feces  correspon- 
dantes du  nouveau  solide,  on  aura  les  contours  du  voussoir  entier  de  la 
porte  no  ï.  Ces  contours  servent  de  directrices  aux  génératrices  des  sur&ces 
qui  terminent  le  voussoir. 

Le  plan  et  le  profil  donnent  un  autre  prisme  qui  diffère  moins  du  voussof 
de  la  porte,  que  le  parallélipipède  rectangle.  Ce  prisme  a  pour  section  droite 
]e  polygone  rectiligne  abcde,  et  pour  longueur  la  droite  AB  ou  CD.  Ce  prisfflc 
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étant  exécuté,  il  est  facile  de  voir  comment  on  lui  donnera,  au  moyen  des 
panneaux  de  douelk  et  de  joints  de  chaque  voussoir,  la  forme  de  ce  voussoir. 
Le  solide  qu'on  obtiendra  sera  terminé,  i**  par  quatre  plans  perpendiculaires 
au  plan  ^xxprofilj  et  désignés  sur  ce  profil  par  lea  droites  ae,  hc,  cd,  de  ; 
2^  par  un  cinquième  plan,  biais  et  en  talus,  qui  contient  la  face  dont  la  pro- 
jection horizontale  est  dniVéd  ;  3^  par  les  deux  surfaces  cylindriques  de  la 
porte  et  du  berceau  racheté  :  d'où  il  suit  que  la  surfece  litière  du  Toussoir 
se  compose  de  cinq  Êices  planes  et  de  deux  faces  courbes  ;  que  le  nombre 
des  arêtes  de  ce  voussoir  est  de  quinzse ,  dont  dix  sont  des  lignes  droites, 
quatre  des  courbes  planes,  et  la  quinzième  est  la  courbe  à  double  courbure, 
intersection  des  deux  faces  courbes  cylindriques. 

Porte  n®  a.  {Appendice^  pi.  a.) 
Porte  en  tour  ronde^  biaise^  en  taluSy  rachetant  un  berceau  sphérique. 

Définition. 

26.  On  nomme  en  coupe  de  pierres,  1°  mur  en  tour  ronde,  celui  qui  est 
terminé  par  deux  cylindres  droits  concentriques,  à  bases  circulaires;  ^""mur 
en  tour  rondcy  en  talus,  celui  qui  est  compris  entre  un  cylindre  droit  et  un 
cône  droit ,  dont  les  sections  horizontales  sont  des  cercles  concentriques  ; 
3°  porte  en  tour  ronde^  en  talus ^  une  porte  de  même  profil  que  la  précédente 
N""  I  {/^PPt  pi- 1)9  pratiquée  dans  l'épaisseur  d'un  mur  en  tourronde^  en  talus, 
et  située,  par  rapport  à  oe  mur,  de  manière  que  Taxe  de  la  surface  cylindrique, 
qui  est  horizontal ,  passe  par  Taxe  vertical,  commun  au  cylindre  droit  et  au 
cône  droit  qui  terminent  le  mur.  Lorsque  ces  deux  axes  ne  se  rencontrent 
pas,  la  porte  est  dite  en  tour  ronde,  en  talus  et  biaise. 

On  suppose  que  Tespace  renfermé  dans  le  cylindre  droit  du  mur  en  tour 
ronde,  en  talus,  est  couvert  par  un  berceau  sphérique  construit  en  moellons, 
dont  la  naissance  est  dans  un  plan  horizontal  donné.  Ce  plan  coupe  le  cy- 
lindre droit  suivant  un  cercle,  que  Ton  prend  pour  le  grand  cercle  de  la 
«phère  qui  termine  le  berceau.  La  porte  N<>  a  (/^pp*  pi-  a)  ayant  sa  naissance 
dans  le  même  plan ,  elle  rencontre  ou  rachète  le  berceau  sphérique  ;  c'est 
pourquoi  on  la  nomme  porte  en  tour  ronde,  biaise  y  en  talus  y  rachetant  un 
berceau  sphérique. 
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Construction  de  V épure.  (Appendice,  pL  a.) 

27.  L'épure  se  compose,  comme  pour  la  porte  N**  i,  de  trois  parties,  le 
profil^  leplan^  et  le  développement  des  panneaux. 

Le  plan  du  profil  est  perpendiculaire  à  Taxe  du  cylindre  de  la  porte  ;  on 
prend  pour  le  plan  de  projections  horizontales,  celui  des  naissances  de  la  porte 
et  du  berceau  racheté.  Les  lignes  à  projeter  sur  ce  dernier  plan  sont  les  in- 
tersections de  la  surface  cylindrique  de  la  porte  et  des  faces  de  chaque  vous- 
soir  de  cette  porte,  1^  par  la  surface  sphérique  du  berceau;  2^  par  la  Êice 
conique  du  mur  en  tour  ronde,  en  talus.  Chaque  Youssoir  est  déterminé  sur 
le  profil  par  sa  section  droite  (  ambcde  ).  La  construction  des  lignes  à' inter- 
sections, ou  des  arêtes  du  voussoir,  se  fait  de  la  manière  indiquée  (art.  210, 
liv.  P"-). 

On  déduira  du  plan  et  du  profil,  le  développement,  10  de  la  surface  cylin- 
drique de  la  porte,  qui  contient  tous  les  panneaux  de'douelles  de  cette  porte; 
!2°  des  joints  correspondans  à  chaque  douelle. 

Les  panneaux  de  douelles  et  de  joints  sont  construits  pour  quatre  cas 
différens,  et  donnent  le  moyen  d'appareiller  les  voussoirs  des  portes  sui- 
vantes : 

i*»  Porte  en  tour  ronde,  biaise  ; 

a** Porte  en  tour  ronde,  biaise,  en  talus; 

2*  Porte  en  tour  ronde,  biaise,  rachetant  un  berceau  sphérique; 

4*'  Porte  en  tour  ronde,  biaise,  en  talus,  rachetant  un  berceau  sphérique: 

Les  droites  qui  appartiennent  aux  contours  de  ces  panneaux,  ou  qui  ser- 
vent à  construire  les  lignes  courbes  de  ces  contours,  sont  horizontales  ;  c'est 
pour  avoir  directement  leurs  longueurs,  qu'on  a  pris  le  plan  horizontal  des 
naissances  des  portes  N***  i  et  a,  pour  l'un  des  plans  de  projection-. 

application  du  trait  sur  la  pierre. 

a8.  Cette  application  se  fait  comme  pour  la  porte  précédente.  On  exécute 
d'abord  un  parallélipipède  rectangle  ou  un  prisme  droit  dont  la  base  est  un 
polygone  rectiligne  de  cinq  côtés  abcde  (Jpp.^^l.  a);  on  change  ce  prisme 
en  un  autre  qui  ne  diffère  du  premier  que  par  une  face  cylindrique  marquée 
au  profil  amby  qui  remplace  le  plan  ah.  En  appliquant  sur  ce  prisme  les  pan- 
neaux de  douelle  et  de  joints  relatifs  à  chaque  voussoir,  on  donne  à  ce  vous* 
soir  la  figure  déterminée  par  l'épure. 
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De  la  figure  d'un  voussoir  de  la  porte  N*  a. 

129.  Le  voussoir  ayant  pour  profil  le  polygone  anihcde{j4pp.^  pi.  t^),  étant  de 
plus  compris  entre  la  surliaice  intérieure  du  berceau  sphérique,  et  la  surface 
extérieure  du  mur  en  tour  ronde,  en  talus,  sa  forme  serait  entièrement  déter- 
minée. Mais  il  y  a  une  modification  de  cette  forme,  qui  résulte  de  ce  que  la  face 
verticale  '  marqqée  au  profil  ed^  au  plan  €d\  n'est  pas  prolongée  jusqu'au 
berceau  sphérique,  qu'elle  couperait  trop  obliquement.  Par  le  point  (e,  d'\ 
intersection  de  l'horizontale  {e'd\  é)  de  cette  face  et  du  berceau  sphérique, 
on  mène  un  plan  vertical  marqué  au  plan  d'k',  qui  est  dirigé  vers  le  centre 
du  berceau,  et  qui  contient  la  face  du  voussoir  dont  le  développement  est  le 
triangle  é'd'k"^  formé  de  deux  droites  eV,  d^'k'  respectivement  égales  à  ed, 
d'k\  et  d'un  arc  e^k"  du'grand  cercle  du  berceau  sphérique  contenu  dans  le 
plan  vertical  d*k\  La  face  verticale  e*d\  qu'on  nomme  parement,  est  repré- 
sentée dans  sa  véritable  grandeur,  yîg".  p.  Elle  se  compose  de  deux  horizon- 
tales, d'une  verticale  égale  à  ed,  et  d'un  arc  d'hyperbole  yJ"'^  intersection  du 
cône  droit  du  mur  en  tour  ronde,  en  talus^  et  du  plan  vertical  e'd\ 

Nous  pouvons  maintenant  Ëiire  l'énumération  ^es  faces  et  des  arêtes  du 
voussoir  de  la  porte  N*  a, 

10  Cinq  faces  planes,  dont  quatre  perpendiculaires  au  plan  du  profil,  y  sont 
représentées  par  les  droites  he,  ed,  de,  ac^  et  la  cinquième  verticale  a  pour 
trace  sur  le  plan  horizontal,  la  droite  d'k\ 

a*  Trois  faces  courbes  situées,  l'une  sur  le  cône  qui  termine  le  mur  exté- 
rieurement, et  les  deux  autres  sur  les  cylindres  de  la  porte  et  du  berceau. 

3'' Dix-sept  arêtes,  dont  sept  sont  des  lignes  droites^  huit  des  courbes 
planes,  et  les  deux  dernières,  des  courbes  à  double  courbure ,  intersections 
des  trois  faces  courbes. 

Porte  w*  3.  i^^pp.^  pi.  3.) 
Arrière^oussure  de  Marseille. 

Définition. 

3o.  La  porte  qu'on  nomme  arrière-vousnire  de  Marseille,  se  compose  d'une 
porte  droite  pratiquée  dans  l'épaisseur  d'un  mur  droit,  et  d'une  petite  voûte 
ou  voussure,  destinée  à  couvrir  Tévasement  de  cette  porte.  L'objet  de  l'évase- 
ment  est  de  faciliter  Feutrée  des  voitures,  et  d'empêcher  qu'elles  ne  choquent 
les  venteaux  en  bois,  qui  doivent  fermer  la  porte  droite  en  pierres. 
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Le  plan  horizontal  des  naissances  de  la  porte  droite  coupe  le  mur  qui  sert 
de  pied-droit  à  cette  porte;  la  section  {^f^g^  0  est  composée  de  deux  parties 
XabcdeX,  ^'àb'cdeY\  égales  et  symétriquement  placées  par  rapport  à  Taxe 
4)8  de  la  surface  cylindrique  de  la  porte  droite.  La  porte  droite  ne  couvre  que 
la  partie  du  passage,  comprise  entre  les  deux  plans  verticaux  XX^  ce.  £Ue 
s'élargit  d'une  quantité  bc^  ou  b'c\  pour  couvrir  l'espace  compris  entre  les 
deux  plans  verticaux  €c\  dd\  qui  doit  être  occupé  par  les  venteaux  destinés 
à  fermer  la  porte  droite.  Ces  venteaux  tournent  sur  des  gonds  placés  dans  les 
angles  i^cJ,  Vcd  de  \à  feuillure ^  laquelle  a  pour  génératrice  le  système  des 
deux  droites  égales  et  rectangulaires  bc^  cd  ou  Vcy  dd'  tournant  autour  (ie 
l'axe  a/3  de  la  surface  cylindrique  de  la  porle* 

3i.  L'élargissement  de  la  porte  droite  est  suivi  d'un  ét^cuement  qui  est  dé- 
terminé par  l'angle  des  deux  droites  cdj  de^  ou  dd\  d'è\  Varrière-a/oussun 
couvre  l'espace  compris  entre  les  deux  plans  verticaux  €ld\  eé;  la  section  de 
cet  espace  par  le  plan  des  naissances  de  la  porte  droite,  est  le  tfapèze^'^'* 
Soit  XX  {/ig.  2  )  là  trace  horizontale  d'un  plan  vertical  parallèle  aux  faces 
XX',  YY'  du  mur.  La  première  sur&ce  de  l'arrière-voussure  a  pour  généra- 
trice une  ligne  droite,  dont  chaque  position  est  déterminée  par  ces  trois 
conditions,  i**  de  passer  par  le  cercle  vertical  de  la  feuillure^  du  diaxnètre  dd; 
a"  d'être  coupée  par  le  plan  vertical  Yee'Y',  suivant  un  arc  de  cerde  (ce',  hlÀ) 
(fg.  I  et  a) ,  dont  le  centre  est  sur  la  verticale  (  a,  /3«7);  3*  de  passer  par 
l'axe  horizontal  «e/g. 

5a.  L'arrière-voussure  et  la  feuillure  ont  les  mêmes  plans  de  joints  que  la 
porte  droite;  et  parce  que  tous  les  plans  de  joints  de  cette  porte  passent  par 
l'axe  etfi^  il  s'ensuit  qu'ils  coupent  la  surface  de  l'arrière-voussure  suivant  des 
lignes  droites,  qui  sont  les  arêtes  de  douelle  de  cette  voussure. 

Le  joint  normal  à  la  sur&ce  de  l'arrière-voussure  suivant  ime  arête  de 
douelle,  serait  (  page  a55,  art.  174,  liv.  II  )  un  paraboloide;à  cause  de  la  pe* 
titesse  de  la  voûte,  on  en  simplifie  la  construction,  en  prenant  pour  Joints  de 
douelle,  les  prolongemens  des  joints  de  la  porte  droite. 

Des  surfaces  réglées  de  l'arrière-voussure. 

33.  Supposons  d'abord  que  Tare  de  cercle  (  ee\  hlk  ),  qui  sert  de  directrice 
à  la  droite  génératrice  de  la  première  surface  de  l'arrière-voussure,  soit  donné. 
Cet  arc,  quel  que  soit  son  rayon,  sera  coupé  par  les  verticales  des  plans  d^é- 
brasement  (  e,  th  ),  (  e\  tk\  en  deux  points;  les  plans  menés  par  ces  points  ei 
par  l'axe  «jB  de  la  porte  droite,  coupent  le  cercle  de  la  feuillure  dd'  {/ig.  i  ]y 
en  deux  autres  points  ( s\  ^ ),  {q\q)sC^  quatre  points  déterminent  la  po- 
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sition  et  les  longueur»  des  droites  extrêmes  (  es\  hs)^{  éq\  Aq)  de  la -première 
sur&ce  de  l'arrière-vouss«re;  d*oii  H  suit  que  cette  surface  couvre  seulement 
l'espace  qui  correspond  à  la  partie  ees'q'  {J!g.  i)  du  trapèze  edéd\ 

Deux  autres  surfiices  réglées,  dont  les  génératrices  passent,  comme  pour  la 
première  surface,  par  le  cercle  de  feuillure  rfrf'  {fië^  t  )  et  par  l'axe  a/8  de  la 
porte  droite,  couvrent  les  espaces  correspondans  aux  deux  triangles  €ds\  éd'q; 
elles  ont  pour  directrices  des  cercles  de  même  rayon,  donnés  dans  les  plans  d'é- 
brasement  Je,  d'e'  {Jlg.  x  ).  L'un  de  ces  cercles  passe  par  le  point  J,  et  a  son 
centre  sur  la  droite  de;  Tautre  passe  parle  point  d\  et  a  son  centre  sur  la 
droite  d'e\  Le  rayon  de  ces  cercles  est  au  moins  égal  à  la  moitié  de  la  lar- 
geur dd'  de  la  £éuillure;  s'il  était  plus  petit,  les  venteaux  en  bois,  qui  sont 

formés  de  deux  quarts  de  cercle  du  rayon  dfon  d'fr=^  — ,  et  qui  tournent  au- 

tour  des  verticales  J,  d\  ne  pourraient  pas  s'appliquer  contre  les  plans  d'é- 
brasement.  Soit  i'[\k  {^fig*  3  )  le  cercle  donné  dans  le  plan  de  l'ébrasement  d'é 
(/%•  ï  ).  Ayant  porté  la  largeur  de  {^fig.  i  )  de  l'ébrasement,  en  «Te"  {fig.  3  \ 
la  verticale  ek  détermine  l'arc  de  cercle  Sl\k'  de  la  seconde  surface  de  l'arrière- 
voussure,  et  par  conséquent  le  plan  tangent  à  cette  surface  au  point  (e'.  A) 
{fig.  I,  a  ),  ou  ^'  (^fig.  3  )  du  plan  de  l'ébrasement.  Cet  arc  «r4>t'  du  plan  de 
1  ebrasement  étant  connu,  on  en  déduit  celui  de  la  première  surface  de  Tar- 
rière-voussure,  qui  est  contenu  dans  le  plan  vertical  YY',  par  la  condition  que 
les  deux  surfaces  se  raccordent  suivant  la  droite  [e'q'r^  Aqà  ),  qui  leur  est  corn* 
mune.  En  efiet,  ces  deux  surfaces  ont  déjà  les  mêmes  plans  tangens,  aux  deux 
points  (r,  a  ),  (ç,  ^)  de  cette  droite;  il  su£&t  donc  (  page  96,  art.  161, 
liv.  I^'),  pour  qu'elles  se  raccordent  suivant  la  droite  entière,  qu'elles  aient  un 
plan  tangent  commun  au  troisième  point  (  e',  A\  ou  k  {fig.  3)  :  or  le  plan 
tangent  en  ce  point  k  de  la  seconde  surface,  passe  par  la  tangente  A'm  à  l'arc 
J'^k  donné  dans  le  plan  d'ébrasement  d'e  {fig.  i  ),  et  cette  tangente  coupe 
la  verticale  (  d\  cT/n  )  au  point  {d\m)\  d'où  il  suit  que  le  plan  tangent  coupe 
le  nlan  dd'  {fig.  i  )  du  cercle  de  la  feuillure  suivant  la  droite  {<id\  qm) 

âi  et  2  %  et  par  conséquent  le  plan  parallèle  YY'  {fig^  i  )  de  la  face  du 
^  suivant  ime  parallèle  (  YY',  Am'  ).  La  perpendiculaire  yfw  à  Am!  coupant 

la  droite  ce'/S  en  un  point  m  de  la  verticale  (a,  ap^\  qui  est  le  centre  du  cercle  de 
l'arc  (  YY',  hiA  ),  le  rayon  de  cet  arc  est  déterminé. 

34»  De  ces  deux  arcs  8£^'  {fig.  3  ),  hlA  {fig.  a  ),quî  ont  un  point  commun  k 
{fig.  3  ),  le  premier  détermine  le  second,  et  nous  n'avions  d'abord  supposé 
(  art.  précédent  )  le  second  arc  connu,  que  pour  faire  voir  que  la  première 
sur&ce  de  l'arrière-voussure,  qui  a  pour  directrice  ce  second  arc  hlA,  ne  pou- 
vait pas  couvrir  tout  l'espace  correspondant  au  trapèze  dd'eé.  Ces  deux  arcs 
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doivent  encore  satisfaire  à  une  autre  condition  que  celle  du  raccordement  des 
deux  surfaces  de  Tarriére-voussure.  Il  faut  que  ces  sur£sices  ne  soient  pas  ren- 
contrées par  les  venteaux  de  la  porte,  c'est-à-dire  par  les  sur&ces  de  révolu- 
tion qui  ont  pour  génératrices  les  quarts  de  cercle  ( d!fj  ^n\  (  df,  (f^rz), tour- 
nant autour  des  verticales  ( d\  Sm ),  ( e/,  Sp\ 

Dans  le  cas  où,  ayant  pris  le  rayon  de  l'arc  8t\k  (y%.  3  )  égal  à  celui  du 
venteau,  cette  rencontre  aurait  lieu,  on  augmenterait  le  rayon  de  cet  arc^  et 
l'arrière- voussure  serait  surnjontée.  Pour  s^assurer  qu'elle  estassez  surmontée, 
on  coupe  les  deux  surfaces  de  l'arrière-voussure,  et  la  surface  de  révolution 
qui  a  pour  génératrice  le  quart  de  cercle  des  venteaux,  par  des  plans  verti- 
caux 1.3,  3.4  (/%.  I  )»  parallèles  aux  faces  XX',  Y  Y'  du  mur;  et  lorsque  les 
lignes  d'intersection  projetées  {Jîg>  2  )  ne  se  rencontrent  pas,  on  condut 
que  les  trois  surfaces  de  l'arrière-voussure  et  la  surface  de  révolution  ne  se 
pénètrent  pas.  Ces  lignes  d'intersection  seraient  encore  nécessaires,  dans  le 
cas  où  l'on  n'exécuterait  pas  d'une  seule  pierre  chaque  voussoir  de  l'arrière- 
voussure. 

35.  Le  mur  qui  sert  de  pieds-droits  à  l'arrière-voussure  de  Marsei7/e,  se 
compose  de  parallélipîpèdes  en  pierre  à  joints  verticaux,  posés  par  assises,  àe 
manière  que  les  joints  de  deux  assises  consécutives  ne  coïncident  pas.  Ia 
hauteur  des  pieds-droits  d'une  porte  droite,  et  la  largeur  de  cette  porte,  sont, 
d'après  les  règles  usitées  de  l'archîteèture,  dans  le  rapport  des  deux  droites 
données  a%  <p<p'  {Jig^  2  )- 

Construction  de  Vêpure. 

36.  Les  panneaux  de  tête  étant  donnés  dans  leur  véritable  grandeur  sur 
le  mur  vertical  XX',  on  n'a  besoin,  pour  l'application  du  trait  sur  la  pierre, 
que  du  développement  des  panneaux  de  joints.  Tous  ces  joints  ont  pour 
la  porte  droite  et  la  feuillure,  une  partie  commune  GFEBCD  (y^.  4  );  ^ 
pour  l'arrière-voussure,  il  £aiut  ajouter  ou  le  système  de  deux  droites  Dtr. 
ocGy  ou  le  système  des  trois  droites  Jijr,jZy  zG,  selon  que  les  plans  de  jout 
ne  rencontrent  que  la  première  si/rface  de  l'arrière-voussure,  ou  qu'ils  cou- 
pent la  seconde  surface  et  l'un  des  plans  d'ébrasement.  Dans  ce  second  cas, 
la  droite  'Dy  appartient  à  la  seconde  surface  de  l'arrière-voussure,  la  droite /z 
au  plan  d'ébrasement,  et  la  droite  zG  au  plan  de  tête  YY'.  Dans  le  premier 
cas,  les  deux  droites  Dr,  jrz  se  réduisent  à  une  seule  Dx,  et  la  droite  zG de- 
vient :cG. 


.  '». 
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PORTE  w"  4-  (Fig-  1  et  a,  Appendice,  pi.  4) 
iS<aû  ^of^é  o{^  corne  de  vQche. 

37.  La  porte  qu'on  nomme  biais  passé  est  une  petite  voûte  destinée  à  cou* 
vrir  un  passage  biais  qui  est  pratiqué  dans  l'épaisseur  d'un  mur  droit.  Le  plan 
des  naissances  de  cette  porte  coupe  les  deux  plans  verticaux  des  pieds-droits 
suivant  deux  horizontales  parallèles,  et  les  deux  Ëices  verticales  du  mur  droit 
suivant  deux  autres  horizontales  parallèles  ;  par  le  centre  du  parallélogramme 
oblique  formé  par  ces  quatre  horizontales,  on  iD^agine  une  droite  peyrpendi- 
culaire  aux  faces  du  mur,  et  on  demande  que  tous  les  plans  de  joints  passent 
par  cette  droite,  afin  que  la  poussée  qui  s'exerce  perpendiculairement  aux 
joints  soit  dirigée  dans  le  sens  de  la  longueur  du  mur.  Nous  nommons  cette 
droite  Y  axe  des  Joints^ 

38.  On  donne  sur  les  faces  du  mur  deux  cercles  égaux,  qui  ont  pour  dia^ 
mètres  deux  des  quatre  horizontales  précédentes,  et  la  surface  de  la  poi*te  doit 
passer  par  ces  cercles.  Le  cylindre  oblique  (y^-  i  )  9  dont  la  génératrice  est 
parallèle  aux  deux  autres  horizontales  du  parallélogramme,  satisfait  à  cette 
condition;  mais  il  sera  coupé  par  les  plans  de  joints  suivant  des  ellipses. 

Pour  que  les  arêtes  de  douelles  soient  des  di^oites,  on  prend  {^g.  a  )  pour 
la  surface  du  biais  passé,  une  surface  réglée  qui  a  pour  directrices,  1*  les  deux 
cercles  donnés  dans  les  faces  verticales  du  mur  ;  a^  la  droite ,  axe  des  joints. 
Chaque  plan  de  joint  coupera  les  deux  cercles  en  deux  points,  et  la  droite  qui 
joindra  ces  deux  points,  sera  l'arête  de  douelle  contenue  dans  ce  plan. 

39.  Lorsque  le  mur  est  trop  épais  pour  que  les  voiissoirs  s'étendent  d'une 
face  du  mur  à  l'autre,  on  les  divise  par  des  plans  verticaux  parallèles  à  ces 
faces.  Ces  plans  coupent  la  surface  du  biais  passé  suivant  des  lignes  qu'il  faut 
construire.  Dans  le  cas  où  cette  surface  est  un  cylindre,  les  sections  sont  des 
cercles.  Dans  le  cas  où  la  surface  est  réglée,  on  a  vu  (  pag.  91,  art.  1 53^  liv.  P^  ) 
comment  on  trouve  l'intersection  de  cette  surface  par  un  plan,  et  la  tangente 
en  un  point  quelconque  de  cette  intersection. 

Quelle  que  soit  la  surface  du  biais  passé,  on  développera  les  plans  de  joints, 
en  les  faisant  tourner  autour  de  leur  axe  commun,  donné  sur  le  plan  des  nais- 
sances de  la  porte.  Ce  développement  contiendra  les  panneaux  de  joints,  né- 
cessaires pour  l'application  du  trait  sur  la  pierre. 
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§  IL  DÉS  VOUTES.  (PI.  n~  i-a-3-4-  ) 

4o.  La  construction  des  grandes  voûtes  est  soamise  à  certaines  règles,  dont 
on  ne  peut  s'écarter  que  pour  de  petites  voûtes  telles  que  les  portes,  dont  il 
a  été  question  dans  le  paragraphe  précédent.  Lorsque  des  voûtes  sont 
destinées  à  couvrir  de  grands  espaces,  on  les  nomme  maîtresses  T^oûtes,  ce 
simplement  voûtes.  L'appareil  et  l'ordonnance  de  ces  voûtes  doivent  satisii»re 
à  plusieurs  conditions,  d'où  dépendent  la  stabilité  et  l'effet  des  dëcoratioiL' 
extérieures.  On  a  déjà  vu  (art.  i5  de  cet  Appendice)  que  la  coupe  des  pierres 
a  principalement  pour  objet  la  distribution  des  voûtes  en  voassoirs ,  ei 
la  division  des  surfaces  de  voûtes  efi  douelles.  Les  recherches  sur  \e  meil 
leur  mode  de  division,  ont  conduit  à  ces  résultats  :  i^  le  joint  de  deux 
voussoirs  consécutifs  doit  être,  pour  ebaque  point  de  la  ^gne  d'intersectiofi 
de  la  surface  du  joint  et  de  la  douelle  commune  aux  deux  voassoirs,  perpendi- 
culaire  à  cette  douelle,  afin  que  l'angle  d'une  douelle  et  du  joint  étant  égal 
pour  tous  les  voussoirs,  ces  voussoirs  résistent  également  aux  pressions  qu'ils 
supportent;  ce  qui  n'aurait  pas  lieu,  si  l'angle  était  obtus  pour  l'un  des  voxis- 
soirs,  puisqu'il  serait  nécessairement  aigu  pour  l'autre,  s""/]  est  nécessaire,  pa; 
la  même  raison,  que  les  surfaces  de  joints  d'un  voussoir  et  de  tous  ceux  qu 
l'environnent,  soient  perpendiculaires  entre  elles.  3^  Ces  surfaces  doivent  être 
engendrées  par  le  mouvement  d'une  ligne  droite,  parce  qu'elles  sont  àâsa 
ce  cas  susceptibles  d'une  exécution  plus  parfaite,  et  qu'âne  légère  incorrec- 
tion dans  un  joint,  entraine  la  rupture  de  l'un  des  voussoirs  auquel  ce  ymi 
appartient.  4^  ^^  ^tit  que  les  joints  soient  formés  par  des  suriaces  Aéve- 
loppables,  afin  que  les  panneaux  on  développemens  de  ces  sur&ces  puis- 
sent être  appliqués  sur  les  faces  des  voussoirs^  et  en  donner  exactement  1& 
contours. 

Monge  a  fait  voir  que  toutes  ces  conditions  sont  remplies,  en  divisant  k 
surface  d'une  voûte  en  ses  lignes  de  courbure.  C'est  à  ce  géomètre  qu'oi 
doit  la  théorie  de  ces  lignes,  et  leur  application  à  la  division  des  voûtes  ei; 
voussoirs. 

Exposé  sommaire  des  propriétés  des  lignes  de  courbure  (  extrait  du  Journal  d< 

l'École  polytechnique,  second  cahier,  année  1 796  )• 

4i  •  Après  avoir  conçu  par  un  point  quelconque  d'une  surface  courbe  01^ 
normale  à  cette  surface,  si  l'on  veut  passer  au  point  infiniment  voisin  pour 
lequel  la  nouvelle  normale  soit  dans  le  même  plan  que  la  première,  et  la  ren- 
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<:ontre  par  conséquent  en  un  point,  on  peut  toujours  le  Êiire  dans  deux  di- 
rections; ces  deux  directions  sont  4  angles  droits  sur  la  surface,  et  elles  sont 
les  seules  qui  donnent  ce  résultat,  si  l'on  en. excepte  le  cas  particulier  de  la 
sphère  pour  toute  la  surface,  et  de  quelques  points  remarquables  pour  d'autres, 
tels  que  les  sommets  des  surfaces  de  révolution. 

I^es  deux  points  dans  lesquels  chaque  normale  est  rencontrée  par  les  deux 
normales  infiniment  voisines,  sont  les  centres  des  deux  courbures  de  la  sur- 
face dans  le  point  que  Ton  considère  ;  les  distances  de  ces  deux  points  à  celui 
de  la  surface,  sont  les  rayons  des  deux  courbures;  et  les  directions  rectangu- 
laires dans  lesquelles  on  passe  de  la  normale  aux  deux  normales  consécutives 
qui  la  coupent,  sont  les  directions  de  ces  courbures. 

Si  l'on  conçoit  que  le  point  de  la  sur&ce  se.  meuve  de  manière  qu'à  chaque 
instant,  des  directions  des  deux  courbures,  il  suive  celle  qui  est  dans  un  pre- 
mier sens,  et  qu'il  continue  ainsi  de  se  mouvoir  autant  que  le  permettra  l'é- 
tendue de  la  surface,  la  courbe  qu'il  .parcoiurra,  sera  celle  de  l'une  des  cour- 
bures. En  concevant  pour  chaque  point  une  courbe  parcourue  de  cette 
manière,  on  aura  la  suite  des  lignes  de  la  première  courbure,  qui  diviseront 
l'aire  de  la  surface  courbe  en  zones,  suivant^une  première  direction.  Si  l'on 
conçoit  que  le  point  de  la  surface,  au  lieu  de  suivre  dans  son  mouvement  la 
direction  de  la  première  courbure,  suive  au  contraire  constamment  celle  de 
.  la  seconde,  il  parcourra  une  courbe  de  la  seconde  courbure,  et  cette  courbe 
coupera  toutes  celles  de  là  première  à  angles  droits.  £n  concevant  pour  chaque 
point  ime  courbe  parcourue  de  cette  seconde  ^manière,  on  aura  la  suite  des 
lignes  de  ta  seconde  courbure,  qui  diviseront  l'aire  de. la  surface  en  d'autres 
zones,  suivant  une  nouvelle  direction.  Enfin  chacune  des  lignes  de  l'une  de  ces 
deux  suites  étant  perpendiculaire  à  t(»ites  celles  de  l'autre  suite  et  récipro- 
quement, il  s'-ensuit  que  les  deux  suites  de  lignes  de  courbure  diviseront  l'aire 
de  la  surface  courbe  en  élémens,  qui  seront  tous  rectangulaires.  Cela  peut 
être  rendu  sensible  sur  les  sur&ces  de  révolution  prises  pour  exemple. 

Sur  les  surfaces  de  révolution,  on  ne  peut  passer  d'un  point  à  un  autre  pour 
lequel  les  deux  normales  soient  dans  un  même  plan,  à  moins  qu'on  ne  suive 
ou  la  direction  du  méridien,  ou  celle  du  parallèle  qui  passe  par  ce  point;  sui- 
vant toute  autre  direction,  les  deux  normales  ne  se  rencontrwaient  pas^ 
puisqu'étant  dans  des  méridiens  dilférens,  elles  ne  passeraient  pas  par  le 
même  point  de  Taxe*  Les  méridiens  sont  donc  la  suite  des  lignes  d'une  des 
courbures,  et  les  parallèles  la  suite  de  celles  de  l'autre.  Chaque  courbe  de 
l'une  de  ces  suites  est  perpendiculaire  à  toutes  celles  de  l'autre,  et  les  deux 
suites  divisent  l'aire  de  la  surface  en  élémens  que  l'on  peut  regarder  comme 
rectangulaires. 

4ï 
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Si  la  normale  se  meut  de  manière  que,  sans  cesser  d'être  perpendiculaire  à 
la  sur£sice,  elle  parcoure  une  ligne  de  oeurbure;  daîis  chaque  instant  de  son 
mouvement,  elle  se  portera  sur  une  des  deux  normales  infiniment  voisines 
qui  la  coupent,  et  elle  engendrera  une  surface  qui  sera  dévdoppable,  qui  sera 
partout  perpendiculaire  à  la  surface  courbe,  et  qui  coupera  celle-ci  dans  ane 
de  ses  lignes  de  courbure. 

Si,  pour  le  même  point,  la  normale  parcourt  la  ligne  de  Tautre  courbure, 
elle  engendrera  de  même  une  seconde  surface  développable  normale  à  (a  sur- 
face  courbe  et  qui  rencontrera  la  première  en  ligne  droite  et  à  angles  àroits. 
Si  l'on  conçoit  donc  une  semblable  sur£ace  pour  chacune  des  lignes  de 
courbure  de  l'une  et  de  l'autre  suite,  on  aura  deux  suites  de  snrCatces  déve- 
loppables  normales  à  la  surface  courbe,  et  telles  que  chacune  de  celles  d'une 
des  suites  rencontrera  toutes  celles  de  l'autre  suite  en  lignes  droites  et  i  air- 
gles  droits.  Toutes  ces  surfaces  développables  normales  diviseront  l'espace  en 
élémens  indéfinis  dans  le  sens  de  k  longueur  de  la  normale,  infiniment 
étroits  dans  les  sens  des  deux  courbives,  et  terminés  par  quatre  plans  rec- 
tangulaires entre  eux,  et  par  quatre  arêtes  indéfinies  et  en  lignes  droites. 

De  V usage  des  Ugnes  de  courbure  dans  la  dwision  des  voûtes  en  voass^irg. 

4a.  En  divisant  la  sur&ce  de  la  voûte  par  les  lignes  des  deux  couibnres, 
espacées  entre  elles  d'une  quantité  dépendante  de  la  nature  des  itialériaint, 
les  joints  seront  formés  par  les  surfisK^es  développables  normales  à  la  sar&ce 
de  la  voûte.  Si  les  joints  sont  apparens  sur  la  sarfiice  de  la  voûte,  ib  y  trace- 
ront des  courbes  toutes  rectangulaires  entre  elles,  et  qui  d^>endant  de  la  na- 
ture même  de  la  surface ,  en  rendront  la  génération  plus  prononcée.  Eofia 
ces  courbes  diviseront  la  surËice  de  la  voûte  en  compartimens  rectangulaires, 
susceptibles  d'une  décoration  propre  à  la  sur£u:e. 

C'est  vers  cette  solution  générale  que  les  artbtes  s'étaient  toojours  dirigés; 
ils  ne  Pavaient  atteinte  que  pour  les  cas  fiiciles  des  surfaces  cylindriques^  des 
surfaces  coniques  et  decelles  de  révolution*  Quant  aux  autres  sur&ces  courbes 
dont  ils  ne  connaissaient  pas  les  lignes  de  courbure,  ils  les  excluaient  presque 
généralement  de  la  composition  des  voûtes,  lors  même  que  les  drcofnstances 
les  exigeaient  impérieusement;  et  c'est  à  cela  principalement  qu'on  doit  attri- 
buer le  mauvais  effet  que  produisent  en  général  dans  l'architecture,  ies  mor* 
ceaux  de  traits  de  coupe  des  pierres,  parce  que  pour  rendre  un  trait  exéco* 
table,  on  ne  choisit  pas  toujours  la  surfiice  de  la  voûte  la  plus  convenable. 
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VOUTES  TERHIiré&S  PAA  VHE  SUBVACB  UNIQUE.  N"  1,9,  ^PP'^  pl«  5  et  6. 

/^^o;/^  sphérique.  1T''  i^Jpp.^  pi.  5. 

43.  Cette  voûte  est  destinée  à  couvrir  une  salle  circulaire;  elle  a  pour  pied- 
droit,  un  mur  en  tour  ronde,  terminé  intérieurement  par  un  cylindre  droit. 
La  section  de  ce  cylindre  par  le  plan  horizontal  des  naissances  de  la  voûte, 
est  un  cercle,  qu'on  prend  pour  le  grand  cercle  de  la  surface  sphérique  de  la 
voûte.  Un  plan  vertical  quelconque,  passant  par  le  centre  de  cette  surface, 
la  coupe  suivant  un  demi-cercle,  qu'on  divise  en  parties  égales  de  nombre 
impair.  La  figure  génératrice  de  la  voûte  contenue  dans  ce  plan,  ne  diffère 
pas  de  la  section  droite  de  la  porte  droite  N*  i  {-^pp^i  pi.  i).  Elle  tourne  au- 
tour de  Taxe  vertical  du  mur  en  tour  ronde,  et  il  résulte  de  ce  mouvement, 
r  que  les  arêtes  de  douelles  de  la  voûte  sont  des  cercles  horizontaux;  s""  que 
les  joints  normaux  suivant  ces  arêtes  sont  des  cônes  droits  qui  ont  leurs  som- 
mets sur  l'axe  du  mur  en  tour  ronde  ;  3"*  que  chaque  assise  de  la  voûte  a  pour 
faces  extérieures  un  cylindre  droit  vertical,  un  plan  horizontal,  et  pour  arêtes, 
des  circonférences  de  cercles. 

Pour  partager  les  assises  de  la  voûte  en  voussoirs,  on  divise  le  cercle  de  la 
naissance  de  la  voûte  en  parties  égales  ;  les  plans  menés  par  les  points  de  di- 
visions et  par  l'axe  vertical  du  mur  en  tour  ronde,  partagent  la  première 
assise  en  voussoirs.  Un  second  système  de  plans  verticaux  menés  par  le 
même  axe^  et  qui  partage  en  deux  parties  égales  les  angles  des  plans  du  pre- 
mier système,  divise  la  seconde  assise  en  voussoirs. 

Toutes  les  assises  ont  leurs  joints  verticaux  dans  l'un  ou  l'autre  de  ce^ 
deux  systèmes  de  plans,  de  manière  que  les  joints  de  deux  assises  consécutives 
ne  soient  pas  dans  le  même  plan  vertical. 

Le  cercle  générateur  de  la  voûte  sphérique  ayant  été  divisé  en  un  nombre 
impair  de  parties  égales,  l'arc  placé  au  milieu  du  demi-cercle,  engendre  la 
douelle  du  voussoir  qu'on  nomme  la  défais  la  voûte. 

Construction  de  V épure. 

44-  On  prend  pour  plan  horizontal  de  projection,  le  plan  des  naissances 
de  la  voûte  sphérique.  La  projection  horizontale  d'un  voussoir  de  la  voûte 
sphérique,  et  la  figure  génératrice  de  ce  voussoir,  donnée  dans  un  plan  ver- 
tical, déterminent  les  dimensions  du  parallélipipède  rectangle  capable  de  le 
contenir.  L'une  des  faces  de  ce  parallélipipède  coupe  la  surface  de  la  voûte 
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suivant  un  cercle,  dont  on  détermine  le  centre  et  le  rayon.  On  rapporte  ce 
cercle  sur  la  £aee,  et  au  moyen  d'une  cherche  ou  panneau  découpé' suivant 
le  grand  cercle  de  la  sphère,  on  exécute  Véeuelle,  ou  la  surface  intérieure  du 
Youssoir,  sur  laquelle  on  rapporte  le  contour  de  la  douelle  de  ce  voussoir. 
Les  surfaces  coniques,  cylindriques,  planes  du  même  voussoir,  s'exécutent 
par  les  (procédés  qu'on  a  déjà  indiqués*. 

ybute  elàpsoîdè.  N**  a.  (/fyp^j  pli  6.) 

45.  La  voûte  ellipsoïde  est  terminée  par  la  surface  du  second  degrés  quon 
a  nommée  ellipsoïde  (art.  i34i  liv.  V^).  L'ellipsoïde  a  pour  axes  prfncipaui 
les  trois  droites  rectangulaires  AB,CD^  î^EK;  en  supposant  les  deux  premiers 
axes  AB,  CD  dans  le  plan  horizontal  de  l'ellipse  ÀBCD,  le  troisième  axe  est 
vertical.  Tout  plan  passant  par  ce  troisième  axe  coupe  l'ellipsoïde  suivant  une 
ellipse  qui  a  pour  axes  principaux  la  droite  2K£  et  un  di<amètre  de  Vellipse 
ABCD.  La  surface  ellipsoïde  a  pour  lignes  de  courbure,  des  courbes  à  double 
courbure,  dont  lés  projections  sur  les  plans  de  ses  trois  sections  principales, 
sont  des  courbes  du  second  degré.  Soit  ABCD  la  section  principale,  qui  passe 
par  le  plus  grand  axe  AB  et  par  le  moyen  axe  CDj  CDE  là  demi-section  princi- 
pale, qui  passe  par  le  moyen  axe,  et  par  le  plus  petit  axe,  double  de  la  droite 
EK.  La  première  série  de  lignes  de  courbure  se  projette  sur  \e  p\au  de 
l'ellipse  ABCD,  suivant  un  système  d'ellipses,  dont  les  sommets  approchent 
continuellement  de  deux  points  O,  O',  sans  pouvoir  les  atteindre. 

La  seconde  série  se  projette  sur  le  même  plan,  suivant  un  système  d'hy- 
perboles, dont  les  sommets  ont  pour  limites  les  mêm'es  points  O,  G'- 

Les  verticales  élevées  par  ces  points,  coupent  la.  surface  de  reUipsoîdcen 
deux  points,  que  Monge  a  nommés  ombilics. 

Les  ellipses  et  les  hyperboFes,  projections  des  deux  séries  de  lignes  de  cour- 
bure, se  construisent  au  moyen  d'un.quart  d'ellipse  OLG  et  d'une  portion  OHI 
d'hyperbole,  qui  ont  même  centre  K,  et  deux  axes  communs  KO,  KG. 

Construction  géométrique  dés  points  O  et  G. 

46.  L'ellipsoïde  ayant  pour  axes  principaux  les  trois  droites  AB,  CD,  aEK, 
et  pour  centre  le  point  K,  soient  F,/,  f,  les  foyers  respectife  des  trois  sec- 
tions principales,  construites  sur  les  couples  d'axes  (  AB,  CD),  (CD,  aER', 
(2E'K=aEK,AB). 

Pour  construire  le  point  O,  on  porte  Kf  et  KF  sur  l'axe CKD  prolongé,  deK 
en  f '  et  en  F';  on  tire  la  droite  f 'B,  et  sa  parallèle  FO,  qui  coupe  Taxe  AFati 
point  O. 
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Pour  confitrnire  le  point  G,  on  porte  sur  KB  la  droite  K/*'  =  K/;  on  mène 
la  droite^D,  et  sa  parallèle  FG,  qui  coupe  l'axe  KD  prolongé,  au  point  G  ; 
ce  qui  détermine  les  droites  rectangulaires  KO,  }LG,  distances  des  points  O,  G 
au  centre  K  de  Fellipsoîde. 

Construction  d'une  ellipse  telle  que  NMN',  ou  d'une  hyperbole  RPR',  projection 

d'une  ligne  de  courbure  de  l'ellipsoïde. 

47.  On  trace  sur  les  droites  KG,  KO  comme  axes  principaux,  Tellipse  OLG, 
et  l'hyperbole  OIH.  D'un  point  quelconque  H  de  l'hyperbole,  on  abaisse  les 
perpendiculaires  HM,  HN  sur  les  axes  de  l'ellipsoïde  KD,  KB;  les  pieds  M,  N 
de  ces  perpendiculaires  sont  les  sommets  de  l'ellipse  NMN'i 

D'un  point  quelconque  L  de  l'ellipse  OLG,  on  abaisse  lès  perpendiculaires 
LP,  LQ  sur  les  axes  de  l'ellipsoïde  KB,  KD;  les  pieds  P  et  Q  de  ces  perpen- 
diculaires sont  les  sommets  de  l'hyperbole  aux  branches  RPR',  SP'S'. 

Des  trois  points  H,  M,  N,  ou  L,.P,,Q,  un  étant  donné,  il  est  évident  que  les 
deux  autres  sont  connus.  Les  points  tels  que  M,  pourraient  être  déterminés 
par  la  condition  que  les  lignes  dé  courbure  diviseraient  l'ellipse  CDE  en  arcs 
sous-tendant  la  même  corde.  On  effectuerait  d'abord  cette  division  sur  l'el- 
lipse, et  on  abaisserait  par  les  points  de  division  des  perpendiculaires  sur 
l'axe  CD;  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  seraient  les  sommets  M,  M',...  des 
ellipses,  projections  d'un  système,  de  lignes  de  courbure.  A  chaque  point  M 
ainsi  déterminé,  correspondraient  deux  points  H  et  N,  Tun  sur  Fhyperbole 
auxiliaire  OUI,  et  l'autre  sur  Taxe  AD. 

De  la  voûte  ellipsoïde,  surmontée  et  surbaissée. 

4d.  Les  trois  axes  principaux  de  la  surface  de  la  voûte  ellipsoïde,  étant 
inégaux,  l'axe  vertical  peut  être  ou  plus  grand  ou  plus  petit  que  les  deux 
autres  :  dans  le  premier  cas^  la  voûte  est  surmontée;  dans  le  second,  elle  est 
surbaissée. 

La  voûte  surmontée  (  Mémoire  cité  de  Monge,  page  a88  )'  aurait  en  géné- 
ral plus  de  hardiesse  et  de  dignité,  et  si  la  naissance  était  elle-même  à  une 
grande  hauteur,  quelle  que  fut  d'ailleurs  la  destination  de  l'emplacement,  ce 
serait  la  voûte  surmontée  qu'il  faudrait  employer,  parce  que  sa  grande  élé- 
vation, qui  ferait  paraître  ses  dimensions  verticales  plus  petites  qu'elles  ne 
seraient  réellement,  écraserait  trop  une  voûte  qui  serait  d'une  autre  espèce. 
La  voûte  surbaissée,  en  diminuant  le  volume  de  Tair  compris  dans  l'emplace- 
ment, serait  plus  favorable  à  la  voix  d'un  orateur.  Si  l'emplacement  devait 
être  éclairé  par  deux  lustres  suspendus  à  la  voûte,  il  faudrait  que  cette  voûte 


3a6  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 

fût  surmontée  on  surbaissée,  parce  que  dans  ces  d^ix  cas,  sa  surface  aurait 
deux  ombilics^  placés  symétriquenient  au-dessus  du  grand  ai^e  de  Tellipse  ho- 
rizontale, et  que  ces  ombilics,  rendus  très-apparens  par  les  compartimeas  qui 
se  distribueraient  autour  d'eux,  seraient  les  points  naturels  de  suspension; 
alors  on  pourrait  disposer  du  rapport  entre  les  trois  axes,  pour  que  ces  points 
fiassent  espacés  d'une  manière  convenable. 

Des  amphithéâtres. 

49.  Les  emplacemens  dont  on  a  pu  disposer  pour  les  salles  des  assemblées 
délibérantes,  ont  souvent  forcé  de  donner  à  l'amphithéâtre  moins  de  profon- 
deur en  face  de  l'orateur  que  sur  les  côtés  ;  mais  l'expérience  ayantprouvéçtfe 
la  voix  se  porte  à  une  plus  grande  distance  en  £ace,  il  parait  que  c'est  une 
disposition  toute  contraire  qu'on  devait  adopter.  De  toutes  les  formes  qu'on 
pourrait  donner  à  l'amphithéâtre,  il  n'y  en  a  aucune  dont  la  loi  soit  plus  simple 
et  plus  gracieuse  que  l'ellipse  ;  il  faudrait  donc  que  la  salle  fut  elliptique,  et 
qu'elle  fut  couverte  par  une  voûte.  En  plaçant  le  bureau  à  l'un  des  sommets 
de  l'ellipse,  on  pourrait  lui  conserver  un  espace  suffisant  pour  la  commodité 
du  service,  et  l'orateur  se  trouverait  naturellement  placé  sous  un  des  ombilics 
de  la  voûte;  l'amphithéâtre  n'occuperait  que  la  partie  qui  serait  en  avant 
Une  galerie  qui  ferait  le  tour  entier  de  la  salle,  et  qui  serait  assez  élevée  pour 
être  très-distincte  de  l'amphithéâtre,  fournirait  des  places  au  public.  La  salle, 
qui  n'aurait  ni  tribune  ni  aucune  espèce  d'irrégularité,  pourrait  être  décorée 
par  des  colonnes,  à  chacune  desquelles  correspondrait  une  nervure  delà  voûte, 
pliée  suivant  la  ligne  de  courbure  ascendante.  Toutes  ces  nervures,  verticales 
à  leur  naissance,  se  courberaient  autour  de  l'un  ou  l'autre  ombilic,  redescen- 
draient ensuite  k  plomb  sur  les  colonnes  opposées,  et  elles  seraient  croisées 
perpendiculairement  par  d'autres  nervures  pliées  suivant  les  lignes  de  l'autre 
courbure.  Les  intervalles  de  ces  nervures  pourraient  être  à  jour,  soit  pour 
éclairer  la  salle,  soit  pour  donner  des  issues  à  l'air,  et  formeraient  un  vitrage 
moins  fantastique  que  les  roses  de  nos  églises  gothiques.  Enfin  deux  lustres 
suspendus  aux  ombilics  de  la  voûte,  et  à  la  suspension  desquels  la  voûte  en- 
tière semblerait  concourir,  serviraient  à  éclairer  la  salle  pendant  la  nuit 

Nous  n'entrerons  pas  (  continue  Monge)  dans  de  plus  grands  détails  à  cet 
égard;  il  nous  suffit  d'avoir  indiqué  aux  artistes  un  objet  simple,  et  dontU 
décoration,  quoique  très-riche,  pourrait  n'avoir  rien  d'arbitraire,  puisqu'elle 
consisterait  principalement  à  dévoiler  à  tous  les  yeux  une  ordonnance  très* 
gracieuse,  qui  est  dans  la  nature  même  de  cet  objet. 
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VOUTES  TXmitflKMeS  PAR  DEUrSUBFACSfl  QUI  SE  FBlfiTRBlfT. 

N-  3ct4 {jàpp.,pl  7  et  8). 
J^oûte  d'arête  barhngue.  N**  3*  {App.^  pi.  7.) 

5o.  Les  voûtes  N~  i  et  2  {App.y  pi.  5  et  6)  sont  terminées  chacune  par  une 
surface  unique.  Les  voussoirs  des  voûtes  n"*  3  et  4^  appartiennent  à  deux 
voûtes  qui  se  rachètent  ^  ou  dont  les  surfaces  se  pénètrent.  Chacun  de  ces 
voussoirs  a  deux  douelles,  quatre  arêtes  de  douelles,  et  quatre  joints  nor- 
maux suivant  ces  arêtes. 

Les  grandes  voûtes  qui  se  rachètent  ont  mêmes  naissances  et  sont  égales 
en  montée,  c'est-à-dire  qu^ellés  ont  leurs  naissances  dans  le  même  plan  hori- 
zontal^ et  même  pfen  tangent  au  point  le  plus  élevé  de  la  ligne  d'intersection 
des  surfaces  qui  les  terminent.  Les  quatre  arêtes  de  douelles  d'un  voussoir 
des  voûtes  N"*  3  et  4  9  sont  situées  deux  à  deux  dans  un  même  plan  hori- 
zontal. 

Définition  des  voûtes  d^aréte  barlongue,  et  en  arc  de  cloître.  N°  3.  {App.^  pi.  7). 

5i .  Ces  voûtes  sont  destinées  à  couvrir  l'espace  renfermé  entre  quatre  plans 
verticaux  parallèles  deux  à  deux.  La  section  de  ces  quatre  plans  par  un  plan 
horizontal  est  un  parallélogramme;  selon  que  ce  parallélogramme  est  rec* 
tangle  ou  obKque,  la  voûte  est  droite  ou  biaise.  Les  plans  verticaux  qui  pas* 
sent  par  les  côtés  de  ce  parallélogramme,  ou  seulement  par  les  prolongemens 
de  ces  côtés,  terminent  les  murs  qui  servent  de  pieds-droits  à  la  voûte  *,  dans 
le  cas  où  ils  passent  seulaoaent  par  les  prolongemens,  les  murs  font  entre  eux 
un  angle  saillant  dans  l'intérieur  de  l'espace  voûté,  et  ne  s'étendent  pas  au* 
delà  des  verticales,  intersections  des  quatre  plans  verticaux  des  pieds*droit8. 
La  voûte  d'arête  se  nomme,  dans  ce  cas,  barlongue.  Lorsque  les  Êices  verti* 
cales  des  pîeds^droits  sont  de  même  longueur  que  les  côtés  du  parallélogramme 
non  prolongés,  la  voûte  prend  le  nom  àiarc  de  cloitre. 

Les  murs  des  pieds-droits  d'un  arc  de  cloître  font  entre  eux  un  angle  ren* 
trant  vers  l'intérieur  de  l'espace  voûté.  La  voûte  d'arête  barlongue  couvre  l'esr 
pace  vei9lequerviennent  aboutir  quatre  berceaux  qrlindriques^  qui  sont  deux 
à  deux  les  prolongemens  l'un  de  l'autre.  Il  n'y  a  que  les  quatre  premiers  vous* 
soirs  de  cette  voûte,  placés  aux  angles  saillans  des  pieds-droits ,  qui  posent 
sur  ces  pieds-droits  ;  toute  la  première  assise  de  l'arc  de  cloître  a  sa  naissance 
sur  les  pieds-droits  de  cet  arc. 

Pour  l'ime  et  l'autre  voûte  N^'  3,  la  section  des  pieds-droits  par  le  plan  ho- 
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rizontal  des  naissances,  est  un  parallélogramme  rectangle,  dont  les  côtés  ap- 
partiennent aux  deux  siu'faces  cylindriques  de  ces  Toutes.  L'une  de  ce 
surfaces  a  pour  base  un  cercle,  «et  on  détermine  la  base  de  Tautre  surface, 
par  la  condition  qu'elles  aient  pour  lignes  d'intersection,  les  deux  courba 
planes  qu'on  obtient  en  coupant  la  première  surfeice  par  deux  plans  verti- 
caux, dont  les  traces  horizontales  sont  les  diagonales  du  parallélogramme 
rectangle  (page  1 18,  art.  202,  liv.I*'),  Ces  courbes  forment  l'arête  de  la  voûte, 
ou  l'intersection  des  deux  surfaces  cylindriques,  lesquelles  font  un  aDgIe 
saillant  sur  la  voûte  barlongue,  et  un  angle  rentrant  5ur  l'arc  de  cloître. 

La  base  de  la  première  surface  cylindrique  étant  un  cercle,  l'arête  se  com- 
pose de  deux  ellipses  égales  qui  ont  pour  axe  commun  vertical,  une  droite 
égale  au  rayon  de  ce  cercle,  et  pour  axes  horizontaux,  les  diagonales  du  pa- 
rallélogramme des  pieds-droits.  La  seconde  surface  cylifjdrique  de  Tare  de 
cloître  est  surhaussée  ou  surbaissée,  selon  que  la  première^  qui  a  pour  base 
un  cercle ,  passe  par  les  plus  petits  ou  par  les  plus  grands  cotés  cJu  même 
parallélogramme  ;  le  même  effet  a  lieu  pour  la  voûte  d'arête  barlongue,  et 
supposant  les  surfaces  cylindriques  prolongées. 

Construction  de  V épure. 

Sa.  On  considère  d'abord  le  berceau  terminé  par  la  surface  cylindrique  t 
base  circulaire.  La  section  droite  de  ce  berceau  ne  diffère  pas  de  celle  de  la 
porte  droite  N^  i  jâpv.y  pi.  i  ;  cette  section  contient  les  panneaux  de  tête  des 
voussoirs  du  premier  berceau^  et  détermine  pour  chaque  voussoir  la  àoudie 
et  les  joints  normaux.  Les  arêtes  de  douelles  des  deux  herceaun  étant  pour 
chaque  voussoir  dans  le  même  plan  horizontal,  et  se  rencontrant  en  un  point 
de  la  ligne  d'intersection  des  surfaces  des  deux  berceaux,  les  arêtes  de 
douelles  du  second  berceau  et  les  joints  normaux  suivant  ces  arêtes  soot 
déterminés. 

i  Chaque  voussoir  de  la  voûte  a  une  douelle  qui  appartient  au  premier 
berceau,  et  deux  joints  normaux  adjacens  à  cette  douelle  ;  on  déduit  de  U 
projection  horizontale^  et  de  la  section  droite  du  berceau  à  base  drculaîft 
le  développement  de  cette  douelle  et  des  deux  joints.  Ce  développement  et 
les  :deux  panneaux  de  tête  de  chaque  voussoir^  donnent  tout  ce  qf«^  est  vî- 
cessaire  pour  l'application  du  trait  sur  la  pierre^  et  pour  la  cofistruction  ^ 
voussoir  entier. 

•  Le  plan  de  l'épure  N^  3,  Jpp.^  pK  7,  est  divisé  en  deux  parties  égales,  rek 
tives  l'une  à  la  voûte  d'arête  harlongue,  et  l'autre  à  l'arc  de  ddîtne. 
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Voûte  d'arête  en  tour  ronde.  N'>  4>  ^PP'  pl-  ^^ 

53.  La  voûte  d'arête  en  tour  ronde,  se  compose  de  voussoirs,  qui  appartien- 
nent en  même  temps  à  deux  voûtes^  terminées  l'une  par  une  surface  annu- 
lairey  et  l'autre  par  une  surface  conoïde.  {Voyez  la  définition  de  ces  surfaces, 
art.  ii8  et  jSa,  liv,  P'.) 

La  voûte  annulaire  s'emploie  pour  couvrir  l'espace  renfermé  entre  deux 
cylindres  verticaux  qui  ont  pour  sections  droites,  des  cercles  concentriques. 
L'aire  comprise  entre  ces  cercles  est  la  projection  horizontale  de  l'espace  qui 
est  couvert  par  la  voûte.  On  se  sert  de  la  voûte  conoïde  pour  couvrir  l'espace 
compris  dans  l'angle  de  deux  plans  verticaux. 

La  voûte  annulaire  a  pour  pieds-droits  deux  murs  en  tour  ronde  concen- 
triques. La  section  méridienne  de  cette  voûte  ne  diffère  pas  de  la  section  de 
la  porte  droite  N**  i,  ^/^.,  pi.  i  ;  elle  se  construit  comme  la  voûte  sphérique 
N°  i,^/y?î,  pi.  5.  Qu'on  imagine  par  l'axe  vertical  des  pieds-droits,  deux  plans 
qui  coupent  ces  pieds-droits,  et  entre  lesquels  se  fait  le  passage  de  l'inté- 
rieur à  l'extérieur  de  la  voûte  annulaire.  On  couvre  ce  passage  par  une  voûte 
conoïde.  La  surface  de  cette  voûte  est  engendrée  par  une  droite  horizontale, 
qui  passe  constamment  par  l'axe  vertical  des  murs  en  tour  ronde,  et  par  une 
courbe  donnée  sur  lune  des  faces  cylindriques  du  mur  du  plus  grand  dia« 
mètre. 

Ayant  pris  pour  cette  courbe,  celle  dont  la  transformée  est  sur  le  dévelop- 
pement du  cylindre  qui  la  contient,  une  ellipse  dont  Taxe  vertical  est  égal  au 
rayon  du  cercle  générateur  de  la  surface  annulaire,  les  surfaces  des  deux 
voûtes  sont  égales  en  montée.  Le  second  axe  de  l'ellipse  est  égal  en  longueur 
à  un  arc  du  cercle,  base  du  cylindre  sur  lequel  on  enveloppe  l'ellipse.  Les 
plans  verticaux  des  pieds-droits  de  la  voûte  conoïde  coupent  cet  arc  en  deux 
points,  et  en  déterminent  la  longueur. 

Construction  de  l'épure. 

54-  L^s  deux  surfaces  annulaire  et  conoïde  étant  définies,  et  connaissant 
ours  paramètres,  on  construit  la  projection  horizontale  de  leur  ligne  d'inter- 
section, qui  est  une  courbe  à  double  courbure.  Les  arêtes  de  douelles  circu- 
laires de  la  voûte  annulaire  coupent  l'arête  de  la  voûte  en  des  points,  par 
lesquels  on  mène  les  arêtes  de  douelles  rectilignes  de  la  voûte  conoïde.  Les 
oints  normaux  suivant  ces  arêtes  sont  des  cônes  droits  pour  la  première 
voûte,  et  des  paraboloïdes  pour  la  seconde.  On  a  vu  (art.  i5?,  liv.  P'')  com- 
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ment  on  détermine  les  plans  tangens ,  et  les  normales  au  conoîde  qui  for- 
ment le  paraboloïde  normal. 

Chaque  voussoîr  commun  aux  deux  voûtes  est  compris,  i®  entre  deux  plans 
verticaux  passant  par  Taxe  du  conoîde  et  de  la  sur£aice  annulaire  ;  a*  entre  deux 
sur&ces  cylindriques  verticales  concentriques  aux  pieds-droits.  On  développe 
ces  deux  surfaces,  et  on  trace  sur  ce  développement  les  lignes  d'intersectioc 
de  ces  surfaces  par  la  douelle  conoîde,  par  les  joints  de  cette  douelle  et  p» 
les  faces  adjacentes,  en  sorte  qu'on  puisse  donner  auyoussoir  la  forme  qu'il 
aurait,  s'il  n'appartenait  qu'à  la  voûte  conoîde.  Les  faces  de  ce  voussoir  étant 
exécutées,  on  y  rapporte  par  points^  et  par  la  méthode  indiquée  (art  7-14) 
de  cet  Appendice  (page  3oi),  les  arêtes,  intersections  des  deux  douelles  et  des 
quatre  joints  normaux,  ce  qui  déterminera  le  contour  des  faces  appartenaot 
à  la  voûte  annulaire. 


§  III.  0£S  DESCEJTTES.  (^pp.,  pi.  9,   10,  il,  12.) 

55.  Les  descentes  sont  de  petites  voûtes  cylindriques,  destinées  à  couvrir 
un  terrain  en  pente,  tel  qu'une  rampe  d'escalier,  un  abat-jour  de  cave  ou 
souterrain,  etc.  La  surface  des  naissances  d'une  descente  est  parallèle  à  la 
surface  du  terrain  couvert  par  cette  descente.  Il  y  a  beaucoup  d'analogie 
entre  les  portes  et  les  descentes;  terminées  les  unes  et  les  autres  par  des  sur- 
faces cylindriques,,  elles  diffèrent  seulement  entre  elles  par  l'indinaison  des 
droites  génératrices  de  ces  surfaces  :  ces  droites  sont  horizontales  sut  les 
portes,  et  inclinées  à  Thorizon  sur  les  descentes.  On  pratique  des  descentes 
dans  l'épaisseur  de  murs,  ou  droits  ou  en  talus  :  un  plan  vertical,  perpendi- 
culaire à  la  face  antérieure  du  mur^  qui  sert  de  pied-droit  à  la  descente,  est 
parallèle  ou  incliné  par  rapport  à  la  droite  génératrice  du  cylindre  de  cette 
descente;  la  surface  de  la  descente  est  comprise  entre  les  deux  Êices  oppo- 
sées d'un  mur,  où,  après  avoir  traversé  ce  mur,  elle  est  rencontrée  par  un 
berceau.  Ces  diverses  circonstances  font  varier  les  formes  des  descentes,  et 
on  distingue  ces  voûtes,  comme  les  portes,  par  les  noms  de  descente  droite, 
descente  droite  et  biaise^  descente  rachetant  un  berceau^  descente  en  tout 
j'onde^  etc. 


♦  * 


I 

i 
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Descente  droite^  en  talus,  rachetant  un  berceau.  N°  i,  ^pp.^  P^-  9- 
Descente  biaise,  rachetant  un  berceau.  N"  2  et  2  bis,  ^pp.,  pi.  10  et  11. 

Définitions. 

56.  La  descente  N"  i,  j4pp.^  pi.  9,  est  construite  dans  l'épaisseur  d'un  mur 
terminé  d'un  côté  par  un  plan  vertical  ou  en  talus,  et  de  l'autre  par  un  ber- 
ceau cylindrique  qui  a  ce  mur  pour  pied-droit.  Elle  est  destinée  à  couvrir  le 
passage  qui  conduit  au  berceau  souterrain;  la  largeur  de  ce  passage  est  dé- 
terminée par  la  distance  de  deux  plans  verticaux,  perpendiculaires  à  la  face 
antérieure  du  mur,  et  à  la  droite  génératrice  du  berceau  racheté  par  la  des- 
cente. 

Le  plan  des  naissances  du  berceau  est  horizontal;  le  plan  des  naissances  de 
la  voûte,  qu'on  nomm^  phm  des  coussinets,  est  incliné  :  ce  second  plan  passe 
par  l'horizontale  du  berceau,  intersection  du  premier  plan,  et  de  la  face  ver- 
ticale du  mur,  tangente  à  la  surface  du  berceau;  sa  pente  est  égale  à  celle  du 
chemin  qui  conduit  au  berceau. 

Construction  des  épures.  (App.ypl.  g  et  jo.) 

57.  On  prend  pour  plans  de  projection,  l'^le  plan  horizontal  des  naissances 
du  berceau  racheté;  2""  le  plan  vertical  parallèle  aux  droites  du  cylindre  obli- 
que des  descentes  N°*  i  et  2,  ^/?p.,pl.  9  et  10,  et  perpendiculaire  aux  droites 
du  berceau  cylindrique,  racheté  par  la  descente. 

La  section  de  la  descente  N«  i,  pi.  9,  par  la'  fece  du  mur  en  dehors  du 
berceau,  ne  diffère  pas  de  la  section  de  la  porte  N"  î,u4pp.,  pi.  i.  Cette  figure 
détermine  les  arêtes  de  douelles  de  la  descente,  et  parce  que  cette  descente 
est  une  petite  voûte,  les  joints  ne  sont  pas  nécessairement  normaux  au  cy- 
lindre oblique  qui  la  termine;  ils  passent  tous  par  Taxe  de  ce  cylindre. 

En  regardant  la  section  de  la  descente  par  la  &ce  extérieure  du  mur,  comme 
la  base  d'une  surface  cylindrique  unique,  on  pourrait  construire  Tintersection 
de  cette  surface  par  la  surface  cylindrique  du  berceau,  en  coupant  les  deux 
surfaces  par  une  suite  de  plans  parallèles  à  leurs  génératrices,  ainsi  qu'on  l'a 
expliqué  (art.  175,  liv.  P').  On  a  préféré,  dans  ce  cas  particulier,  les  couper 
par  une  suite  de  plans  verticaux  parallèles  aux  droites  de  la  première  sur&ce; 
ce  qui  simplifie  cette  seconde  construction,  c'est  que  les  sections  planes  et 
parallèles  du  berceau  sont  égales. 

On  déduit  des  projections  horizontale  et  verticale,  Varc  droit  ou  la  section 
droite  delà  descente,  les  développemensdes  panneaux  de^douelles  et  de  joints, 
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et  l'application  du  trait  sur  la  pierre  se  fait  comme  pour  les  portes  N- 1  et  a. 

58.  Le  plan  des  coussinets.de  la  descente  N"  i^jdpp.^  pi.  9,  est  coupé  par 

la  face  du  mur  en  dehors  du  berceau,  suivant  une  droite  horizontale  ;  on 

* 

prend  la  portion  de  cette  droite  qui  est  comprise  entre  les  deux  plans  verti- 
caux des  pieds-droits  de  la  descente,  pour  le  diamètre  du  cercle,  base  du  cy 
lindre  oblique  qui  termine  la  descente  :  ce  diamètre,  deux  perpendiculaires 
à  ce  diamètre,  menées  par  ses  extrémités,  et  l'horizontale,  intersection  de  la 
surface  du  berceau  par  le  plan  des  coussinets,  forment  sur  ce  plan  un  paral- 
lélogramme rectangle.  Si  ce  parallélogramme  était  oblique,  les  autres  doDDeei 
restant  les  mêmes,  la  descente  serait  biaise j  rachetant  un  berceau.  On  a  traite 
ce  second  cas  dans  les  deux  épures  suivantes,  N°*2  et  2  iw,  App.^  pi.  loetJ/. 

59.  La  projection  verticale  sur  un  plan  parallèle  aux  droites  du  cylindre 
de  la  descente,  peut  se  faire  de  deux  manières;  elle  est  ou  orthogonale  ou 
oblique.  L'épure  N*"  2  bis  est  construite  par  le  second  mode  de  projection,  que 
j'ai  expliqué  (  art.  217,  liv.  F'  ).  Les  développemens  de  l'arc  droit  et  des  pan- 
neaux, ne  différent  pas  pour  les  mêmes  données,  de  ceux  qu'on  trouve  N"  i, 
App,j  pi.  9,  par  la  projection  orthogonale. 

Descente  biaise  y  en  tour  ronde,  rachetant  un  berceau  annulaire. 

N**  3,  yipp.y  pi.  12* 

Défiai  Lion. 

60.  Cette  descente  est  construite  dans  l'épaisseur  d'un  mur,  terminé  d^llî 
côté  par  une  surface  cylindrique  verticale,  de  l'autre  par  une  surface  annu 
laire.  Elle  est  destinée  à  couvrir  le  passage  qui  conduit  à  un  berceau  annu- 
laire souterrain.  La  largeur  de  ce  passage  est  donnée;  il  est  compris  entre 
deux  plans  verticaux  P  et  P',  qui  coupent  les  surfaces  cylindriques,  extérieure 
et  intérieure  du  mur  en  tour  ronde,  suivant  quatre  droites  verticales,  et  la 
surface  annulaire  suivant  deux  courbes.  Ces  deux  courbes  sont  égales,  lorsque 
la  descente  est  droite,  et  inégales,  lorsqu'elle  est  biaise.  Les  plans  verticaux 
P  et  P'  terminent  les  pieds-droits  de  la  descente. 

On  prend,  comme  précédemment,  pour  l'un  des  plans  de  projection,  ur. 
plan  vertical  parallèle  à  l'un  des  plans  P,  P',  et  pour  Tautie  plan  de  projeclion 
le  plan  horizontal  des  naissances  du  berceau  annulaire. 

De  la  surface  cylindrique  de  la  descente, 

61.  La  droite  génératrice  de  cette  surface  est  parallèle  aux  plans  P  et  P'  (b 
pieds-droits  de  la  descente;  son  inclinaison  par  rapport  au  plan  horizonta 
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étant  donnée,  la  surface  cylindrique  de  la  descente  sera  déterminée,  lorsqu'on 
aura  la  base  de  cette  surface.  On  prend  pour  cette  base  un  demi-cercle  qui 
est  enveloppé  sur  la  face  extérieure  du  mur  en  tour  ronde,  dont  la  section 
horizontale  est  un  cercle  donné.  Les  deux  plans  P  et  P'  coupent  ce  dernier 
cercle  en  deux  points;  on  rectifie  Tare  compris  entre  ces  deux  points,  et  on 
décrit  sur  la  droite  de  même  longueur  que  Tare,  le  demi*cercle  qui  forme  sur 
le  cylindre  vertical  du  mur  en  tour  ronde,  la  base  de  la  surface  cylindrique 
de  la  descente.  La  coupe  de  la  descente  par  ce  cylindre  vertical  étant  déve- 
loppée, elle  ne  diffère  pas  de  la  section  droite  des  portes  N"*  i  et  2,  ^pp.,  pi.  i 
et  a  :  cette  coupe  étant  donnée,  on  l'enveloppe  sur  la  face  extérieure  du  mur 
en  tour  ronde;  toutes  les  droites  de  son  contour,  en  exceptant  les  verticales, 
deviennent  des  cercles  ou  des  hélices.  Considérant  ces  lignes  comme  des 
bases  de  surfaces  cylindriques,  qui  ont  pour  arêtes  des  parallèles  à  la  gé;né- 
ratrice  de  la  surface  de  la  descente,  les  têtes  des  voussoirs  de  cette  descente 
et  toutes  les  surfaces  de  douelles  et  de  joints  sont  déterminées. 

Les  douelles  et  les  joints  ont  pour  contours  sur  la  face  extérieure  du  mur 
en  tour  ronde,  des  lignes  dont  les  transformées  sont  des  arcs  de  cercle,  et  des 
lignes  droites.  La  surface  des  coussinets,  formée  de  droites  parallèles  à  la  gé- 
nératrice de  la  surface  de  la  descente,  passe  par  Tare  de  cercle  de  la  face  du 
mur  en  tour  ronde,  qu'on  a  rectifié  pour  tracer  la  coupe  verticale  et  cylin- 
drique de  la  descente  ;  d'où  il  suit  que  la  figure  des  voussoirs  ne  dépend  plus 
que  de  la  position  qu'on  assigne  à  cette  coupe  sur  la  face  extérieure  du  mur  en 
tour  ronde,  entre  les  deux  plans  verticaux  qui  la  comprennent,  et  qui  sont 
parallèles  aux  plans  P  et  P'.  On  a  déterminé  cette  position  sur  l'épure  descente 
No  3,  uépp.,  pi.  j  a ,  par  la  considération  que  la  descente  et  tous  ses  vous- 
soirs soient  au-dessus  du  plan  horizontal  des  naissances  du  berceau  annu- 
laire. Pour  satisfaire  à  cette  condition,  la  droite  qui  termine  le  lit  du  voussoir 
le  plus  éloigné  de  l'axe  du  berceau  racheté,  et  qui  appartient  à  la  surface  des 
coussinets,  passe  par  un  point  du  cercle  de  la  surface  annulaire,  situé  dans 
le  plan  des  naissances  du  berceau  ;  on  mène  par  ce  point  une  parallèle 
à  la  génératrice  de  la  surface  cylindrique  de  la  descente  ;  elle  coupe  la  face 
extérieure  en  tour  ronde,  au  point  du  cercle  horij&ontal  de  cette  face,  sur  le- 
quel le  diamètre  de  la  coupe  cylindrique  développée,  doit  s'envelopper.  La 
hauteur  de  ce  point  et  la  coupe  cylindrique  de  la  descente  étant  connues,  on 
construit  en  projection  verticale  l'intersection  des  surfaces  cylindriques  qui 
ont  pour  bases  les  lignes  de  cette  coupe,  par  la  surface  annulaire.  En  appli- 
quant la  méthode  générale  qu'on  a  exposée  (art.  i4^>  liv.  I*'),  on  trouve 
chaque  point  de  cette  intersection,  par  la  rencontre  d'une  droite,  et  d'une 
courbe  de  la  surface  annulaire. 


^s 
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Construction  de  V épure  et  application  du  trait  sur  la  pierre. 

6a.  Ayant  déduit  des  projections  horizontale  et  verticale,  l'arc  droit  de  la 
descente,  et  les  développemens  des  panneaux  de  douelles  et  de  joints, 
chaque  voussoir  de  la  descente  s'exécute  par  les  procédés  indiqués  pour  les 

portes. 

Les  joints  des  voussoirs  de  la  descente  en  tour  ronde,  sont  des  cylindres 
qui  ont  pour  bases  des  hélices  :  s'ils  étaient  plans  et  normaux  aux  douelles, 
en  des  points  déterminés  de  chaque  arête  de  douelle,le  développement  delà 
coupe  cylindrique  verticale  de  la  descente,  serait  modifié;  les  droites,  trans- 
formées des  hélices,  deviendraient  des  transformées  d'ellipses. 


§  IV.  DES  TROMPES.  (Pi.  u"  i-a-3-4«) 

63.  Les  portes,  les  voûtes,  les  descentes  «ntrent  comme  élémens  néces- 
saires dans  la  composition  de  monumens  et  édifices  qui  satisfont  à  toutes  les 
conditions  de  régularité  et  de  symétrie;  il  n'en  est  pas  de  même  des  voûtes 
qu'on  appelle  trompes,  et  qu'on  n'emploie  le  plus  souvent  que  pour  remédier 
aux  inconvéniens  qui  proviennent  de  l'irrégularité  du  terrain  sur  lequel  on 
construit^  ou  pour  étendre  certaines  parties  d'édifices  dans  les  étages  supé- 
rieurs ,  ou  pour  changer  dans  ces  étages  quelques  distributions  intérieures. 
Cependant  de  petites  trompes  peuvent  servir  à  couvrir  des  enfoncemens  régu- 
liers, qu'on  pratique  dans  l'épaisseur  des  murs,  pour  recevoir  des  vases,  des 
statues  ou  d'autres  objets  de  décoration;  celles-là  diffèrent  des  trompes  des- 
tinées à  soutenir  des  saillies,  qui  sont  des  hors^d'œu^res,  que  le  bon  goût  en 
architecture  exclut,  et  qu'on  n'admet  que  lorsqu'on  y  est  forcé  par  quelques 
circonstances. 

Les  trompes  sont  de  petites  voûtes  terminées  par  des  surfaces  coniques. 
Étant  destinées  à  soutenir  des  murs  en  saillie,  elles  supportent  de  grandes 
pressions,  et  par  cette  raison  on  les  divise  en  voussoirs  comme  les  grandes 
voûtes,  par  des  plans  normaux  à  leurs  surfaces.  Ces  voussoirs  ont  pour  arêtes 
de  douelles,  des  droites  qui  concourent  vers  les  sommets  des  cônes.  On  a 
aussi  donné  le  nom  de  trompes  à  des  voûtes  terminées  par  des  surfaces  spbé- 
riques,  cylindriques  et  autres,  parce  qu'elles  sont  appareillées  comme  te 
trompes,  de  manière  que  les  courbes,  arêtes  de  douelles,  partent  d'un  point 
apparent  de  la  naissance  de  la  voûte.  La  partie  de  la  voûte  voisine  de  ce  point 
est  formée  d'une  seule  pierre,  qu'on  nomme  trompiUon.  Connaissant  le  cintre 
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de  ce  trompillon^  la  surface  réglée  normale  qui  passe  par  ce  cintre,  est  déter- 
minée; les  voussoirs  de  la  trompe  sont  compris  efntre  le  cintre  extérieur  de 
cette  trompe,  et  le  joint  normal  du  trompilion. 

Trompe  dans  Hangley  bicUse,  en  talus.  N""  i,  -^pp*^  pi-  i3. 

Définition. 

64.  Soit  AE.A'E'  la  section  horizontale  d*un  mur  de  bâtiment  prolongé  dans 
les  deux  sens  BA  et  DE,  et  interrompu  sur  la  longueur  BD^  base  du  triangle 
BCD.  L'espace  en  coin  qui  se  projette  horizontalement  suivant  ce  triangle, 
doit  rester  libre  sur  une  hauteur  donnée,  à  partir  du  niveau  supérieur  du 
terrain  ;  on  satisfait  à  cette  condition,  en  changeant  les  directions  des  faces 
verticales  et  parallèles  du  mur  principal  ;  la  section  horizontale  de  ce  mur 
devient  alors  ABCDE.A'B'C'D'Ë'.  Cependant  le  bâtiment  a,  dans  les  étagesi 
supérieurs,  la  forme  qu'il  aurait,  si  le  mur  n'était  pas  interrompu;  il  s'ensuit 
qu'une  partie  de  ce  bâtiment  est  en  saillie  par  rapport  aux  murs  BC.B'C, 
CD.CD',  et  pour  la  soutenir,  on  élève  sur  ces  murs,  comme  pieds-droits,  une 
voûte  dont  le  plan  des  naissances  est  horizontal.  Ce  plan  coupe  les  faces  ver- 
ticales BC,  CD  des  pieds-droits  et  la  face  du  mur  principal  suivant  le  triangle 
ECD.  On  prend  pour  la  surface  de  la  voûte,  un  cône  droit  dont  le  sommet  est 
en  C,  et  qui  a  pour  côtés  les  droites  C6,  CD.  La  face  ABDE  du  mur  principal 
coupe  ce  cône  suivant  une  ellipse.  Ayant  divisé  cette  ellipse  en  arcs  dont  les 
cordes  sont  égales,  et  le  nombre  de  ces  arcs  étant  ^al  à  celui  des  voussoirs, 
on  conçoit  par  les  points  de  divisions  et  par  l'axe  du  cône  un  premier  sys- 
tème de  plans  normaux.  Une  section  circulaire  du  cône  est  aussi  divisée  en 
autant  de  parties  égales  qu'il  y  a  de  voussoirs,  et  un  second  système  de  plans 
normaux  au  cône  passe  par  ces  nouvelles  divisions  ;  les  plans  normaux  qui 
divisent  en  deux  parties  égales  les  angles  dièdres  formés  par  les  plans  des 
deux  premiers  systèmes  de  même  rang,,  comprennent  les  joints  des  vous- 
soirs. 

Lorsque  la  face  A£  du  mur  principal  est  en  talus,  on  dit  que  la  trompe  est 
en  talus;  elle  est  de  plus  biaise^  lorsque  les  arêtes  de  douelles  BC,  CD  du  plan 
des  naissances  ne  sont  pas  de  même  longueur.  XY  étant  la  trace  horizontale 
d'un  plan  vertical,  perpendiculaire  à  la  droite  AE,  l'angle  AXZ  sur  ce  plan 
mesure  le  talus  du  mur  principal. 

Le  cintre  du  trompilion  est  parallèle  au  plan  qui  a  pour  traces  horizontale 
et  verticale,  les  droites  EBX,  XZ.  Le  joint  du  trompilion  est  une  surface  réglée 
dont  la  droite  génératrice,  normale  au  cône  de  la  trompe,  passe  par  une  ellipse 
semblable  à  celle  qui  forme  le  cintre  apparent  de  cette  trompe. 
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La  surface  conique  de  la  trompe  étant  seulement  assujétie  à  passer  par  les 
droites  CB,  CD,  il  y  a  une  infinité  de  surfaces  qui  satisfont  à  cette  conditioD. 
Les  auteurs  des  anciens  traités  de  coupe  de  pierres  ont  varié  sur  le  choix  de 
celte  surface.  L'idée  très-simple  d'employer  le  cône  droit  à  base  circulaire, 
est  de  M.  Girard  ;  alors  la  surface  réglée,  joint  du  trompillon,  est  engendrée  par 
une  droite  qui  a  pour  directrice  l'axe  du  cône  droit  de  la  trompe. 

De  la  construction  de  Vépure. 

65.  On  prend  pour  plans  de  projection,  le  plan  horizontal  des  naissances  (k 
la  trompe,  et  le  plan  vertical  XY  perpendiculaire  aux  faces  du  mur  principal 
On  déduit  de  ces,  deux  projections,  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  Yapplica- 
f  ion  du  trait  sur  la  pierre.  Celte  application  se  fait  pour  le  trompillon,  par  la 
iTiéthode  d'équarrissement,  et  pour  les  voussoirs  de  la  trompe,  parla  méthode 
des  beveaux.  C'est  pourquoi  il  faut,  i"*  construire  l'intersection  de  la  sur&ce  de 
joint  du  trompillon  par  les  faces  du  parallélipipède  rectangle  capable  de  ce 
trompillon;  2°  résoudre  pour  chaque  voussoûr  le3  deu^  pyramides  tnangu- 
laires  (page  iSy,  art.  8,  liv.  IIJ,  formées  chacune  par  les  plans  du  cintre  de  la 
trompe,  de  l'un  des  deux  joints,  et  par  un  troisième  plan  mené  par  ies  deux 
arêtes  de  douelles,  plan  qui  contient  la  douelle plate.  (La douelle  plate  est  le 
quadrilatère  formé  par  les  deux  arêtes  de  la  douqlle  d'un  voussoir  et  par  les 
droites  qui  joignent  les  extrémités  de  ces  arêtes.) 

Les  deux  pyramides  ont  leurs  sommets  sur  le  cintre,  aux  extrémités  des 
arêtes  de  douelles;  elles  ont  pour  arête  commune,  la  corde  du  cintre  qui  pint 
ces  extrémités.  Chaque  joint  contient  deux  autres  arêtes  des  pyramides,  dont 
l'une  est  aussi  arête  de  douelle;  l'autre  est  la  droite  intersection  du  plan  de 
joint  et  du  plan  de  télé  qui  contient  le  cintre.  Ayant  contruit  les  angles  que  les 
trois  arêtes  de  chaque  pyramide  font  entre  elles,  on  détermine  les  angles  die 
dresou  bei^eauXy  par  la  méthode  exposée  (  page  iSg,  art.  12). 

-  Trompe  sur  le  coin,  N°  2,  jdpp.^  pi.  14. 

Définitiop. 

66.  Soient  AF.A'F',  FE.F'E'  les  sections  horizontales  de  deux  mxirs  cl*unbi 
timent,  qui  se  rencontreraient  à  angle  droit,  s'ils  étaient  prolongés  jusqu'à. 
plan  vertical  FF',  mais  qui  sont  interrompus  sur  les  longueurs  BF,  DF,  côtés  bi- 
carré BGDF.  L'espace  qui  se  projette  horizontalement  suivant  ce  carré,  do.: 
rester  libre  sur  une  hauteur  donnée,  a  partir  du  niveau  supérieur  du  terrair: 
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Il  est  nécessaire,  pour  satisfaire  à  cette  condition,  d'infléchir  les  murs  princi- 
paux suivant  les  côtés  BC,  DG  du  carré  BCDF  ;  en  sorte  que  la  section  hori- 
zontale des  murs  du  bâtiment  devient  ABGD£.Â'£'CD'E'.  Cependant  le  bâti- 
ment doit  conserver  dans  les  étages  supérieurs  la  fonne  qu'il  aurait,  si  les 
murs  principaux  ABiA'B',  DED'E'  n'étaient  pas  interrompus;  il  s'ensuit  que  la 
partie  supérieure  du  bâtiment,  correspondant  au  carré  BCDF,  sera  en  saillie 
sur  les  quatre  murs  terminés  par  les  plans  verticaux  AB,  BC,  CD,  DE  :  c'est 
pour  la  soutenir  qu'on  élève  sur  ces  murs,  comme  pieds-droits,  une  voûte  cd- 
nique.  Le  plan  horizontal  des  naissances  de  cette  voûte,  coupe  les  faces 
extérieures  des  murs  suivant  le  carré  BCDF,  dont  les  côtés  CB,  CD  sont  les 
arêtes  de  douelles  des  premiers  voussoirs  de  la  trompe  dite  sur  le  coin.  Ayant 
pris  pour  la  surface  de  cette  trompe  le  cône  droit  dont  le  sommet  est  en  C, 
et  dont  le  côté  CB  ou  CD  fait  avec  l'axe  CF  l'angle  BCF  ou  FCD  de  45%  le  cintre 
extérieur  de  la  trompe  est  formé  des  deux  sections  du  cône  par  les  plans 
verticaux  BF,  FD  ;  et  parce  que  ces  plans  sont  parallèles  aux  plans  tangens 
du  cône  menés  par  les  droites  CB,  CD,  il  s'ensuit  (  art.  81,  liv.  P%  page  Ifi  ) 
que  le  cintre  est  formé  de  deux  paraboles  Gnib,  Gnd,  comprises  entre  les 
deux  droites  rectangulaires  Fd,  FG,  et  Tb,  FG,  respectivement  égales  aux 
droites  FD  et  FH. 

Cette  trompe  a,  comme  la  première,  un  trompillon  d'une  seule  pierre,  dont 
le  cintre  est  formé  des  portions  des  mêmes  paraboles  Gmb,  Gnd,  qui  ont  pour 
projections  horizontales  les  droites  bf,  d/,  respectivement  parallèles  aux 
droites  BF,  DF. 

Les  joints,  qui  divisent  la  trompe  sur  le  coin  en  voussoirs,  sont  aussi, 
comme  pour  la  précédente  n**  i,  dans  des  plans  qu'on  détermine,  en  égalisant 
autant  que  possible  les  épaisseurs  des  voussoirs,  et  les  cordes  des  douelles  de 
ces  voussoirs  sur  le  cintre  apparent* 

Construction  de  V épure. 

67.  On  prend  pour  plans  de  projection,  1^  le  plan  des  naissances  de  la 
trompe  pour  plan  horizontal;  a**  les  plans  verticaux  BF  et  FD,  qu  on  amène 
dans  le  plan  vertical  HFH'  perpendiculaire  à  l'axe  CF,  en  les  faisant  tour/ier 
autour  de  la  verticale  F,  ou  FG. 

On  déduit  de  ces  deux  projections,  i*les  angles  dièdres  des  douelles  plates 
et  du  cintre  ;  a"  les  développemens  des  douelles  plates. 

On  remarquera  que  la  douelle  plate  de  la  clef  est  un  quadrilatère,  divisé 
en  deux  triangles  isocèles  par  l'horizontale  m!n\  qui  joint  les  extrémités  des 
arêtes  de  douelles  passant  par  les  points  m  et  n  des  deux  paraboles  du  cintre. 

43 
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Le  plan  de  cette  douélle  plate  coupe  la  verticale  FG  au  point  g,  qaV)n  dé- 
termine en  menant  la  parallèle  CL  à  m'n',  et  en  portant  la  droite  FL  dirigée 
suivant  FD  en  VI;  la  droite  bi  prolongée  coupe  la  verticale  FG  au  point  g;  ce 
qui  donne  les  côtés  égaux  gm^  gn  du  petit  triangle  isocèle  de  la  douelle  plate 
de  la  clef. 

L'application  du  trait  sur  la  pierre,  tant  pour  ce  trompillon  que  poor  les 
voussoirs  de  la  trompe,  se  fait  par  les  procédés  indiqués  dans  la  notice  sur  la 
:(rompe  précédente  N*  i,  Jpp*^  pi.  i3. 

Trompe  cylindrique.  N*  3,  Jpp^y  pi.  1 5. 

Défiaiiion. 

68.  Cette  trompe  est  destinée  à  soutenir  un  mar  en  tour  ronde,  en  saillie 
sur  un  mur  droit  On  voit,  rue  Garancière,  église  Saint-Sulpice  de  Paris,  rnie 
trompe  de  cette  espèce,  qui  soutient  une  cbapelle  circulaire.  La.  section  do 
mur  droit  par  le  plan  horizontal  des  naissances  de  la  trompe,  est  terminée  par 
deux  droites  parallèles  AB,  CD.  Le  même  plan  couperait  la  hce  ertërieuR 
du  mur  en  tour  ronde  prolongée,  suivant  le  cercle  da  centre  £  et  du  rayon  EF; 
il  contient  l'axe  GH  de  la  sur&ce  cylindrique  de  la  trompe.  Cette  surkce  est 
un  cylindre  droit,  qui  a  pour  axe  la  droite  GH  parallèle  à  CD;  un  plan  w 
tical  ACG  la  coupe  suivant  un  cercle  du  centre  G  et  dû  rayon  GC- 

Le  cintre  apparent  de  la  trompe  est  une  courbe  k  double  courbure,  inter- 
sectiondedeux  cylindres  droits,  l'un  horizontal,  qui  termine  h  trompe,ratrtre 
vertical,  qui  termine  le  mur  en  tour  ronde.  Cette  courbe  a  pour  projection 
horizontale,  l'arc  de  cercle  IFK  du  rayon  EF.  Les  plans  de  joints  qui  diWsent 
la  trompe  en  voussoirs  passent  par  la  droite  EF  perpendiculsùre  sur  le  milieu 
de  la  corde  IK  de  l'arc  IFK,  et  divisent  le  demi-cercle  vertical  du  diamètre  IR, 
en  un  nombre  impair  d'arcs  égaux. 

Le  trompillon  a  pour  cintre  la  ligne  d'intersection  du  cylindre  droit  hori- 
zontal de  la  trompe  et  du  cylindre  droit  vertical,  dont  la  section  horizonfale 
i/A  est  concentrique  à  l'arc  IFK.  Le  joint  du  trompillon  est  une  snr&ce  réglée 
normale  4  sa  douelle;  les  Éaces  adjacentes  sont  planes.  U  projecUon  horim 
taie  du  trompillon  est  comprise  entre  les  droites  ii,  Âm,  parallèles  à  la  droite 
EF;  il  a  pour  section  par  le  plan  vertical  AB,  le  rectangle  6nno. 
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Construction  de  T  épure. 

69.  Ayant  pris  pour  plan  horizontal,  celui  des  naissances  de  la  trompe  cylin- 
drique,  et  pour  plan  vertical  la  face  verticale  AB  du  mur  droit,  on  y  projette, 
1*"  les  cintres  de  la  trompe  et  du  trompillon;  a^  les  arêtes  de  douelles  de  la 
trompe. 

On  déduit  de  ces  deux  projections,  i^  les  intersections  du  joint  du  trompil- 
lon, par  les  faces  horizontales  et  verticales  de  ce  trompillon;  a^  le  dévelop- 
pement des  douelles  desvoussoirsde  la  trompe;  Z""  le  développement  des  joints 
plans  de  ces  voussoirs^  en  observant  que  chacun  de  ces  plans  coupe  le  cylindre 
droit  vertical  du  mur  en  tour  ronde,  le  cylindre  droit  horizontal  de  la  trompe, 
et  la  surface  réglée  du  joint  du  trompillon  :  ce  qui  donne  trois  courbes  planes, 
pour  le  contour  d'un  joint;  les  autres  lignes  de  ce  contour  sont  trois  droites 
qui  appartiennent  respectivement  à  la  face  horizontale  no  du  trompillon,  à  la 
face  verticale  ÂB  du  mur  droit,  et  à  la  £ice  verticale  du  parement  de  chaque 
voussoir.        * 

N*  4.  Trompe  sphérique,  en  niche. 

Définilion. 

70.  Cettre  trompe  couvre  un  espace  circulaire,  pris  dans  l'épaisseur  d'un 
mur  en  tour  ronde.  Le  plan  horizontal  des  naissances  de  cette  trompe  coupe 
les  faces  extérieure  et  intérieure  du  mur  en  tour  ronde,  dont  le  centre  est  en 
O,  suivant  les  cercles  concentriques  ABC,  A'fi'C,  et  la  surface  sphérique  de  la 
trompe  suivant  le  grand  cercle  FEG  du  rayon  DE;  d'où  il  suit  que  la  section 
horizontale  de  la  niche  est  comprise  entre  les  deux  arcs  de  cercles  FEG,  FB'G^ 
qui  se  coupent  aux  points  F  et  G.  On  mène  la  droite  FG,  qui  joint  ces  deux 
points,  et  on j  décrit  sur  cette  droite,  comme  diamètre,  un  demi'^ercle  vertical 
qu'on  divise  en  un  nombre  impair  de  parties  égales  :  les  plans  menés  par  les 
points  de  division  et  par  la  droite  BDO,  qui  joint  les  centres  O  et  D  des  arcs 
FB'G,  FEG,  divisent  la  trompe  en  voussoirs. 

Le  cintre  extérieiu*  de  la  trompe  est  une  courbe  à  double  couii>ure,  inter- 
section de  la  portion  du  cylindre  droit  vertical,  qui  passe  par  l'arc  FB'G>  et 
de  la  sphère  du  rayon  DE,  dont  le  centre  est  D.  Le  trompillon  a  pour  cintre 
un  cercle  vertical  d'un  diamètre^,  parallèle  à  la  droite  FG.  Le  joint  du  trom- 
pillon et  des  voussoirs  de  la  trompe ,  est  un  cône  droit,  dont  le  sommet  est 
en  D,  et  qui  a  pour  base  le  cintre  {Jjg  /*%'). 

Les  joints  des  voussoirs  de  la  trompe,  qui  passent  tous  par  l'horizontale  DBi/, 
ont  pour  traces  sur  le  plan  vertical  XY,  des  droites  qui  divisent  en  parties  éga- 
les le  cercley%';  deux  de  ces  droites,  telles  que  if  5,  ^6,  sont  les  limites  de  la 
projection  verticale  de  l'un  des  voussoirs. 
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La  (louelle  de  ce  voussoîr  est  une  portion  de  surface  spbérique  dont  le  con- 
tour est  formé,  i*  d'un  arc  vertical  3'4'  du  petit  cercle/^ %',  cintre  du  trom- 
pillon  ;  2*  de  deux  arcs  de  grands  cercles,  dont  les  prolongemens  passeraient 
par  le  point  E  du  plan  horizontal  ;  3**  d'une  portion  de  la  courbe  à  double 
courbure,  intersection  de  la  douelle  spbérique  et  du  cylindre  vertical  FB'G. 
Ce  contour  a  pour  projections  horizontale  et  verticale,  les  quadrilatères 
(r.2.3.40,(i'.2'.3'.4'.> 

Construction  de  V épure  et  application  du  trait  sur  la  pierre, 

jt.  Les  plans  de  projection  sont,  i®  le  plan  horizontal  des  naissances  de  h 
trompe  spbérique  ;  ao  deux  plans  verticaux  XY,  X'Y',  l'un  perpendiculaire  et 
l'autre  parallèle  à  la  droite  ODBB'  du  plan  des  naissances,  qui  passe  par  Taxe 
vertical  O  du  mur  en  tour  ronde,  et  par  le  centre  D  de  la  surface  sphérique  de 
la  trompe. 

Ayant  pris  pour  le  sobde  capable  du  trompillon,  le  parallélipipéde  (Imnh^ 
l'm'nk'y  LMNH),  on  construit  les  intersections  du  joint  conique  de  ce  trom- 
pillon, par  les  faces  du  parallélipipède. 

L*application  du  trait  sur  la  pierre  capable  d'un  voiissoir,  se  fait  au  moyen 
des  deux  joints  développés  de  ce  voussoîr  et  du  contour  delà  tête  sur  le  cy- 
lindre vertical  FB'G.  En  développant  ce  cylindre,  on  a  pour  la  tête  du  voussoîr 
compris  entre  les  joints  d'.Sj  d'.G,  la  figure  tf,  dans  laquelle  la  courbe  i.a  est 
le  développement  de  la  portion  de  courbe  à  double  courbure,  qui  se  projette 
horizontalement  en  I. a. 

Pour  développer  les  joints,  on  suppose  que  les  plans  qui  les  contiennent 
tournent  autour  de  la  droite  horizontale  BB',  pour  s'appUquer  sur  le  plan 
horizontal. 

Le  premier  joint  (  BB',  ^/'.3'.5),  développé/^.y,  a  pour  contour  tme  figure 
composée  i*  d'un  arc  de  grand  cercle  de  la  surface  sphérique  de  la  trompe; 
a*  d'une  droite  du  joint  du  trompillon;  3^  de  deux  ellipses,  intersections  des 
cylindres  verticaux  du  mur  en  tour  ronde  par  le  plan  de  joint;  4*»  d'une  hori- 
zontale du  parement  vertical,  parallèle  à  la  droite  BB'. 

Le  contour  du  second  joint  (  BB',  rf'4'.6  ),  développé/g^.y ',  diflFère  du  con- 
tour  précédent,  parce  que  le  plan  de  ce  joint  ne  rencontre  pas  seulement  le 
joint  conique  du  trompillon,  mais  encore  la  face  horizontale  supérieure  (Imûi, 
iVLîi  )  de  ce  trompillon.  A  la  place  d'une  droite  unique^  U^^gJ)  du  premier 
contour,  on  a  (  fig.f  )  les  deux  droites  gq,  qr,  qui  apparUennent,  l*une  au  joiot 
conique  du  trompillon,  et  Tautre  à  la  face  horizontale  supérieure  de  ce  trom- 
pillon. 


L 
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§  V.  BSCiiuEBs.  (  N*  i-a-3-4,^/Y7.,  pi.  17-ao.) 

7a.  La  partie  d'un  bâtiment  ou  d'un  édifice,  occupée  par  un  escalier,  se 
nomme  la  cage  de  cet  escalier.  On  distingue  deux  espèces  d'escaliers,  les  uns 
à  marches  parallèles^  les  autres  à  marches  tournantes.  Les  premiers  convien- 
nent aux  grands  édifices,  dont  ils  sont  le  principal  ornement;  leurs  marches 
sont  égales  en  hauteur  et  largeur  :  le  rapport  de  ces  deux  dimensions  est 
ordinairement  celui  de  i  à  a.  On  pose  les  marches  sur  un  massif  campant,  de 
manière  que  les  deux  faces  apparentes  de  chacune  d'elles,  qu'on  appelle,  en 
charpente,  marche  et  contre-marche j  soient  l'une  horizontale  et  Tautre  verti- 
cale. Le  massif  est  contenu  par  les  murs  de  la  cage  et  par  d'autres  murs  pa- 
rallèles, distans  des  premiers  de  la  longueur  des  marches.  La  construction  de 
ces  murs,  et  le  tracé  des  marches  parallèles,  ne  présentent  aucune  difficulté 
de  stéréotomie.  Il  n'en  est  pas  de  même  des  escaliers  à  marches  tournantes, 
dont  les  emplacemens  sont  le  plus  souvent  très-irréguliers,  mal  éclairés,  et 
qui  ne  deviennent  praticable^  que  par  des  combinaisons  de  lignes  et  de  sur- 
faces qui  se  raccordent. 

Les  escaliers  à  marches  tournantes  sont  ou  à  noyau  plein  ou  à  jour.  Nous 
allons  donner  des  exemples  de  ces  deux  variétés. 

Escaliers  à  noyau  plein.  K"^  i  et  i  bis,  ^pp*^  pi.  17* 

73.  Ces  deux  escaliers  se  construisent  dans  les  tours;  le  noyau  est  un  cy- 
lindre vertical  à  base  circulaire  du  rayon  AB  (y%.  i ,  ^pp*-,  pi.  17)-  L'en- 
ceinte de  la  cage  est  un  mur  en  tour  ronde,  qui  a  pour  épaisseur  DD', 
dififérence  des  deux  rayons  AD'  et  AD.  Soit  i.F  la  distance  à  laquelle  on 
se  tient  de  la  face  intérieure  i.a.3.4 du  mur  en  tour  ronde,  pour  s'ap- 
puyer [commodément  sur  une  rampe,  fixée  contre  ce  mur.  On  décrit  du 
point  A,  comme  centre,  avec  le  rayon  donné  AF,  un  cercle  qu'on  divise 
en  arcs  égaux,  tels  que  FF\  La  corde  de  ces  arcs  ne  peut  pas  être  moindre 
que  la  longueur  du  pied.  Les  hauteurs  des  marches  et  leurs  largeurs,  mesu- 
rées sur  le  cercle  du  rayon  AF,  sont  constantes  ;  les  rayons  AF,  AF'....,  menés 
par  les  points  de  division,  sont  les  projections^  des  arêtes  horizontales  des 
marches.  Ces  arêtes  coupent  le  cylindre  vertical,  qui  a  pour  base  le  cercle  du 
rayon  Ai^  en  des  points  d'une  hélice,  dont  le  pas  (  p.  i56,  art  36  )  est  déter- 
miné par  le  rapport  de  la  largeur  d'une  marche  et  de  sa  hauteur  ;  d'où  il  suit 
que  ces  mêmes  arêtes  appartiennent  à  une  sur&ce  réglée,  dont  la  génératrice. 
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constamment  horizontale,  a  pour  directrices  la  verticale  A,  axe  du  noyau,  et 
l'hélice  dont  la  projection  horîzpntale  est  le  cercle  i  .a.3.4—* 

En  développant  le  cylindre  vertical  qui  a  ce  cercle  pour  base,  sur  le  plan 
vertical  XY  {fig.  %  ),  perpendiculaire  à  la  droite  A3  {Jig.  i  ),  l'hélice  direc- 
trice de  la  surface  réglée  des  marches  devient  une  droite  hn^  dont  rinclinai- 
son,  à  l'égard  de  l'horizontale  XY,  est  déterminée  par  le  rapport  de  la  lar- 
geur mn  d'une  marche,  mesurée  sur  le  cercle  i«a.3.4— •,  et  de  sa  hauteur  &i. 
On  aurs^it  pu  terminer  le  dessous  des  marches  par  une  surface  continue,  égale 
à  celle  qui  passerait  par  les  arêtes  supérieures  de  ces  marches,  et  qui  serait 
coupée  par  le  cylindre  vertical  1.2.34  (^^«  i  \  suivant  une  hélice  qui  aurait 
pour  développement  {^Jig.  a  )  une  droite  ïwl  parallèle  à  hn.  On  a  amplifié 
la  construction  de  chaque  marche,  en  supposant  que  sa  section  par  le  çy lûdre 
vertical,  i  .2,3.4>  est  sur  le  développement  {Jig.  a  )  le  polygone  abcde.  Le  côté 
o^  de  ce  polygone  est  égal  a  la  hauteur  d'une  marche  ;  le  côté  bc  mesure  la 
quantité  dont  une  marche  avance  sur  lautrc;  ad  est  la  somme  de  cette  quan- 
tité et  de  la  largeur  de  la  marche  mesurée  sur  le  cercle  i  •2.3.47  ^^  côté  ^^  est 
ime  verticale  parallèle  à  ub^  dont  la  hauteur  est  donnée. 

Enveloppant  le  cylindre  vertical  1.9.3.4  par  ce  polygone,  le  côté  ce  devient 
une  portion  d'héhce,  et  la  face  courhe  de  la  marche  qui  passe  par  celte  hé- 
lice, est  engendrée  par  une  droite  horizontale  qui  s'appuie  sur  l'axe  verllcal  A 
{Jlg^  I  ).  Le  cylindre  vertical  du  noyau,  qui  a  pour  hase  le  cercle  du  rayon  AB, 
coupe  la  marche  suivant  une  figure  qui  devient  sur  le  développement  {Jig*  3  ), 
un  polygone  abcde^  du  même  nombre  de  côtés  que  le  polygone  donné  de  la 
Jig.  a,  et  marqué  des  mêmes  lettres. 

lï^ous  u^avons  considéré  jusqu'à  présent  que  la  partie  de  chaque  maicbe 
comprise  entre  le  noyau  et  le  mur  en  tour  ronde  de  la  cage;  mais  cette  imrche 
a  un  noyau,  qui  £ût  partie  du  noyau  plein  de  l'escalier,  et  qui  est  compris 
entre  les  deux  plans  hori2ontaux  ad,  bc  ijig.  a  e/  3  )•  C'est  pourquoi  le  dé- 
veloppement {Jig.  3  )  de  la  marche  comprend  le  parallélogramme  adcd  (qui 
se  prolonge  au-delà  du  cadre  de  la  planche  ),  dont  le  côté  ad^  ou  cid  est  égal 
à  la  circonierence  du  rayon  AB  {^fig*  i  )*  La  projection  hoij^ontale  de  Cette 
marche  ££'B3'.3  JE,  est  marquée  {Jig.  i)  d'un  trait  plein.  Toutes  les  marches 
étant  égales,  elles  ont  des  projections  ou  des  sections  %ales,  sur  chacun  des 
trois  plans, j%.  i,  a,  3. 

Les  marches  £3nt  plusieurs  révolutions  autour  du  noyau.  Une  ^gure  teik 
que  ££'B3'.3,  est  la  projection  horizontale  de  toutes  les  marches,  dont  les 
prêtes  horizontales  sont  dans  le  même  plan  vertical  3.3'«  La  distance  verticak 
de  deux  de  ces  marches  doit  être  d'environ  deux  mètres^  pour  qu'en  mon- 
tant l'escalier^  on  ne  soit  point  ohligé  de  s'iucliner.  Si  la  cage  entière  corn- 
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prend  vingt  marches  pour  une  révolution  (ce  qui  ac  lieu  sur  lay%.  i),  cha- 
que marche  aura  en  hauteur  un  décimètre.  En  montant  Tescalier,  on  voit  le 
dessous  des  marches  d  une  révolution  supérieure ,  et  on  aperçoit  la  dîscon* 
tinuité  qui  résulte  d'un  système  de  faces  courbes  hélicoïdes,  adjacentes  à  de 
petites  faces  planes  verticales.  Cest  pour  éviter^cette  apparence,  qu'on  a  con- 
struit (If*  I  bis^  -^pp-y  pi.  17)  Tescalier  circulaire  à  noyau  plein,  en  termi- 
nant le  dessous  des  m&rches  par  une  surface  réglée  continue. 

Explication  des  figures  i,  a,  3.  N®  i  bis^  ^pp>y  pi.  17. 

74.  Le  noyau,  la  cage^  les  arêtes  horizontales  des  marches  étant  les  mêmes 
que  sous  la  figure  N®  i,  on  conçoit  la  surface  continue  qui  passe  par  ces 
arêtes,  et  dont  la  section  cylindrique  développée  (y%-.  21  )  est  la  droite  bn. 
Ayant  mené  sur  ce  développement  une  parallèle /W  à  cette  droite,  on  plie  la 
fig.  a  sur  le  cylindre  vertical  i.a.3.49  .^^  I^  droite  Im'  devient  une  hélice  di- 
rectrice de  la  surface  du  dessous  des  marches.  Le  mouvement  de  la  généra* 
trice  de  cette  surface  est  déterminé  par  deux  autres  conditioiis,  d'être  con- 
stamment horizontale,  et  tangente  à  la  surface  extérieure  du  noyau  plein. 

On  donne  {Jig.  a  ),  i®  la  hauteur  ab  d'une  marche;  a*  la  quantité  pb  dont 
une  marche  avance  sur  l'inférieure;  3®  la  longueur  d'une  verticale  cpk  com- 
prise entre  les  deux  parallèles  Im^  Irri  ;  ce  qui  détermine  sur  la  droite  ïrri^  le 
point  c,  et  la  distance  cp  de  ce  point  à  l'horizontale  bp. 

La  droite  de  la  surface  du  dessous  des  marches,  qui  passe  par  le  point  c 
{fig.  a),  est,  en  projection  horizontale  {Jig.  i),  une  tangente  CC  au  cercle  du 
rayoïi  AB.  Cette  droite  est  une  arête  de  douelle  de  la  voûte  dont  la  marche 
est  un  voussoir.  On  prend  pour  le  joint  de  ce  voussoir,  un  plan  passant  par 
l'arête  de  douelle,  et  normal  à  la  douelle  au  point  milieu  de  l'arête.  Ce  joint 
coupe  le  plan  horizontal  bp  {Jig.  a  ),  suivant  une  horizontale  qui  passe  par  le 
point  7,  et  le  cylindre  vertical  i  .a.349  suivant  une  portion  d'ellipse  dont  la 
transformée  est  {fig.  a  )  la  courbe  çy* 

Le  second  joint  de  la  marche  doit  être  égal  au  premier  :  c'est  pourquoi  il 
faut  que  la  seconde  arête  de  douelle  de  cette  marche  passe  par  le  point  é 
{Jig.  a  ),  distant  de  l'horizontale  adp'  de  la  hauteur  verticale  e*p  =:  cp;  ce 
qui  détermine  le  point  é  de  la  droite  l'nij  et  les  projections  horizontales  (EE' 
(  fig.  i),  EE'cT^/^')  de  la  seconde  arête  de  douelle,  et  d'un  joint  passant  par  cette 
arête.  La  droite  EE'  est  tangente  au  cercle  du  rayon  AB,  puisqu'elle  est  la  pro- 
jection d'une  droite  de  la  surfisice  inférieure  des  marches. 

La  section  entière  de  la  marche  développée  (Jig.  a  ),  est  formée  de  quatre 
droites  ab^  by^  ce',  rfa,  et  de  deux  courbes  égales  cy,  éd.  Développant  le  cylin- 
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dre  du  noyau  plein  {fig,  3  ),  le  contour  de  la  section  de  la  marche  par  ce  cy- 
lindre est  abyce'd;  il  est  aussi  formé  de  quatre  droites  et  de  deux  courbes 
égales  9^,  éd.  Les  verticales  marquées  des  mêmes  lettres  {Jig.  a  et  3)  soat  de 
même  longueur. 

Chaque  marche  de  Uescalier  N**  i  bis  porte,  comme  la  marche  de  Fescalicr 
N**  I,  une  assise  du  noyau,  dont  la  hauteur  est  déterminée  par  la  distance  ver- 
ticale des  points  a  et  c  (Jîg.  3  )\  c'est  pourquoi  il  faut  ajouter  au  développe- 
ment du  noyau  {Jig.  3  ),  le  parallélogramme  (  prolongé  au-delà  du  cadre  de  b 
planche)  aa'èc',  qui  a  pour  côtés  la  droite  ab'=LCq  {Jig.  a  ),  et  la  droite  ad 
égale  à  la  circonfe'rence  du  rayon  AB  {fig.  i  )  du  noyau. 

Les  marches  des  deux  escaliers  N**'  i  et  i  iw,  étant  engagées  dansVépaisseor 
du  mur  de  cage,  elles  sont  soutenues  d'un  bout  par  ce  mur,  et  de  l'autre  par 
le  noyau  plein  dont  elles  font  partie. 

Escaliers  à  jour.  N"*  a  et  3,  App.^  pi.  1 8  et  19,, 
Vis  à  jour.  N*  2,  ^pp-y  pi- 18. 
DéftoitioD, 

75.  La  vis  à  jour  est  un  escalier  composé  de  marches  qui  s'appuient  seu- 
lement par  une  extrémité  sur  l'un  des  murs  de  la  cage.  Ces  marches  forment 
une  voûte  ;  elles  sont  terminées  en  dessous  par  une  surfsice  réglée  :  chaque 
marche  est  un  voussoir,  qui  a  pour  douelle  une  portion  de  cette  surface. 

Les  murs  de  cage  étant  droits^  les  intersections  des  faces  intérieures  de  ces 
murs,  par  un  plan  horizontal,  forment  un  polygone;  on  trace  une  courbe  tan- 
gente aux  cotés  de  ce  polygone,  et  on  se  sert  de  cette  courbe  pour  diviser  la 
cage  de  l'escalier  en  deux  parties,  destinées  Tune  pour  les  niarches,  et  i'aatre 
pour  leybiir.  L'emplacement  qu'on  appelle  ybwr  est  terminé  par  une  surface 
cylindrique  verticale,  qui  a  pour  base  une  courbe  équidistante  de  celle  qui  est 
tangente  aux.  côtés  du  polygone  de  la  cage.  Les  marches  occupent  l'espace 
compris  entre  le  jour  et  les  murs  de  la  cage.  Dans  les  deux  exemples  précé 
dens,  N*'  i  et  i  bis,  App*,  pi.  1 7,  la  cage  et  le  jour  sont  terminés  par  des  surfaca 
cylindriques  verticales,  qui  ont  pour  bases  des  cercles  concentriques. 

La  face  horizontale  de  chaque  marche  porte  à  l'une  de  ses  extrémités  (celle 
qui  est  du  côté  du  jour) ,  un  balustre  vertical  qui  supporte  une  rampe.  La 
distance  à  laquelle  on  se  tient  de  cette  rampe  en  montant  l'escalier,  étaoi 
donnée,  on  s'en  sert  pour  tracer  sur  le  plan  de  la  section  horizoîntale  du  jour, 
une  courbe  équidistante  du  contour  de  cette  section.  De  chaque  point  à 
ce  contour  comme  centre,  avec  la  distance  donnée  pour  rayon,  on  décrit  un 
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arc  de  cercle,  et  la  ligne  tangente  à  tous  les  arcs  de  cercle  ainsi  décriu,  ter- 
mine la  courbe  équidistante,  sur  laquelle  on  mesure  la  largeur  des  marche9. 
Cette  courbe  étant  di  >  isée  en  arcs  de  même  longueur,  on  mène  par  les  points 
de  division,  des  droites  que  Ton  considère  comme  les' projections  horizontales 
des  arêtes  horizontales  des  marches ,  ou  des  intersections  des  plans  des  foces 
de  ces  marches,  faces  dites  en  charpente  marche  et  contre^marche.  La  condition 
dépasser  par  les  points  de  division  de  la  courbeéquidistantedu  jour,  nedéter^ 
inine  pas  les  projections  de  ces  arêtes;  ce  n'est  que  par  un  tâtonnement  qu'on 
parvient  à  fixer  la  position  la  plus  convenable  de  ces  droites.  Ce  tâtonnement, 
qu'on  appelle  balancement  des  marches,  a  pour  objet  de  donner  à  ces  marches 
des  dimensions  à^peu  près  égales,  et  d'éviter  des  changemens  brusques  de 
courbure,  soit  dans  la  surface  du  dessous  des  marches,  ou  sur  les  lignes  ap- 
parentes de  cette  surface. 

On  est  dirigé  dans  cette  opération,  plus  mécanique  que  géométrique,  par 
la  considération  que  les  projections  horizontales  des  arêtes  des  marches,  doi- 
vent iiviser  le  contour  de  la  section  horizontale  du  jour,  en  parties  qui  aug- 
mentent et  diminuent  progressivement  par  degrés  insensibles,  sur  deux  por* 
tions  consécutives  de  ce  contour»  * 

Explication  des  égares  i ,  a,  i^^^pp.  pL  i8.  Escalier  N^  a  (Vis  à  jour). 

'jG.  Soient  {^g.  i)  abc.Ji  et  ï.^J^.ii...S,  les  lignes  du  plan  horizontal,  qui 
représentent  le  jour  de  l'escalier  et  la  ligne  qu'on  suit  en  montant  cet  esca* 
lier.  On  divise  cette  dernière  ligne  en  parties  égales  i.a,  a.3,....7.8. 

L'opération  du  balancement  détermine  les  droites  i.a,  !x.b,  3.c,..  8.A,  qui 
sont  les  projections  horizontales  des  arêtes  des  marches.  Ces  droites  prolongées 
forment  un  polygone,  limite  d'une  courbe  continue  oLfiy...(ùy  tangente  aux  côtés 
de  ce  polygone.  Ayant  tracé  cette  courbe ,  la  suHace  du  dessous  des  mar- 
ches est  déterminée. 

De  la  surface  du  dessous  des  marches. 

• 

77.  Le  cylindre  vertical  qui  a  pour  base  la  courbe  i.a.S...  {fig*  î),  coupe 
les  arêtes  horizontales  des  marches  en  des  points,  qui  appartiennent  évidem- 
ment à  une  hélice,  puisque  les  hauteurs  verticales  des  marches  sont  égales. 
On  prend  cette  hélice  pour  la  directrice  d'une  surface  réglée  dont  la  généra- 
trice, constamment  horizontale,  se  meut  en  touchant  le  cylindre  vertical  qui 
a  pour  base  la  courbe  «j8y...e» ,  et  pour  déduire  de  cette  surface,  celle  qui  ter- 
mine le  dessous  des  marches^  on  suppose  que  les  droites  génératrices  des  deux 

4î 
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sur&ces,  sont  pour  chaque  position,  parallèles  entre  elles  dans  le  inémcplM 

vertical,  et  que  leur  distance  verticale  ne  change  pas. 

Il  résulte  de  cette  hypothèse,  i^  que  tout  plan  vertical  passant  par  Tune 
des  droites  a.ï  ,b.i^cX...,  contient  l'arête  horizontale  de  la  marche  dont 
cette  droite  est  la  projection,  et  une  génératrice  de  la  surface  du  dessous  de 
marches;  a®  que  la  distance  verticale  de  l'arête  et  de  la  génératrice  est  con- 
stante. 

Construction  d'une  marche  (fig.  i,  a  et  3). 

78.  Soient  1.2,  2.3  (/ig.  i),les  largeurs  des  deux  marches  consécutives. 
La  marche  sujpérîeure  recouvre  une  partie  de  la  marche  înférieuTe,et  ce  re- 
couvrement étant  donné,  nous  supposerons  que  sa  largeur,  mesurée  sur  h 
ligne  1.2.3...,  soit  égaleàR.2  ouR'.3.  Onmène  parles  points  R,  R'  les  tangentes 
Kra,  RViâ,  à  la  courbe  ajSy...»,  et  ces  droites  sont  les  projections  horizontales 
des  arêtes  de  douelle  de  la  marche.  La  plus  courte  distance  de  ces  deux  arêtes 
est  égale  en  longueur,  à  la  hauteur  d'une  marche. 

Jjes  marches  étant  comprises  entre  la  cage  LM  NO  et  le  jour  atcJij  les  pro- 
jections horizontales  des  arêtes  de  douelles  ont  les  mêmes  limites.  Ayant  divisé 
ces  projections  en  deux  parties  égales  aux  points  m  etm\  on  conçoit  par  les 
points  correspondans  des  arêtes,  des  normales  aux  douelles-,  chaque  arête 
de  douelle  et  sa  normale  déterminent  un  plan  de  joint  de  la  marche.  La  dis- 
tance de  Tarête  de  douelle  à  la  face  horizontale  de  la  marche  supérieure  ou 
inférieure  étant  connue,  on  en  déduit  les  parallèles  Sr,  S't'  aux  droites  B/*,  BV, 
qui  terminent  les  projections  horizontales  des  joints. 

De  la  normale  à  la  suif  ace  du  dessous  des  marches. 

^\  79.  Les  arêtes  de  douelles  sont  tangentes  au  cylindre  vertical  qui  a  pour 
base  la  courbe  ai8y...û),  et  passent  Tune  par  l'arête  verticale  a,  Tautre  par  IV 
rête  verticale  jS.  On  substitue  aux  élémens  de  la  surface  du  dessous  des  marches, 
et  suivant  ces  arêtes,  des  paraboloïdes  tangens,qui  ont  pour  génératrices 
une  droite  horizontale,  dont  le  mouvement  est  déterminé  par  la  condition  àt 
passer  par  l'hélice  I.2.3...8  et  par  l'une  des  verticales  a,  jS.  Les  normales  à  cei 
paraboloïdes,  ou  les  perpendiculaires  aux  plans  tangens  qu'on  a  déterminés 
(art  1 52 ,  liv.  I^''),  fixent  la  position  des  plans  de  joints  de  la  marche. 
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De  Vapplication  du  irait  sur  la  pierre. 

80.  Chaque  marche  est  engagée  dans  Tépaisseur  du  mur  de  cage,  et  en  con- 
sidérant celle  dont  la  projection  horizontale  (^Jig.  i  )  est  ar^pq^  et  qui  se  ter- 
mine au  plan  vertical  J75F,  parallèle  à  la  face  verticale  MNPQ  du  mur  de  cage, 
on  construira  (/?g^.  a  )  l'intersection  de  cette  marche  par  le  ^X^npq.  On  con- 
naît dans  cette  figure  la  hauteur  a.a'  de  la  marche,  la  distance  Rrou  RV  de 
Taréte  de  douelle  au  plan  horizontal  s.n  ou  a'.S',  et  la  différence  l^k  des  hori- 
zontales menées  parles  points  R,  R',  laquelle  est  égale  à  la  hauteur  a. Oi'  d'une 
marche. 

On  ajoutera  a  la  section  plane  {fig.  a)  de  la  marche,  le  développement  (Z^'.  3) 
du  cylindre  vertical  abc.  h  {^Jig.  i  ).  Ayant  d'abord  exécuté  le  solide  dont  la 
projection  horizontale  est  égale  à  celle  de  la  marche,  et  qui  est  compris  entre 
deux  plans  horizontaux  distans  entre  eux  de  la  quantité  kr  (^fig.  a  ),  on  pas- 
sera de  ce  solide  à  la  forme  de  la  marche,  au  moyen  des  deux  panneaux 
{Jig.iet'i). 

Escalier  à  jour  No  3,  Jpp.',  pi.  19.—  Courbe  rampante. 

6 1  •  I^es  marches  en  pierre  d'une  vis  à  jour,  dont  les  extrémités  sont  enga- 
gées dans  l'épaisseur  du  mur  de  cage,  n'ont  de  points  d^appui  que  sur  ce  mur; 
quoiqu'elles  y  soient  fixées  par  des  barres  de  fer  qui  les  traversent,  elles  ne  peu- 
vent supporter  que  de  Êiibles  pressions,  et  on  doit  éviter  l'emploi  de  cet  esca- 
lier pour  transporter  de  lourds  fardeaux.  Le  poids  d'une  charge  tend  à  rompre 
la  marche  qui  la  supporte  vers  l'extrémité  engagée  dans  le  mur  ;  et  l'effort  est 
d'autant  plus  grand,  que  la  ligne  qu'on  suit  en  montant  l'escalier  est  plus 
éloignée  du  mur  de  cage,  ou  moins  éloignée  du  jour.  On  pourrait  augmenter 
la  résistance,  en  diminuant  la  longueur  de  la  marche;  mais  ce  moyen  n'est 
praticable  que  lorsque  l'espace  occupé  par  la  charge,  ou  le  nombre  de  per- 
sonnes qui  montent  l'escalier  de  front,  n'est  pas  déterminé.  Une  autre  espèce 
d'escaliers  à  jour,  capables  de  supporter  de  grandes  pressions  et  même  des 
chocs,  se  compose  de  marches  comprises  entre  le  mur  de  cage,  et  une  voûte 
particulière  qu'on  nomme  courbe  rampante. 
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Définition  de  la  courbe  rampante^  App.^pL  19. 

82.  Les  murs  de  la  cage  étant  donnés,  on  détermine,  comme  pour  la  \h  à 
jour  (Escalier  N°  a,^/?/?.,  pi.  18),  i*  la  ligne  abcd...Ji  du  jour,  équidistantc 
de  la  courbe  tangente  aux  côtés  LM,  MN,  NO  du  polygone  formé  par  la  section 
horizontale  des  murs  de  la  cage;  ao  la  projection  horizontale  i.a,3...8  de  la 
ligne  qu'on  suit  en  montant  l'escalier;  3*"  la  courbe  a:^...f»y  qu'on  obtient  par 
l'opération  du  balancement  (  art.  74^  p.  3 1 1  ),  courbe  à  laquelle  les  projections 
des  arêtes  horizontales  des  marches,  i.a,  a.^,  3.c,  l^.d...  S.h,  sont  tangentes^ 
4""  la  surfg^ce  continue  des  arêtes  horizontales  des  marches,  engendrée  par  une 
droite  horizontale  dont  le  mouvement  est  déterminé  par  ces  deux  conditions^ 
ae  passer  par  l'hélice  dont  la  projection  horizontale  est  la  ligne  i.a.3..£,et 
d'être  tangente  au  cylindre  vertical,  qui  a  pour  base  la  courbe  aJ^..M. 

Cela  posé,  la  courbe  rampante  est  un  solide  compris  entre  deux  cjUndres 
verticaux,  qui  ont  pour  bases  la  ligne  du  jour  abcd..Jiy  et  une  ligne  équidis- 
tante  de  celle-là,  n'..ii:...K  \  Ica  faces  supérieure  et  inférieure  de  ce  solide, 
appartiennent  à  des  surfaces  réglées,  dont  la  génération  se  déduit  de  celle  de 
la  surface  continue  qui  est  le  lieu  géométrique  des  arêtes  horizontales  des 
marches. 

Des  surfaces  supérieure  et  inférieure  de  la  courbe  rampante. 

83.  Un  plan  vertical  quelconque,  tangent  au  cylindre  vertical  qui  a  pour 
base  la  courbe  c«^...»,  contient  une  horizontale  de  la  sur&ce  continue  des 
arêtes  des  marches,  et  deux  autres  horizontales  parallèles,  dont  Tune  appar- 
tient à  la  surface  supérieure  de  la  courbe  rampante,  et  l'autre  à  la  surÊce 
inférieure.  Les  distances  respectives  de  ces  trois  horizontales  étant  données, 
les  surfaces  réglées  qui  sont  les  lieux  géométriques  de  ces  droites,  sont  déter- 
minées. Chacune  d'elles  a  pour  directrice,  une  hélice  tracée  sur  le  cylindit 
vertical  i.a.3...8,  et  sa  génératrice  mobile  est  tangente  au  cylindre  vertical 

De  la  surface  moyenne  de  la  courbe  rampante. 

84.  Un  plan  vertical  quelconque,  tangent  au  cylindre  vertical  aiS^.-.»,  con- 
tient les  deux  droites  horizontales  et  équidistantes  des  surfaces  supérieure  et 
inférieure  de  la  courbe  rampante;  une  troisième  droite  horizontale,  à  égale 
distance  des  deux  premières,  appartient  à  la  surface  moyenne  de  la  courte 
rampante. 
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Le  cylindre  vertical  dont  la  base  A...D...Hestéquidistante  des  \ignesa.„d.,.k^ 
a...d\..h%  et  qui  divise  en  deux  parties  égales  l'espace  compris  entre  les  deux 
cylindres  verticaux  qui  ont  ces  lignes  pour  bases,  coupe  la  surface  moyenne 
de  la  courbe  rampante,  suivant  une  ligne  qu'on  appelle  la  ligne  moyenne  de 
ce  solide;  les  plans  de  joint  des  voussoirs  de  la  courbe  rampante,  passent  par 
des  points  déterminés  de  cette  ligne,  et  sont  normaux  à  la  surface  moyenne. 

Des  joints  de  la  courbe  rampante. 

85.  La  grandeur  des  voussoirs  de  la  courbe  rampante  est  déteiminée  par 
les  dimensions  des  pierres  destinées  à  la  construction  de  ces  solides.  Ces  di- 
mensions étant  connues,  on  divise  en  plusieurs  parties  la  ligne  moyenne  de  la 
courbe  rampante,  dont  la  projection  horizontale  est  A...D...H,  et  on  supposé 
que  les  joints  de  Tun  des  voussoirs  doivent  passer  par  les  points  de  cette  ligne 
moyenne,  qui  se  projettent  horizontalement  en  E  et  en  F. 

Chacun  de  ces  joints  est  déterminé  par  deux  conditions,  la  première  d'être 
normal  à  la  surface  moyetine^  la  seconde  de  passer  par  une  droite  de  cette 
surface.  Ayant  mené,  les  droites  Es,  Fi3,  tangentes  à  la  courbe  e^jS/...,  aux  points 
e,iBy  ces  tangentes  seront  les  projections  des  droites  de  la  surface  moyenne,  par 
lesquelles  on  doit  mener  l'es  plans  de  joint. 

La  seconde  tangente  FjS  prolongée,  coupe  la  ligne  i.a.3...8  au  point  ç>  :  con- 
sidérant cette  ligne  comme  la  projection  d'une  hélice  de  la  surface  moyenne, 
la  tangente  à  cette  hélice  au  point  dont  <^  est  la  projection  horizontale,  et  la 
verticale  passant  par  le  point  de  contact  jS,  sont  les  deux  directrices  d'un  pa- 
raboloïde  qui  sera  tangent  à  la  surface  moyenne,  en  supposant  que  ces  deux 
surfaces  aient  pour  génératrice  mobile,  une  droite  horizontale  :  or  Ton  sait 
(  art.  1 52,  liv.  T'  )  mener  une  normale  à  ce  paraboloïde  ;  donc  les  deux  droites 
qui  déterminent  le  joint  passant  parle  point  de  la  surface  moyenne,  dont  F  est 
I^  projection  horizontale,  sont  connues.  Le  second  joint,  passant  par  le  point 
dont  E  est  la  projection  horizontale,  se  construira  de  la  même  manière. 

Construction  de  Vépure^  App.,  pi.  1 9. 

86.  Le  premier  plan  de  projection  {fig.  i  )  étant  parallèle  aux  faces  ho* 
rizontales  des  marches  de  l'escalier,  on  prend  deux  autres  plans  (^fig*  a  e^  3  ) 
de  projections  verticales,  respectivement  perpendiculaires  aux  droites  hon«- 
zontales  jSF^»,  eE^',  et  par  conséquent  aux  plans  de  joint.  Soit  xy  {Jlg*  a  )  la 
trace  horizontale  du  premier  plan  vertical,  le  plan  de  joint  y  sera  projeté  sui- 
vant la  droite  pq.  On  projette  sur  ce  même  plan  les  quatre  arêtes  de  la  courbe 
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rampante,  ou  les  lignes  d'intersections  des  quatre  surfaces  courbes  qui  ter- 
minent ce  solide;  on  ajoute  aux  projections  verticales  {Jig^  a  e^  3)  de  ce» 
arêtes,  celles  des  lignes  de  la  surface  supérieure  et  inférieure  de  la  courbe 
rampante,  qui  se  projettent  sur  le  plan  horizontal  en  AEDFHL  Ces  projec- 
tions {Jig.  a  )  sont  coupées  par  la  droite ^2^  en  des  points  qui  ont  leurs  co^ 
respondans  sur  \^Jig.  i;  d'où  il  suit  que  les  projections  du  contour  du  pre- 
mier joint  sont  déterminées  sur  \esjig.  1  et  a. 

On  déterminera  de  la  même  manière  {fig- 1  e^  3  )  les  projections  du  contour 
du  joint,  dont  le  plan  passe  par  le  point  (£,  e)  de  la  surface  moyenne.  Ayant 
{Jig^  i  )  la  projection  horizontale  du  voussoir  entier,  on  connaît  les  faces  ver- 
ticales XY,  Z  d'un  parallélipipède  capable  du  voussoir.  Pour  déterminer  les 
faces  inclinées  de  ce  parallélipipède,  on  emploie  un  troisième  plan  yertical 
X'Y'  (Jig.  [\  ),  parallèle  à  la  droite  XY  {fig:  i  ),  et  on  projette  le  voussoir  en- 
tier sur  ce  plan.  Cette  projection  (  fig.  4  )  ^u  voussoir  est  la  limite  des  pa* 
rallèles  RS,  TV,  projections  verticales  des  faces  inclinées  du  parallélipipède. 

Application  du  trait  sur  la  pierre^ 

87.  Cette  application  a  pour  objet  de  donner  au  paraUéllpipède  (  X YZ, 
RSTV),y%^.  I  et  4,  la  forme  du  voussoir  de  la  courbe  rampante. 

Les  cylindres  verticaux  a...d.Ji^  a  ...d ...h  {fig.  i  ),  qui  comprennent  la 
courbe  rampante,  sont  coupés  par  les  faces  inclinées  RS,  TV  {fig.  4  )  du  pa- 
rallélipipède, suivant  des  courbes;  on  développe  en  K'  {fig.  5  )  ces  courbes, 
et  on  y  ajoute  les  droites,  intersections  des  plans  de  joint  et  des  faces  indi- 
nées  RS,  TV  {fig.  4). 

Les  joints  {pq.fig.  2  ),  {pq\fig.  3  )  doivent  aussi  être  développés,  et  les  fi- 
gures K,  K'  montrent  ces  joints  dans  leur  véritable  grandeur.  Le  contour  d« 
chacun  de  ces  joints  est  formé  de  quatre  courbes,  intersections  de  ce  joint  et 
des  quatre  surfaces  de  la  courbe  rampante.  On  a  ajouté  à  ce  contour  le  parai 
lélogramme  qui  résulte  de  l'intersection  du  plan  de  joint  et  du  parallélipi- 
pède capable  du  voussoir. 

Les  lignes  d'intersection  du  joint  et  des  faces  cylindriques  du  voussoir,  sont 
prolongées  jusqu'aux  côtés  du  parallélogramme. 

Au  moyen  des  trois  panneaux  K,  K',  K"  {Jîg.  a,  3, 5),  on  substituera  d'aborc 
aux  faces  planes  verticales  XY,  Z  {fig.  i  )  du  parallélipipède,  les  portions  <i( 
surfaces  cylindriques,  qui  comprennent  la  courbe  rampante,  et  ensuite  on  tn- 
cera  sur  le  solide  ainsi  modifié,  le  contour  dij  voussoir  de  la  courbe  rampantCi 
dont  on  a  les  projections  {fig.  i  et  4). 

La  courbe  rampante,  considérée  comme  une  voûte,  a  pour  pied*droit  le  sol, 
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et  on  la  soutient  dans  sa  partie  supérieure  par  des  pilastres  ou  colonnes.  Les 
marches  de  Tescalier,  placées  entre  cette  courbe  rampante  et  les  murs  d'en- 
ceinte de  la  cage,  y  sont  en^'agées  par  leurs  extrémités,  et  deviennent,  par  la 
résistance  de  ces  points  d'appui,  capables  de  supporter  de  grandes  pressions. 
Dans  le  cas  où  les  marches  devraient  être  terminées  par  une  surface  de  même 
genre  que  celle  qui  forme  la  face  supérieure  ou  inférieure  de  la  courbe  ram- 
pante, on  traiterait  chacune  de  ces  marches  comme  si  elle  appartenait  à  une 
vis  à  jour  N*  a,  App,^  pi.  1 8. 

Les  deux  premiers  escaliers  N"  i  et  i  his^  App.y  pi.  17,  se  construisent 
seulement  en  pierre  :  il  n'en  est  pas  de  même  des  escaliers  à  jour  N°'  2  et  3, 
App.^  pi.  18  et  19;  on  les  exécute  plus  souvent  en,  bois  qu'en  pierre.  La 
construction  en  bois  n'apporte  que  de  légères  modifications  dans  la  forme 
des  marches  de  la  vis  à  jour  et  des  voussoirs  de  la  courbe  rampante* 

Escalier  N*  4 9  App.,  pi  ao,  in-folio.  —  Fis  Saint-Gilles. 

88.  La  vis  Saint-Gilles  est  une  voûte  destinée  à  supporter  les  marches  d'un 
escalier  tournant.  Elle  a  pour  pieds-droits,  1^  un  noyau  plein  de  la  forme  d'un 
cylindre  droit  à  base  circulaire;  a^  un  mur  en  tour  ronde  de  même  axe  que  le 
noyau.  L'espace  compris  entre  la  face  extérieure  du  noyau  plein,  et  la  face 
intérieure  du  mur  en  tour  ronde,  forme  la  cage  de  l'escalier. 

Soit  {fig.  I9  App.y  pi.  ao)  un  plan  vertical  passant  par  Taxe  A/  du  noyau 
plein,  dont  la  trace  horizontale  A(f>  contient  le  rayon  AB  de  ce  noyau ,  et  la 
largeur  BC  de  la  cage.  Sur  BC  comme  diamètre,  on  décrit  le  demi-cercle 
BCDE,  qu'on  divise  en  arcs  égaux  CF,  PE...,  DB,  de  nombre  impair.  Ayant 
achevé  les  deux  figures  ABD/et  CDEF.<î>4HKG;cL,  il  faut  concevoir  les  sur- 
faces héliçoides  (note  II,  page  289)  qui  ont*  pour  génératrioes,  les  lignes  mo- 
biles BD,  DL  de  la  première  figure,  toutes  les  lignes  droites  ou  circulaires 
de  la  seconde,  et  pour  axe  commun  la  verticale  A/.  Le  mouvement  se  fait  dans 
le  sens  indiqué  par  la  flèche  sur  le  plan  horizontal  {fig.  2). 

L'horizontale  BC  (  /%.  i  )  engendrera  la  surface  des  naissances  de  la  voûte, 
et  le  demi-cercle  BCDEF  engendrera  la  surface  de  la  voûte.  Le  solide  engen- 
dré par  la  figure  triangulaire  BDL,  fait  partie  du  noyau  plein,  et  se  décom- 
pose, comme  ce  noyau,  par  tranches  horizontales.  La  section  horizontale 
i^fiS'  a)  de  ce  noyau  et  du  solide  héliçoïde  a  pour  contour,  1*  la  circonférence 
du  rayon  AB,  moins  l'arc  B'L'  ;  a»  les  deux  courbes  B'D',  D'L'  intersections  du 
plan  horizontal  et  des  surfaces  héliçoides  engendrées  par  l'arc  BD  et  par  la 
droite  DL.  La  voûte  se  compose  de  solides  héliçoides  qui  ont  pour  génératrices 
des  figures  de  cinq  côtés  tels  que  EMF,  EG,  FH,  GK,  HK.  Ce  dernier  côté  en- 
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gendre  un  cjlindre  droit  ;  les  autres  côtés  engendrent  des  surfaces  héliçoides. 
Chaque  solide  héliçoïde  se  décompose  en  youssoii*s  par  des  plans  de  joint 
perpendiculaires  à  Thélice  décrite  par  lemilieu  M  de  Tare  de  cercle  EMF.Oette 
hélice  a  pour  projection  horizontale  le  cercle  NN'wV^■',  décrit  {Jig*  a')  du 
point  A  comme  centre  avec  le  rayon  AN;  on  la  nomme  hélice  moyenne. 

Soit  AN'  {fis^  a)  le  rayon  de  ce  cercle,  perpendiculaire  à  l'horizontale  AC. 
On  projette  chaque  voussoir  de  la  voûte  sur  un  plan  vertical  {^fig.  3  ),  per- 
pendiculaire à  ce  rayon  ;  la  tangente  ;»  l'hélice  moyenne  au  point  (N',  /u),  j 
étant  projetée  parallèlement,  le  plan  de  joint  perpendiculaire  à  cette  tangente, 
y  est  représenté  par  sa  trace  I/jlJ.  On  projette  sur  le  plan  horizontal  le  contour 
ilu  joint  N**  î,  et  on  remarque  que,  quel  que  soit  le  point  de  l'hélice  moyenne 
par  lequel  on  mène  un  autre  plan  de  joint  normal  à  cette  hélice,  le  contour 
du  joint  et  sa  projection  horizontale  ne  changent  pas.  C'est  pourquoi  l'on  i 
transporté  la  projection  du  joint  N"  i,  sur  les  projections  N**  2  et  3,  en  ayant 
soin  que  les  contours  de  ces  trois  projections  soient  respectivement  placés 
de  la  même  manière,  par^rapport  aux  droites  AN'>  Atî',  A/z'. 

Ayant  les  projections  horizontales  {jig*  '^  )  des  joints  extrêmes  d'un  voussoir 
de  la  voûte,  on  connaît  les  dimensions  d'un  parallélipipède  rectangle,  capable 
de  ce  voussoir,  et  dont  les  faces  sont  parallèles  ou  perpendiculaires  au  plan 
vertical  {fi g.  3  );  on  développe  (/%.  4  )  les  faces  de  ce  solide  qui  lui  sont  per- 
pendiculaires, et  on  trace  sur  ce  développement  les  intersections  des  plans  de 
ces  faces  et  des  cylindres  droits  engendrés  par  les  côtés  verticauxgfe,  KX- (/?^.  i) 
du  rectangle  gh}kk  circonscrit  à  la  figure  EMFGHK.  Enfin  on  développe 
C/^o  •  5  )  le  joint  perpendiculaire  à  l'hélice  mqyenne,  qui  a  pour  trace  {^fig^  3, 
la  droite  I/i/J.  On  rapporte  sur  ce  développement  (y%^.  5  ),  i*Ies  droites,  in- 
tersections des  plans  de  joints  du  voussoir  et  des  faces  du  parallélipipède  ca- 
pable de  ce  vorfssoir;  a*  les  courbes  intersections  des  mêmes  plans  et  des 
deux  solides  héliçoides,  qui  ont  pour  génératrices  le  rectangle  ghS^k^  et  h 
figure  EMFHKG  {/ig.  i  ).  "  ^ 

Au  moyen  des  figures  i,  a,  4?  5,  on  donne  au  parallélipipède  capable  tYiu 
voussoir,  la  figure  de  ce  voussoir,  déterminée  par  les  projections  sur  les  plans 
figures  a  et  3. 

89.  En  considérant  l'un  des  voussoirs,  dont  la  tête  est  visible,  et  qui  a  s: 
naissance  sur  un  plan  vertical  kCl{/ig.  i  ),  ou  sur  tout  autre  plan  vertical  An 
{.fig'  ^  \  ce  dernier  plan  A/e'  coupe  le  parallélipipède  capable  da  voussoir 
suivant  un  parallélogramme  qu'on  a  rapporté  en  a^yJ"  {fig.  i  \  tel  qu'il  doit 
être  placé  sur  la  figure  EFHK.G,  considérée  comme  la  section  du  voussoir  par 
le  même  plan  kn  {/ig.  %  }. 
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Du  tracé  des  épures  à  Vusage  des  appareitteurs. 

90.  Les  appareilleurs  tracent  les  épures  de  coupe  des  pierres  sur  deux  plans, 
l'un  horizontal  et  Tautre  verticaL  Les  dimensions  parallèles  à  ces  plans  y  sont 
représentées  dans  leur  grandeur  naturelle.  Les  aires  sur  lesquelles  on  trace  ces 
épures  doivent  être  parfaitement  dressées.  On  obtient  facilement  des  surfaces 
lisses  et  planes,  au  moyen  du  plâtre  gâché,  qu'on  emploie  dans  un  état  de  mol- 
lesse, et  qui  prend,  au  bout  de  quelques  minutes,  la  dureté  convenable.  Le 
tracé  des  lignes  droites  sur  les  aires j  ou  plans  de  projection^  se  fait  au  moyen 
d'un  cordeau  qu'on  tend  par  les  deux  bouts.  Une  pointe  dirigée  suivant  le 
cordeau,  forme  Tcmpreinte  d'une  ligne  droite;  autrement  on  frotte  le  cordeau 
avec  de  la  pierre  tendre,  et  en  le  cinglant  dansun  plan  perpendiculaire  à  Vaire^ 
on  y  trace  une  droite  de  la  couleur  de  la  pierre. 

9 1 .  Nous  n'avons  considéré  dans  l'appendice  qui  précède,  que  la  partie  géo- 
métrique de  l'appareil  des  ouvrages  de  pierres.  Si  Ton  veut,  connaître  les  di-* 
mensions  des  voûtes,  les  rapports  de  grandeurs  entr«  les  parties  qui  les  com- 
posent ,  on  consultera  les  livres  qui  traitent  spécialement  de  l'art  de  bâtir,  et 
notamment  ceux  du  savant  M.  Rondelet ,  architecte  du  Panthéon.  Nous  ter- 
minerons  cet  appendice  par  un  article  qui  est  extrait  de  son  Traité  théorique 
et  pratique  de  VArt  de  bâtir,  tome  3,  page  81. 

Sur  les  qualités  les  plus  essentielles  des  pierres  relativement  à  leur  emploi  dans 

la  construction  des  édifices. 

9a.  M.  Bondelet  a  fait,  sur  cent  quarante-cinq  espèces  de  pierres,  plus  de 
huit  cents  expériences,  d'où  il  a  tiré  les  conclusions  suivantes  : 

1^  Dans  toutes  sortes  de  pierres,  la  pesanteur,  la  force^  la  dureté,  la  nature 
du  grain,  la  contexture  plus  çu  moins  serrée,  sont  des  qualités  qui  semblent 
se  déduire  les  unes  des  autres.  Ainsi,  dans  les  pierres  de  même  espèce,  les  plus 
pesantes  sont  ordinairement  les  plus  fortes,  les  plus  dures,  celles  dont  le 
grain  est  plus  fin,  la  texture  la  plus  compacte. 

Qi^  Les  pierres  dent  la  couleur  tire  sur  le  noir  ou  le  bleu,  sont  plus  dures 
que  les  grises,  et  celles-ci  que  les  blanches  ou  rousses;  et  en  général  celles 
qui  ont  les  couleurs  les  plus  claires,  sont  ordinairement  moins  fortes  et  moins 
pesantes. 

3^  Les  pierres  dont  le  grain  est  homogène  et  la  texture  uniforme,  sont  plus 
fortes  que  celles  dont  le  grain  est  mélangé,  quoique  ces  dernières  soient  quel- 
quefois plus  dures  et  plus  pesantes. 

4^  Les  qualités  des  pierres  influent  aussi  sur  la  manière  dont  elles  s'écra- 
sent :  celles  qui  ont  le  grain  fin,  la  texture  homogène  et  compacte,  et  qui 

/»5 
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rendent  un  son  clair  lorsqu'on  les  frappe,  se  divisent  en  lames  ou  en  aiguil- 
les ;  les  plus  fières  se  brisent  tout-à-coup  et  avec  bruit ,  et  se  réduisent  en 
poudre. 

5»  Les  pierres  dont  le  grain  est  moins  fin,  qui  ont  leur  texture  moins 
compacte,  et  qui  ne  résonnent  que  peu  ou  point,  se  décomposent  en  pyra- 
mides, ayant  pour  bases  les  surfaces  du  solide,  de  manière  que  les  pointes  se 
réunissent  au  centre;  ou  la  pierre  se  réduit  en  poussière;  les  deux  pyramides 
opposées,  ayant  pour  bases  le  dessus  et  le  dessous  du  solide,  chassent  celles 
du  tour;  ces  dernières  se  divisent  par  fentes  verticales. 

6«  To]ftes  les  espèces  dé  pierres  éprouvées  ont  diminué  sensiblement  de 
hauteur  avant  de  s'écarter  et  même  de  se  fendre.  Cette  diminution  a  été  plus 
considérable  dans  les  pierres  qui  ^e  décomposent  en  pyramides. 

7  <>  Lorsque  les  pierres  avaient  en  hauteur  plus  de  deux  fois  la  largeur  de 
leur  base,  les  parties  comprises  entre  les  pyramides  formées,  se  fendaient  ver- 
ticalement, en  se  divisant  en  lames  ou  en  aiguilles. 

9^  On  a  éprouvé  encore  qull  faut  moins  de  force  pour  faire  fendre  les 
pierres  vives  que  pour  les  écraser,  tandis  que  les  pierres  moUes  s'écrasent 
plutôt  qu'elles  ne  se  fendent. 

9"»  L'indication  la  plus  importante  est  celle  qui  Ëiit  apercevoir  que  la  force 
des  pierres  de  même  genre  est  à  peu  près  comme  le  cube  de  leur  pesanteur 
spécifique. 


IfOHS  DBS  PIK&RX8. 


Grès  blancs 

Cllquard  de  Meudon.  . 
Liais  de  Bagne ux.  ..  • 
Blanc  franc  de  Montrouge 
Roche  d'Arcueil. .  .  . 
Roche  dure  de  Ch  âtillon. 
Pierre  de  Saint- Cloud. . 
Pierre  de  Saint-Leu.     . 

Pierre  ponce 

Lave  du  Vésuve.     .     . 

Porphyre 

Granité  de  Normandie. . 
Marbre  noir  de  Flandre. 
Marbre  blanc.     . 


POIDS  d'uit  mètkb  cube 

EN  KILOGBAHMBS. 

2439 
a439 
a354 
a3o3 

aa94 
ai57 
1704 
675 
a64a 
2798 
a66a 
a7ai 
1694 
a3oo 


poids  POUH  iCBASBB  UK  CUBB 
DE  CINQ  CXVTIMBTBES  DE  oàftjL 

a3o86 

"977 
1X1x3 

646a 

6334 

4^47 
3339 

x38a 

xo53 
i588i 
5ooai 
17555 

'97^9 
8176 


Gipse,  ou  pierre  à  plâtre. 

(Voyez  les  Traités  sur  la  résistance  des  bois  et  des  matériaux  employés  dont  les  eonsirue-- 
lions,  par  MM.  Girard,  Navier,  Tregold,  etc.) 
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ÉDITION  1828. 


Page  «3,  ligne  i8  :  CA,  Usez  CA.'. 

Page  a4  »   ligne  7  :  dn.  Usez  du. 

Page  79,  ligne  7  en  montant  ifig.  7,  UsezJSg.  6. 

Page  98  ,  ligne  6  :  placera,  qfoutez  {art.  68). 

Page  118,  ligne  9  :  lattis,  ii/outes  de  long  pan. 

Page  ftftiy  ligne  14  :  la  droite  Sq,  lisez  rq. 

Page  «ta,  ligne  %  :  el.IK,  Usez  à  IK. 

Page  ^3,  ligne  5  en  montant  :  ponctuéei  ajoutez  rond. 

Page  a45,  ligne  16  :  (C,  CC),  Usez  (C,  C). 
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